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INTRODUCTION 

DE  LA  TROISIÈME  ÉDITION. 


La  seconde  édition  du  Tome  I  de  cet  Ouvrage  est  depuis 
longtemps  épuisée.  Tout  en  conservant  à  l'ensemble  de  ce 
premier  Volume  le  même  caractère  élémentaire  relativement 
à  l'exposition  des  principes  fondamentaux  de  l'Analyse,  je 
tenais  dans  une  nouvelle  édition  à  introduire  dans  certains 
Chapitres  des  leçons  que  j'avais  eu  l'occasion  de  faire  dans 
mon  cours  de  la  Sorbonne,  en  particulier  sur  les  séries  trigo- 
nométriques  et  les  questions  qui  s'y  rattachent,  ainsi  que  sur 
les  fonctions  harmoniques  et  le  potentiel  newtonien.  Diverses 
circonstances  m'avaient  empêché  jusqu'ici  de  réaliser  ce 
dessein.  Un  des  plus  éminents  de  nos  jeunes  géomètres, 
M.  Gaston  Julia,  bien  connu  de  tous  les  mathématiciens  pour 
ses  beaux  travaux  d'Analyse,  m'ayant  offert  son  concours 
pour  la  rédaction  définitive  de  ces  additions  et  la  mise  au  point 
des  références  bibliographiques  indispensables  au  lecteur 
qui  désirerait  pousser  plus  loin  ses  études,  je  suis  main- 
tenant en  mesure  de  faire  paraître  cette  troisième  édition. 

Le  plan  général  de  l'O-uvrage  n'a  pas  été  changé,  mais  on 
verra  que,  en  dehors  des  points  visés  plus  haut,  de  nombreux 
compléments  ont  été  introduits  dans  la  première  et  la  seconde 
Partie.  Les  applications  classiques  du  Calcul  infinitésimal  à 
la  Géométrie,  qui  constituent  à  peu  près  complètement  la 
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troisième  Partie,  n'ont  guère  subi  de  modifications,  en  dehors 
de  quelques  pages  sur  la  géométrie  non  euclidienne. 

Je  remercie  vivement  M.  Julia  du  concours  qu'il  m'a  prêté 
dans  l'établissement  définitif  du  texte,  et  des  remarques 
qui  m'ont  permis  d'améliorer  ma  rédaction  antérieure.  Je 
lui  suis  aussi  reconnaissant  de  la  peine  qu'il  a  prise  dans  la 
correction  des  épreuves. 

Emile    PICARD. 

Paris,  3o  juillet  1922. 


PRÉFACE. 


Cette  seconde  édition  du  Tome  I  de  mon  Traité  ne  diffère 
pas  sensiblement  de  la  première.  J'ai  tenu  à  lui  conserver  le 
même  caractère  élémentaire  dans  la  première  Partie  et  dans  la 
troisième,  en  insistant  seulement  un  peu  plus  dans  la  première 
Partie  sur  les  questions  de  principes  qui  préoccupent  beau- 
coup aujourd'hui  les  géomètres  ;  j'ai  aussi,  dans  ces  questions, 
donné  d'assez  nombreuses  indications  bibliographiques,  espé- 
rant être  ainsi  utile  au  lecteur  désireux  de  se  livrer  à  des 
études  plus  approfondies.  La  deuxième  Partie  a  un  caractère 
moins  élémentaire  que  les  deux  autres;  par  les  problèmes 
traités,  elle  pourra  rendre  quelques  services  à  ceux  qui  s'in- 
téressent surtout  aux  parties  de  l'Analyse  indispensables 
pour  la  Physique  Mathématique. 

Je  dois  adresser  tous  mes  remercîments  à  M.  d'Adhémar, 

qui   a  eu   l'amabilité    de    m'aider   dans   la    correction   des 

épreuves. 

Ésr.  PICARD. 

Paris,   le  25  janvier  1901. 


INTRODUCTION 

DE  LA  PREMIÈRE  ÉDITION 


En  ^publiant  ce  Traité  d'Analyse,  j'ai  pour  but  principal 
de  développer  la  partie  de  mon  cours  de  la  Faculté  des 
Sciences,  relative  à  la  théorie  des  équations  différentielles. 
Cet  Ouvrage  sera  donc  surtout  un  traité  général  sur  la 
théorie  des  équations  différentielles  à  une  ou  plusieurs 
variables.  Je  n'ai  cependant  pas  cru  devoir  adopter  ce 
dernier  titre,  et  cela  pour  deux  raisons. 

D'abord,  quelques-uns  de  mes  auditeurs  ayant  bien  voulu 
exprimer  le  regret  qu'une  partie  de  mon  cours  lithographie 
de  1 886-1887  ne  fût  pas  reproduite,  je  me  suis  décidé  à  publier 
un  Volume  préliminaire  commençant  par  les  parties  les  plus 
élémentaires  du  Calcul  intégral.  De  cette  façon,  je  ne  suppose 
chez  le  lecteur  aucune  autre  connaissance  que  les  éléments  du 
Calcul  différentiel  aujourd'hui  classiques  dans  les  Cours  de 
Mathématiques  spéciales. 

Un  autre  motif,  d'un  caractère  tout  scientifique,  m'enga- 
geait encore  à  garder  le  titre  un  peu  vague  de  Traité  d' Ana- 
lyse :  c'est  que  la  théorie  des  équations  différentielles  est 
intimement  liée  à  plus  d'une  autre  théorie  qu'il  nous  faudra 
approfondir.  Pour  ne  citer  qu'un  exemple,  l'étude  prélimi- 
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naire  des  fonctions  algébriques  est  indispensable,  quand  on 
veut  s'occuper  de  certaines  classes  d'équations  différentielles. 
Nous  ne  nous  bornerons  donc  pas  strictement  à  l'étude  des 
équations  différentielles;  nous  rayonnerons  autour  de  ce 
centre. 

Je  ne  me  dissimule  pas  les  difficultés  de  la  tâche  que  j'en- 
treprends. L'activité  de  la  pensée  mathématique  est  aujour- 
d'hui telle,  qu'il  est  peut-être  téméraire  de  chercher  à 
esquisser,  sur  un  sujet  si  vaste,  l'état  actuel  de  la  Science.  Le 
portrait,  à  le  supposer  ressemblant,  est  destiné,  dans  quelques 
parties,  à  vieillir  assez  vite.  Mais  peu  importe  si  Ton  se  pro- 
pose seulement  d'être  utile,  en  servant  de  guide  à  ceux  qui 
désirent  se  mettre  au  courant  de  l'Analyse  moderne  et  crai- 
gnent de  s'égarer  seuls  dans  la  multiplicité  des  Mémoires 
remplissant  les  journaux  scientifiques. 

Le  présent  Volume  est  le  Volume  préliminaire  dont  je  par- 
lais plus  haut.  Dans  la  première  Partie,  j'expose  les  éléments 
du  Calcul  intégral,  en  insistant  sur  les  notions  d'intégrale 
curviligne  et  d'intégrale  de  surface,  qui  jouent  un  rôle  si  im- 
portant en  Physique  mathématique.  La  seconde  Partie  traite 
d'abord  de  quelques  applications  de  ces  notions  générales;  au 
lieu  de  prendre  des  exemples  sans  intérêt,  j'ai  préféré  déve- 
lopper la  théorie  de  l'équation  de  Laplace  et  les  propriétés 
fondamentales  du  potentiel.  On  y  trouvera  ensuite  l'étude 
de  quelques  développements  en  séries,  particulièrement  des 
séries  trigonométriques.  La  troisième  Partie  est  consacrée 
aux  applications  géométriques  du  Calcul  infinitésimal;  elle 
est,  avec  quelques  additions,  la  reproduction  de  mon  cours 
lithographie. 

Un  ami  dévoué,  M.  Georges  Simart,  a  été  pour  moi  un 
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précieux  collaborateur.  Il  a  bien  voulu,  avant  l'impression, 
revoir  mon  manuscrit;  ses  judicieux  conseils  m'ont  permis 
d'améliorer  en  bien  des  points  ma  rédaction  et  de  préciser 
ou  de  simplifier  plus  d'une  démonstration.  Je  suis  heureux 
de  lui  adresser  ici  l'expression  de  mon  affectueuse  reconnais- 
sance, en  même  temps  que  mes  remercîments  pour  la  peine 
qu'il  a  prise  dans  la  correction  des  épreuves. 

Ém.   PICARD. 

Paris,  le  4  ,nai  18yi. 
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D'ANALYSE 


TOME  I 


PREMIERE  PARTIE. 

INTÉGRALES  SIMPLES  ET  MULTIPLES 


CHAPITRE  I. 

DES  INTEGRALES  DÉFINIES 


I.  —  Définition  de  l'intégrais  définie  pour  une  fonction  continue; 
ses  propriétés  fondamentales. 

1.  Le  calcul  intégral  a  pris  naissance  le  jour  où  l'on  s'est  posé 
l,i  question  suivante  :  Une  fonction/"  (.x)  étant  donnée,  existe-t-il 
une  fonction  qui  admette/ '  (%)  pour  dérivée,  c'est-à-dire  une  fonc- 
tion  telle  que  Ton  ait 

(0  ^=/(*>? 

On  a  d'abord  répondu  à  cette  question  par  une  représentation 
géométrique  qui  n'a  aucune  valeur  par  elle-même,  mais  qui  n'en  a 
pas  moins  fait  faire  <l<'  grands  progrès  à  la  Srience.  On  construisait 

PICARD.    —    T.    I.  1 
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la  courbe  y  =f(x),  et  l'on  considérait  l'aire  comprise  entre  cette 
courbe,  l'axe  des  x  et  deux  parallèles  à  Taxe  des  y,  l'une  fixe, 
l'autre  variable;  on  montrait  que  l'aire,  considérée  comme  fonc- 
tion de  l'abscisse  x  de  cette  dernière  ordonnée,  est  une  fonction 
de  x  ayant  f.{x)  pour  dérivée.  Il  est  clair  qu'à  moins  d'admettre 
que  la  notion  d'aire  est  une  notion  première,  il  n'y  a  pas  là  une 
réponse  rigoureuse  au  problème  posé. 

Nous  allons  supposer  que  la  fonction  f  (x)  est  une  fonction 
continue  de  x  entre  les  limites  où  restera  cette  variable.  Les  con- 
sidérations suivantes  conduisent  d'elles-mêmes  à  la  combinaison 
analytique  qui,  dans  le  Calcul  intégral,  joue  le  rôle  essentiel. 

Admettons,  pour  un  moment,  qu'il  existe  une  fonction  y  satis- 
faisant à  la  relation  (i),  la  fonction  y  prenant  la  valeur  y0  pour 
i  =  «,  et  la  valeur  Y  pour  x  =  b.  Partageons  l'intervalle  («,  b)  en 
a  intervalles  et  soient  xt3  x2,  ...,  xn_i  les  valeurs  de  x  aux 
points  de  subdivision;  on  désignera  par y{  ,y2>  •  •  • ,  JK?i_«  les  valeurs 
correspondantes    de   y.    Si   l'intervalle   xs — a    est   suffisamment 

.ri  —  yp 
«rt- 
relations  approchées 

yi  —  .T&=Oi  —  «)/(«), 
j2  —  yi  =  (Bt  —  *i)f(vi), 


petit,  le  quotient— — —  diffère  peu  de  f(a),  et  nous  écrivons  les 


En  additionnant  membre  à  membre,  il  vient 

Y  —  Jo  =  {xi—  a)f(a)  -f-  (xi—xx)f(xi  )  +  ...+  (6-  xn-t  )f(xn-.l)i 

égalité  approchée,  mais  qui,  vraisemblablement,  sera  d'autant  plus 
approchée  que  le  nombre  des  intervalles  sera  plus  grand,  chacun 
d'eux  se  rapprochant  de  zéro.  Nons  sommes  donc  ainsi  conduit, 
étant  donnée  la  fonction  continue /'(.t),  à  étudier  la  somme 

(x1-«)/(a)+.  .  .-4- (6  —  xn-{)f(xn-v). 

2.  Dans  cette  étude,  nous  nous  appuierons  sur  le  lemme  sui- 
vant, où  nous  entendrons  par  oscillation  d'une  fonction  continue 
dans  un  intervalle  la  différence  entre  la  plus  grande  et  la  plus 
petite  des  valeurs  qu'elle  prend  dans  cet  intervalle. 
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Soient  un  intervalle  («,  b)1  pour  fixer  les  idées  a<^b,  et  une 
fonction  f{x)  continue  dans  cet  intervalle.  Etant  donné  un  nombre 
positif  s,  aussi  petit  que  Fon  voudra,  on  peut  toujours  trouver 
une  quantité  positive  o  telle  que,  dans  tout  intervalle  compris 
dans  (a,  b)  et  inférieur  à  S,  V oscillation  de  la  fonction  soit 
inférieure  à  s. 

Ce  fait  résulte  immédiatement  de  la  continuité.  Supposons  que 
l'intervalle  (a,  b)  soit  partagé  en  un  certain  nombre  de  parties 
égales,  chacune  d'elles  en  ce  même  nombre  de  parties,  et  ainsi  de 
suite.  Je  dis  que  nous  arriverons  ainsi  à  des  intervalles  dans  cha- 
cun desquels  l'oscillation  de  f{%)  sera  inférieure  à  ^-  Admettons, 

en  effet,  que  notre  lemme  soit  inexact;  qu'arrivera-t-il?  Si  loin 
qu'on  pousse  la  division,    on  aura   au   moins  un  intervalle    dans 

lequel  l'oscillation  sera  supérieure  à  ->  dans  cet  intervalle  un  autre 

intervalle  où  l'oscillation  sera  encore  supérieure  à->  et  ainsi  de  suite. 

Ces  intervalles  étant  compris  les  uns  dans  les  autres,  et  tendant 
vers  zéro,  les  extrémités  de  chacun  d'eux  tendent  forcément  vers 
un  même  point  limite  a;  nous  arrivons  donc  à  cette  conclusion  que 

l'oscillation  de  la  fonction  serait  supérieure  à  -  dans  un  intervalle 

(a  —  h,  a-|-/î),  h  étant  aussi  petit  qu'on  voudra,  ce  qui  est  im- 
possible puisque  la  fonction  est  continue.  D'ailleurs  a  pourrait 
coïncider  avec  a  ou  b,  mais  le  raisonnement  reste  toujours  appli- 
cable. 

Pour  le  mode  de  subdivision  adopté,  il  arrivera  donc  un  mo- 
ment où  l'oscillation  dans  chaque  intervalle  sera  inférieure  à  -; 

prenons  alors  pour  o  la  longueur  de  cet  intervalle,  ce  nombre 
satisfera  aux  conditions  de  l'énoncé,  puisqu'un  intervalle  'de  lon- 
gueur o  se  composera  toujours  au  plus  de  deux  parties,  dans  cha- 
cune desquelles  l'oscillation  sera  inférieure  à— « 

Cela  posé,  nous  pouvons  démontrer  le  théorème  fondamental 
qui  suit  : 

Théorème.  —  La  somme 

Ol—  a)f(a)  4-... -r  (6  —  #„*,)/(#„_!) 
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tend  vers  une  limite,  quand  tous  les  intervalles  (#/+1,  x{)  ten- 
dent vers  zéro,  suivant  une  loi  quelconque,  en  même  temps  que 
leur  nombre  augmente  indéfiniment. 

Prenons  d'abord  une  première  loi  de  subdivision  telle  qu'on 
passe  d'une  subdivision  à  la  suivante  en  fractionnant  chacun  des 
intervalles.  Nous  poserons 

X[+i  —  Xi  =  O/4-1 , 

et  nous  désignerons  par  M/+1  et  m,+1  le  maximum  et  le  minimum 
de  f{x)  dans  cet  intervalle  ;  dans  ces  conditions,  les  deux  sommes, 
qui  comprennent  la  somme  proposée, 

M,8I+MÊ82+...+  M„8B, 
mi  §!  -h  m2  o2  -+-  • .  .  4-  mn  S„ , 

ont  chacune  une  limite,  car  la  première  va  constamment  en  dé- 
croissant, et  la  seconde  en  croissant.  Les  deux  limites  sont  d'ail- 
leurs égales,  car  si  nous  prenons  une  subdivision  telle  que  tous  les 
intervalles  soient  moindres  que  S,  on  aura  M; —  mi<Z  e;  et  la  dif- 
férence des  deux  sommes  sera  inférieure  à 

c(Sj-i- ô2h-.  .  .+ 8,j)     ou     z{b — a). 

La  difïérence  des  deux  limites  étant  plus  petite  que  tout  nombre 
donné,  puisque  e  est  arbitraire,  sera  donc  rigoureusement  nulle. 
Soit  {jl  la  valeur  de  cette  limite.  Il  faut  maintenant  montrer  que 
tout  autre  mode  de  subdivision  conduira  à  la  même  limite. 

Considérons  un  certain  système  d'intervalles x,  (a,x ,,...,#„_)  ,&), 
compris  dans  la  loi  de  subdivision  qui  nous  a  donné  la  limite  p.; 
nous  supposons,  comme  il  est  permis,  que  tous  ces  intervalles 
soient  moindres  que  8.  Concevons  alors  un  autre  mode  de  subdi- 
vision, et  dans  celui-ci  un  système  d'intervalles  y,  (a,  yK,  .  .  . ,  6), 
tel  que  le  plus  grand  des  intervalles  y  soit  inférieur  au  plus  petit 
des  intervalles  x.  Entre  deux  valeurs  consécutives  quelconques  de 
x  se  trouvera  au  moins  une  valeur  de  y.  Ecrivons  sur  une  même 
ligne  l'ensemble  des  valeurs  de  x  et  y 

<*,  yu  72,    ••-,     y^,  Xujrjjirt-U    •••,     7v, '»»,  JKv+ii    •••>      b- 
Soient  Sx  et  Sr  les  sommes  relatives  aux  subdivisions  x  et  y. 
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Nous  pouvons  écrire  Sj  de  la  manière  suivante  : 

Cri— «)/(a)+o2— ji)/(ri)+---+(.r[x— jk^-i)/Ov-i)-+-(^j— jk^/O» 

-t"OV+l  —  ^1  )/(jK<x)  + H-  (x-2— JKv)/(jKv) 

-+-(jkv+i  —  x-i)f(y-i) •  • .  • 

Comme/(jKi  )?  •  •  •  j  f  {'Y\s)  diffèrent  de /(a)  de  moins  de  s,  la 
première  ligne  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

f(a){xi  —  a) -h  Ht     avec     |Rj|<e(a71 — a) 

(le  crochet  \a\  indiquant  la  valeur  absolue  de  a);  de  même  la 
seconde  ligne  pourra  s'écrire 

f(xi)(Xi — Xi  )  -+-  R2     avec     |R2|<£(#2  —  ^"î), 

et  ainsi  de  suite.  Si  donc  on  forme  la  différence  Sx — Sj,  on  aura 

évidemment 

|  S?—  Sy\  <e(è  — a). 

Or  SJ;  tend  vers  la  limite  [à;  il  en  résulte  qu'à  partir  d'un  certain 
moment  Sr  diffère  de  jjl  d'aussi  peu  qu'on  veut,  c'est-à-dire  a  jjl 
pour  limite,  comme  nous  voulions  l'établir. 

La  limite  dont  l'existence  vient  d'être  démontrée  s'appelle  une 
intégrale  définie  et  se  représente  par  le  symbole 


/ 


b 

f{x)  dx. 


qui  s'énonce  :  somme  de  ak  b  f(x)  dx. 

Le  signe/rappelle  l'origine  de  cette  limite  de  sommes;  la  lettre 
x  sous  le  signe  d'intégration  peut  être  remplacée  par  toute  autre 

lettre;  l'expression    /    J  (y)  dy  est  identique  à  la  précédente. 

On  a  supposé,  pour  fixer  les  idées,  a  <<  6,  mais  on  établira 
évidemment  de  la  même  manière  l'existence  de  l'intégrale  dans  le 
cas  où  a  est  supérieur  à  b. 

3.  Au  lieu  de  considérer  la  somme  précédente,  on  eût  pu  con- 
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sidérer  d'une  manière  plus  générale  l'expression 

(xi  —  a )/( a  4-  6!  8t  )  +  (x2  —  xx  )f(x1  -t-  62  ô2 )  -h . . . 

-h  (6  —  Xn-i)f(xn-i-)-  Bn8„j, 

les  quantités  9  étant  prises  arbitrairement  entre  zéro  et  un.  La 
limite  de  cette  somme  sera,  quels  que  soient  les  9,  la  même  que 
tout  à  l'heure.  En  effet,  les  intervalles. étant  supposés  plus  petits 
que  S,  cette  somme  diffère  de  la  précédente  d'une  quantité 
moindre  que  £  (b  —  a)  et  l'assertion  devient  évidente. 

Les  remarques  suivantes  résultent  immédiatement  de  la  défini- 
tion de  l'intégrale.  On  a  tout  d'abord 


J~  b  ~a 

'      f(x)dx-+-   I      f(x)dx  =  o, 
n  J  h 


car  les  éléments  des  deux  sommes  sont  deux  à  deux  égaux  et  de 
signes  contraires. 

Plus  généralement,  on  aura 

J^  b  pC  ~  b 

f(x)dx-+-  I    f(x)  dx -h  j      f(x)dx  =  o, 
a  Jb  Je 

comme  on  a  en  Géométrie  ab-\-  bc  -\-ca  =  0,   en  tenant  compte 
du  principe  des  signes. 

Supposons  maintenant  que  dans  l'intervalle  (a,   b)  la  fonction 
continue  f  (x)  ait  un  maximum  M  et  un  minimum  m,  l'intégrale 


■s. 


b 

f{x)  dx 


sera  comprise  entre  M(6  —  a)  et  m(b  —  a),  en  remarquant  que 
/     dx  =  b  —  a.  On  pourra  donc  écrire 


1 


f{ x )  dx  =  A  (  b  —  a ), 


A  étant  compris  entre   M  et  m.  La  fonction  /(x)  prendra  la  va- 
leur A  pour  une  valeur  au  moins  \  comprise  entre  a  et  b  ('),  nous 

(*)  Une  fonction  continue  dans  un  intervalle  f(x)  atteint  effectivement  son 
maximum  et  son  minimum  dans  cet  intervalle,  et  elle  prend  toutes  les  valeurs 
intermédiaires.  Nous  n'insistons  pas  sur  ce  théorème,  démontré  pour  la  première 
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avons  ainsi 


f   f{x)dx=J(ï)(b-a), 


ç  étant  compris  entre  a  et  b. 

La  formule  précédente  se  généralise  immédiatement.  Considé- 
rons en  effet  l'intégrale 

(*)  /    j\x)y{x)dx 

v  'i 

et  admettons  que  ®(x)  soit  positif  entre  les  limites  de  l'inté- 
grale. Désignons  encore  par  M  et  m  le  maximum  et  le  minimum 
de  f(x)  ;  nous  aurons 

M<p(a)(a?i  —  a)  >/(a)  çp(a)  (a?i —  a)  >  m  ®(a)  (#1 —  a), 

Mcp(ar1)(a72  — ^,)  >  f(xi)  ce^)^  —  xv)>  m  v(x{)  (x<>—  x{), 
• • > 

nv(xa-.v)  (b  —  xn-ï)^>f(xn^)o{xn-x){b  —  x,l-i)  >  AncûO^-O  (b  —  ^„-i) 

si  l'on  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  a  soit  inférieur  à  b. 

Ajoutant  membre  à  membre  et  passant  à  la  limite,  on  voit  que 
l'intégrale  (2)  sera  comprise  entre 


M 


'      o(x)dx     et      m  j      o(x)dx. 

a  J  a 

On  pourra  par  suite  écrire 

'      f(x)<t(x)dx  =  /(£)#      y(x)dx, 

a  d  a 

ç  étant  compris  entre  a  et  b. 

A.  M,  Bonnet  a  donné  une  formule  analogue  à  la  précédente  et 
utile  dans  plusieurs  applications.  Avant  de  l'établir,  démontrons 
un  lemme  préliminaire  employé  souvent  par  Abel  (Mémoire  Sur 
la  formule  du  binôme,  Œuvres  complètes,  t.  1).  Envisageons  un 


fois  par  Cauchy,  et  qu'on  admet  sans  peine;  on  en  trouvera  par  exemple  la  démon- 
stration  dans  le  Mémoire  de  M.  Darbouxsa/*  les  fonctions  discontinues  {Annale* 
de  r École  Normale,  1-875)'. 
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nombre  quelconque  de  quantités  positives  décroissantes 

ô0,      Si,       .  .  .,      £p 

et  un  même  nombre  de  quantités  réelles  quelconques 

w0>       wl>        •  •  •  i       u0' 

Supposons  que  les  sommes 

Si=  M0-H  Ui-h.  . .+  M/  (i  =  o,  i,  -2,   . . .,  p) 

soient  toutes  comprises  entre  deux  nombres  A  et  B;  nous  allons 
montrer  que  la  somme 

(3)  E0-M0'-+-eI«i-f--.  .v-+-epKp 

€s£  comprise  entre  AeQ  et  Bs0. 

La  somme  (3)  peut  en  effet  s'écrire 

*oOo—  Ei)  -4-*i(eiT-  £%)+*  ..+  *jp-i<ep_i-T-  ep)  -+-sp£p. 

Toutes  les  différences  entre  parenthèses  sont  positives.  Si  à  la 
place  des  s  on  met  A  ou  B,  on  aura  des  limites  inférieure  ou  su- 
périeure de  la  somme  (3),  ce  qui  nous  donne 

A  £o  <C  ^0^0  +  -  •  •  -+-  £p  up  <  B  î0 

-comme  nous  voulions  l'établir. 

Ceci  exposé,  considérons,  avec  M.  Bonnet,  l'intégrale 

/     f{x)y{x)  dx         (a  <  6  ) 
«Ai 

en  supposant  que  es  (a?)  soit  positif  et  décroissant,  quand  x  varie 
de  a  à  b. 

L'intégrale  précédente  est  la  limite  de  la  somme 

f(a)  <p(a)(ir1—  a)  -+-. . ... 

Or  cette  somme,  d'après  le  lemme  d'Abel,  est  comprise  entre 

Acp(a)     et     Bç(«.) 

en   désignant   par   A   et   B   la   plus  petite  et  la  plus  grande  des 


INTEGRALES    DEFINIES. 

sommes 

f(a){xï  —  a), 

fia)  (Xi—  a)  -h  /(ati)  (xi—  av), 


/(a)  (a;,—  a)  4- -h /(#„_,  )(&  —  #„_,). 

Passons  à  la  limite.  On  voit  que  l'intégrale  proposée  sera  com- 
prise entre 

Â-!  ç(a)     et     Bi  ?(a), 

At  et  Bj  désignant  le  minimum  et  le  maximum  de 

/     f(x)dx 

^  a 

quand   x  varie    entre  a   et  b.   On  peut  donc  écrire,   et  c'est  le 
théorème  de  M.  Bonnet, 

Jf     /(  x)  o(x)  dx  =  <p(«)  /     f(x)dx         (#<£<£). 

Dans  le  cas  où  0(57)  serait  positif  et  croissant,  on  démontrerait 
de  la  même  manière  la  formule 

/b  ~  b 

f(x)®(x)dx  =  y(b)         f(x)dx        (a<?<6). 


II.  —  Fonctions  ayant  pour  dérivée  une  fonction  donnée. 

Applications  géométriques 

relatives  aux  aires  et  aux  arcs  de  courbes. 

D.  Nous  pouvons  maintenant  répondre  d'une  manière  précise 
à  la  question  que  nous  avons  posée  au  début  de  ce  Chapitre.  Soit 
f  {oc)  une  fonction  continue  dans  un  intervalle  (a,  b)',  x  étant 
compris  dans  cet  intervalle,  l'intégrale 


f  f(y)dj 


est  une  grandeur  bien  déterminée  qui  dépend  de  la  limite  supé- 
rieure x]  cette  intégrale  est  donc  une  fonction  de  x,  F  (x)',  nous 
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allons  démontrer  qu'elle  af(x)  pour  dérivée.  On  a  en  effet 

\  étant  compris  entre  x  et  x-\-h.  De  là  résulte  d'abord  que  la 
fonction  F(x)  est  continue;  nous  avons  ensuite 

FO  +  /m-F(j?) 

et,  en  faisant  tendre  h  vers  zéro,  on  voit  que  le  premier  membre  a 
une  limite  qui  estf(x).  Nous  avons  donc 

et  l'existence  d une  fonction  continue  F  (a?),  ayant  pour  déri- 
vée une  fonction  continue  f(x),  est  démontrée. 

6.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  démontrer  que  si  deux  fonc- 
tions continues  P(a?)  et  Q(a?)  dans  un  intervalle  possèdent 
chacune   en   chaque   point  de  cet    intervalle   une   dérivée,    et   si 

l'on  a 

P'-(ar)  =  •<£*>), 

on  doit  en  conclure  dans  l'intervalle  envisagé 

P.(a?0  =  Q(*)-Vc, 

C  étant  une  constante.  La  démonstration  de  ce  théorème,  telle 
que  Fa  présentée  M.  Bonnet,  est  aujourd'hui  classique  dans  tous 
les  Cours  de  Mathématiques  spéciales;  on  se  rappelle  qu'elle  exige 
seulement  que  la  dérivée  existe  et  soit  finie,  mais  nullement 
qu'elle  soit  continue. 

Ceci  posé,  si  par  un  procédé  quelconque  on  a  trouvé  une  cer- 
taine fonction  continue  F  (a?)  qui  admet  povir  dérivée  f(x),  cette 
fonction  ne  différera  que  par  une  constante  C  de  l'intégrale  dé- 
finie   /    f(y)  dy,  puisque  cette  intégrale  a  même  dérivée  queF(#). 

J  a 

On  aura  donc 
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En  particulier,  si  x  =  a,  on  trouve  F  (a)  =  C;  par  suite 

(4)  F(.r)— F(a)  =  f   f(7)d7> 

et  si  l'on  fait  x  =  b, 

F(b)-F(a)=  f    fty)djr, 

*J a 

formule  qui  est  fondamentale  pour  le  calcul  des  intégrales  définies. 

7.  Une  remarque  importante  concerne  le  cas  où  la  fonction 
F(x)  aurait  plusieurs  déterminations,  ce  qui  arrive  pour  les  fonc- 
tions circulaires  arc  sina:,  arc  tan  g  a?.  Pour  éviter  toute  difficulté, 
on  doit  partir  de  la  formule  (4);  on  prend  pour  F  (a)  une  de  ses 
déterminations;  pour  x  voisin  de  a,  il  y  aura,  dans  les  cas  qui  se 
rencontrent  le  plus  fréquemment,  une  seule  détermination  de  F(x) 
voisine  de  celle  que  l'on  a  choisie  pour  F  (a).  On  trouvera  ainsi, 
de  proche  en  proche  et  sans  ambiguïté,  la  valeur  qu'il  faut  adopter 
pour  F  (a?),  quand  F  (.x)  variera  de  a  à  b.  Soit,  par  exemple, 

f{x)  =  — L_, 

on  peut  prendre 

F  (x)  =  arc  tanga;. 

Parmi  les  déterminations  diverses  de  arctanga?,  choisissons  celle 
qui  s'annule  pour  x  =  o  ;  on  aura  alors 


r\ 


dx 

=  arc  tan£&, 


arc  tangè  étant  la  détermination  de  arctanga?  obtenue  en  suivant 
d'une  manière  continue,  de  x  =  o  à  x  =  6,  la  détermination  de 
arc  tanga?  qui  s'annule  pour  x  =  o;  par  suite,  dans  la  formule  pré- 
cédente, arc  tangfr  représentera  l'arc  compris  entre et  H — ", 

avant  b  pour  tangente. 


8.    L'intégrale  définie 


T> 


f     /( x)dx         (a  <  6 ) 
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est  susceptible  d'une  interprétation  géométrique.  Considérons  la 
courbe  y=f(x)  et  supposons  d'abord  f(x)  positif  quand  x  varie 
entre  a  et  b.  Chacun  des  termes  de  la  somme 

représente  un  rectangle  de  hauteur  /{xf)  et  de  base  (  xi+i  —  X\)\ 
si  l'on  convient  d'appeler  aire  limitée  par  la  courbe,  l'axe  des  x  et 
les  deux  droites  x  =  a,  x  =  b,  la  limite  de  la  somme  de  ces  rec- 
tangles, nous  pourrons  dire  que  l'intégrale  définie  représente  une 
aire.  Sif(x)  n'était  pas  toujours  positif  de  a  à  6,  on  voit  de  suite 
que  l'intégrale  précédente  représente,  en  supposant  toujours  a<Cb, 
l'aire  comprise  entre  les  ordonnées  x  =  a  et  x  =  6,  en  ayant  soin 
de  considérer  comme  négatives  les  portions  de  cette  aire  situées  au- 
dessous  de  l'axe  Ox.  Si  a  >>  6,  ce  sont  au  contraire  les  portions 
d'aire  au-dessus  de  0#que  l'on  devra  considérer  comme  négatives, 
et  les  autres  comme  positives. 

Une  autre  remarque  plus  importante  est  relative  au  cas  où  la 
fonction  f{x)  passerait  brusquement  d'une  valeur  à  une  autre, 
comme  l'indique  la  figure.  Pour  x  =  c,  f(x)  passe  brusquement 
de  cC  à  cD.  L'intégrale  définie  n'en  a  pas  moins  un  sens  précis  : 


Fi  g.  i 


elle  représente  la  somme  des  deux  aires,  entendues  comme  il  vient 
d'être  dit,  ACac,  DB  cb.  Nous  sommes  donc  ainsi  conduit  à 
élargir  notre  notion  de  l'intégrale  définie,  en  voyant  que/(#),  en 
général  continue,  peut  avoir  entre  a  et  b  un  nombre  limité  de 
discontinuités  de  la  nature  indiquée  sans  que  l'intégrale  cesse 
d'avoir  un  sens  précis. 

Si  l'on  considère  maintenant  L'intégrale 


F(x)=  f   f{x)dx} 


INTÉGRALES    DÉFINIES.  l3 

ce  sera  une  fonction  continue  de  x  et  elle  aura  pour  dérivée /(a?), 
nous  l'avons  dit,  pour  les  valeurs  de  x  qui  rendent /"(j?)  continue. 
Pour  une  valeur  telle  que  x  =  c,  au  contraire,  cette  fonction  n'aura 
pas  de  dérivée,  le  rapport 

F(c -+-//.)  —  F(c) 


tendant  vers  la  limite  Ce  ou  la  limite  De,  suivant  que  h  tend  vers 
zéro  par  valeurs  négatives  ou  positives. 

Comme  seconde  application  géométrique  de  la  notion  d'in- 
tégrale définie,  définissons  la  longueur  cVun  arc  de  courbe.  Soit 
une  courbe  gauche  représentée  par  les  trois  équations 

et  admettons  que,  t  variant  de  a  à  b  (a  <T  b),  le  point  (#,  jy,  s) 
décrive  un  arc  de  cette  courbe  AB,  en  allant  toujours  dans  le  même 
sens.  Les  fonctions /*,  cp  et  *b  et  leurs  dérivées  /',  o'  et  ']/  sont  sup- 
posées continues  de  a  à  b. 

Ceci  posé,  prenons  sur  l'arc  AB  les  points  A< ,  A2,  . '. .,  A„_ , ,  -cor- 
respondant aux  valeurs  t\^  t2)  . .  .,  t„_K  du  paramètre  £,  et  considé- 
rons le  contour  polygonal  AAi  A2  . . .  A,,^  B.  Nous  allons  voir  que 
ce  contour  polygonal  tend  vers  une  limite,  quand  tous  les  côtés 
tendent  vers  zéro,  leur  nombre  augmentant  indéfiniment  :  ce  sera 
la  longueur  de  l'arc.  En  effet,  le  côté  A/A/+1  a  pour  expression 

a  =  \/[ft  tf+i)  —  /(toy+i^ti+i)  —  o(*/)j,-K<K^+i)  — <K*,\)JS  ; 

et  l'on  a 

avec  des  égalités  analogues  pour  co  et  <1».  Or,  si  tous  les  intervalles 
ti+i  —  tj  sont  suffisamment  petits,  toutes  les  quantités  £/  auront 
une  valeur  absolue  moindre  que  telle  quantité  donnée  à  l'avance 
(d'après  le  lemme  du  paragraphe  2)  :  nous  pouvons  donc  écrire 

a  =  ( *,+, -  /,• )  [//'»(/,.) -+- ?'s(f|.)  +  ^(/|.)  +  p/], 

et  tous  les  p;  sont  inférieurs  en  valeur  absolue  à  une  quantité 
donnée  à  l'avance  i,  si  tous  les  intervalles  sont  suffisamment  petits. 
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Nous  aurons  alors 


la  première  somme  a  pour  limite 

>    

la  seconde  tend  vers  zéro,   puisque  sa  valeur  absolue  est  moindre 
que  i(b  —  a). 

Nous  avons  en  résumé 

/■*    

*=  /    \/fHt)-^o'^t)-T-<y-i{t)cit. 

Si  à  la  place  de  &  on  met  £  comme  limite  supérieure,  s  deviendra 
une  fonction  de  t,  et  l'on  aura  pour  exprimer  la  différentielle  ds 
la  formule  fondamentale 

ds'2  =  dx--\-  dy'2  -+-  dz*. 

Prenons  comme  exemple  une  cycloïde,  c'est-à-dire  la  courbe 
plane  obtenue  de  la  manière  suivante  :  Une  circonférence  de  rayon 
Pt  roule  sur  une  droite  fixe,  tout  point  de  cette  circonférence  décrit 
une  cjcloïde.     ( 

Faisons  partir  le  point  décrivant  de  l'origine  des  coordonnées 
sur  la  droite  fixe,  prise  pour  axe  des  x.  En  appelant  8  l'angle  dont 
on  aura  tourné  le  rayon  allant  au  point  fixe  qui  décrit  la  courbe. 
on  aura  pour  coordonnées  de  ce  point 


La  formule 

nous  donne 

et  par  suite 


x  =  11(0  —  sinO), 

y  —   H(  i  —  COS  0  ). 

ds*-  =  dx*--+-  dy* 


ds%—  4  R2  sîn*--rf&* 


ds  =  -2  R  si  il  -  <^0, 

'2 


si  Ton  veut  que,  8  étant  compris  entre  o  et  27C,  s  et  8  croissent  en- 
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semble.  En  comptant  les  arcs  à  partir  de  l'origine,  on  aura  donc 

/  ft 

s  =  4  R  (  j  —  cos  - 


III.  —  Des  fonctions  intégrables  et  des  fonctions  non  intégrables 

d'après  Riemann. 

9.  Dans  la  première  section  de  ce  Chapitre,  où  nous  avons 
établi  l'existence  de  l'intégrale  définie,  nous  avons  supposé  qu'il 
s'agissait  d'une  fonction  continue  f(x).  La  notion  d'intégrale 
définie  a  été  posée  par  Riemann  dans  toute  sa  généralité.  Au  com- 
mencement de  son  Mémoire  sur  les  séries  trigonomé triques  (  '  ),  le 
grand  géomètre  fait  une  revision  des  principes  généraux  du  Calcul 
infinitésimal.  Considérant  des  fonctions  f  (x)  ayant  pour  chaque 
valeur  de  x  entre  a  et  b  une  valeur  finie  parfaitement  déterminée, 
il  divise  ces  fonctions  en  fonctions  intégrables  et  fonctions  non 
intégrables.  Envisageons  la  somme  déjà  formée  au  paragraphe  3 

(S)       (^1-a)/(a-+-01o1) 

-h  02—  Ti)f(xi  ■+-  02ô2  )  -H.  .  .-+-  (b  —  xn-x)f{xn-  1  -h  8«8B). 

La  valeur  de  cette  somme  dépend  manifestement  du  choix  des 
intervalles  6  et  des  fractions  8  qui  sont  comprises  entre  zéro  et  un. 
Si  cette  somme  a  une  limite  déterminée  S  toujours  la  même  quand 
tous  les  0  tendent  vers  zéro,  de  quelque  manière  que  soient 
choisis  les  B,  Riemann  dit  que  la  fonction  f(x)  est  intégrable,  et 
il  pose 

S  =    /      f{x)  dx. 

J  a 

D'après  ce  qui  a  été  démontré  au  paragraphe  3,  les  fonctions 
continues  sont  intégrables.  Riemann  a  donné,  sous  une  forme  très 
générale,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  fonction 
soit  intégrable;  nous  l'indiquerons  tout  à  l'heure. 

Dans  son  beau  Mémoire  (2)  Sur  les  fonctions  discontinues. 


(l)  Sur  la  possibilité  de  représenter  une  fonction  par  une  série  trigonomé- 
trique  (CEuvres  de  Riemann,  traduction  Laugel,  p.  2^5). 

(-j  G.  Darboux,  Mémoire  sur  les  fonctions  discontinues  (Annales  de  V École 
Normale,  187&). 
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M.  Darboux  a  repris,  en  les  développant  considérablement  et  leur 
donnant  une  plus  grande  précision,  les  idées  de  Riemarin.  Nous 
allons  suivre  M.  Darboux  dans  l'exposition  de  cette  théorie. 

10.  Soit /(a?)  une  fonction  bien  déterminée  pour  chaque  valeur 
de  x  dans  un  intervalle  (a,  b)  et  restant  comprise  entre  A  et  B. 
Faisons  d'abord  la  remarque  suivante  : 

11  y  aura  Lin  nombre  M  tel  que  la  fonctionne  puisse  prendre  dans 
l'intervalle  (a,  b)  une  valeur  supérieure  à  M,  mais  que  l'une  au 
moins  de  ses  valeurs  soit  supérieure  à  M  —  s,  s  étant  une  quantité 
d'une  petitesse  arbitraire,  puis  pareillement  un  nombre  m  tel  que  la 
fonction  ne  puisse  prendre  une  valeur  inférieure  à  m,  et  que  l'une 
au  moins  de  ses  valeurs  soit  inférieure  à  m  -f-  e.  En  effet,  partageons 
le  segment  (A,  B)  en  n  parties  et  supprimons  aux  deux  extrémités 
les  parties  (s'il  y  en  a)  auxquelles  ne  correspondent  pas  des 
valeurs  de  la  fonction.  Subdivisons  maintenant  encore  le  segment 
conservé,  et  n'en  conservons  que  la  portion  à  laquelle  correspondent 
des  valeurs  de  la  fonction,  et  ainsi  de  suite.  On  obtient  une  série 
de  segments  tous  compris  les  uns  dans  les  autres  et  tendant  vers 
un  segment  limite  (m,  M)   qui  possède  les  propriétés  énoncées. 

M  sera  dite  la  limite  maximum  ou  plus  simplement  le  maxi- 
mum, m  la  limite  minimum  ou  plus  simplement  le  minimum  de 
la  fonction  dans  l'intervalle  considéré  et  M  —  m  =  A  est  dit  Voscil- 
latiuii  de  la  fonction  dans  l'intervalle. 

Théorème  fondamental.  —  On  partage  ^intervalle  (a,  b)  en 
un  certain  nombre  d  intervalles,  et  dans  chacun  de  ces  inter- 
valles o,,  o2,  ...,  on  on  pi  end  le  maximum  M1;  M2,  ...,  Mn  et  le 
minimum  7?!,,  m2l  ...,  mn. 

Formons  alors  les  deux  sommes 

M  -  M181-4-M2.o2^-...4-M„Sn, 
m  =  ni\  3j  -+-  />?2o2  -H.  .  ."-h  mnon. 

Nous  allons  établir  que  ces  deux  sommes  tendent  chacune 
vers  une  limite  quand  le  nombre  des  intervalles  grandit  indé- 
finiment, chacun  cV eux  tendant  vers  zéro  (quelle  qLie  soit 
d'ailleurs  la  loi  suivant  laquelle  les  intervalles  tendent  vers  zéro). 

i°   Soit  d'abord  une  première  loi  de  subdivision  dans  laquelle 


INTEGRALES    DEFINIES.  17 

on  passera  d'un  système  à  un  autre  par  des  subdivisions  des  inter- 
valles précédents.  Je  dis  qu'avec  cette  loi,  les  M  correspondants 
tendent  vers  une  limite;  en  effet,  ils  vont  en  décroissant  constam- 
ment, puisque  quand  on  fractionne  un  intervalle,  le  maximum 
dans  chacun  des  nouveaux  intervalles  est  au  plus  égal  au  maximum 
dans  rintervalle  primitif.  D'autre  part,  toutes  ces  sommes  sont 
supérieures  à  A(/> — -a);  donc  il  y  a  une  limite.  Même  raisonne- 
ment pour  les  m. 

2°  11  faut  montrer  maintenant  que  les  limites  sont  les  mêmes 
pour  deux  systèmes  de  subdivision  faits  l'un  et  l'autre  d'après  la 
loi  précédente. 

Prenons  dans  le  premier  mode  une  subdivision  S,  et  dans  le 
second  une  subdivision  o  telle  que  tous  les  intervalles  o  soient 
moindres  que  le  plus  petit  des  intervalles  6  divisé  par  un  entier  /i. 
Soit  le  premier  mode  de  subdivision  : 

a,     «r^     x>,     .r3,      . .    ,     6, 
le  second  sera 

«,   yu  y*,    •••,   y  a,    ?i,   yy.+i,    •••,   jv,    ^2,   jvm,    •••,    t>- 

Soient 

Mi  le  maximum  clans  l'intervalle  {a.  xy), 

M 2  »  »  (#i,   Xo), 


soient 


M',  le  maximum  pour  l'intervalle  (a,  )'i), 

M'2  »  »        (yn  y*), 


On  aura 


M  =  (y  y— a)  MiH-0'2—  jKi  )Mt -f-.  .  . -h  (x{  —  .»)Mi 
4-  (7^+1  —  xx ) M2 -4- . . . ir  (v%  —  yv )  M2 


+  (y^+i  —  xx  )  M[it+i  -+-...  -i-  (.r2  —  ^v)  Mv+1 

formons  M' — M;  les  différences 

M',  —  M.i,     M'2 — Mi,     ...,     Mji —  Mi    sont  négatives  ou  nulles; 

PICARD.    —    T.     I.  2 
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pareillement 

Mpn_2 —  ^2»     •  •  •;     Mv  —  M>     sont  négatives  ou  milles, 
donc 

+  (^~^v)(-M;+1  -  M,)  +(/v+i-^)(fc-Mî) 
H- , 

et  cette  égalité  n'est  pas  relative  à  la  valeur  absolue  de  INI' — M. 
Par  suite 

M'-  M  <(B  -  A)  [OVM-.rfO  +  (rv+i-  7v)  +•  -•]%  — r 


h 


ceci  posé,  supposons  que  M'  ait  une  limite  ik  et  M  une  limite  ul 
avec  p.'^>  }a,  on  a  l'ordre  suivant 

fx,     M,     (u',     M\ 

puisque  M  tend  vers  [i.  en  décroissant,  et  M'  vers  u/  en  décroissant 
et  que,  la  subdivision  étant  assez  avancée,  M  est  très  voisin  de  m. 
comme  M'  de  u/ . 

M' —  M  est  donc  positif,  mais  nous  avons  l'inégalité  précédente 
qui  nous  montre  que  cette  différence  est  moindre  que 

(B  —  A)(b  —  a) 
h ' 

si  les  subdivisions  ont  été  poussées  assez  loin,  h  étant  aussi  grand 
que  l'on  veut.  Donc  jjl  =  jjl'. 

3°  Il  reste  à  considérer  le  cas  où  la  loi  de  succession  des  subdi- 
visions serait  quelconque.  Or,  soit  un  mode  quelconque  de  subdi- 
vision o7;  chacune  des  sommes  M'  est  supérieure  à  jjl,  puisqu'en 
partant  de  la  subdivision  par  fractionnement  des  intervalles  on 
arriverait  à  u.  par  une  suite  décroissante. 

Soit  d'autre  part  M  un  mode  de  subdivision  donnant  la  limite  p.; 
on  a 

M^M<(B-A,(^a) 

ou 

M' ^  M  m 

donc 

H  <  M'  ^  M 


h 

(B- 

A)(b  — 

a) 

h 

> 

(B- 

-\}(b 

-a) 
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or  M  diffère  de  ut  d'aussi  peu  que  l'on  veut,  et  y  est  aussi  petit  que 

l'on  voudra. 

Donc  M'  a  »jl  pour  limite.  c.   q.   f.   d. 

11.  Si  nous  revenons  maintenant  à  la  définition  de  Riemann 
donnée  au  paragraphe  9,  la  somme  S  sera  comprise  entre 

Pour  qu'il  y  ait  toujours  la  même  limite,  quels  que  soient  les  8, 
il  faut  évidemment  que  ces  deux  limites  soient  les  mêmes.  Si  donc 
nous  désignons  par  A,  l'oscillation  de  la  fonction  dans  l'inter- 
valle 0/,  et  que  nous  posions 

A  =  A,  01  +  A2§2  +  .  • .--+-  -^«5/i, 

les  fonctions  intégrables  seront  celles  pour  lesquelles 

Hm  A  =  o. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  donnée  par  Riemann  pour 
qu'une  fonction  soit  intégrable  peut  maintenant  être  formulée  de 
la  manière  suivante  : 

Pour  que  lim  A  =  o,  il  faut  et  il  suffit  que  la  grandeur  totale 
des  intervalles  pour  lesquels  l'oscillation  est  plus  grande  que  a- 
(a-  est  une  quantité  fixe  aussi  petite  que  l'on  veut)  tende  vers 
.zéro  quand  le  nombre  des  intervalles  augmente  indéfiniment,  tous 
les  intervalles  tendant  vers  zéro. 

D'abord  la  condition  est  nécessaire,  car  si  la  grandeur  des  inter- 
valles pour  lesquels  l'oscillation  est  plus  grande  que  1  est  égale  à  /, 

on  aura 

A  >  /j. 

Donc  A  ne  tendra  pas  vers  zéro,  si  /  ne  tend  pas  vers  zéro. 
La  condition  est  suffisante,  car,  si  elle  est  remplie,  on  déduit  de 
l'inégalité  évidente 

A  <  a(6  —  a) -h  (B  —  A)/, 

<[ue  A  a  zéro  pour  limite,   puisque  /  tend  vers  zéro  et  que  or  est 
aussi  petit  que  l'on  veut. 
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12.  Diverses  conséquences  résultent  immédiatement  de  la  défi- 
nition de  l'intégrale.  Tout  d'abord  si  f( x)  est  une  fonction  inté- 
gfable,  l'intégrale 

V(x)  =   f    f{x)dx 

est  Line  fonction  continue  de  x.  En  second  lieu,  supposons  que  la 
fonction/(.r)  soit  continue  pour  x  =  x0.  Alors,  dans  l'intervalle 
compris  entre  x0  et  x0-i-h,  la  fonction  f  (x)  est  comprise  entre 
f(x0)-\-$,  elf(x0)  — $,  la  quantité  e  étant  très  petite  si  h  est  très 
petit.  On  aura  donc 

/.r0  +  h 
/(fl?)<te<A[/(.a?o)H-«Ji 

■"  0 

et  de  même 

¥(x0-hh)  -  F(jc0)  >  h  \f(x,)-  e]. 

De  là  résulte  immédiatement  que 

Iim <r '-  —  f(x0). 

Ainsi  la  fonction  f{x)  sera  dérivée  de  F(#),  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  pour  lesquelles  f  {x)  est  continue. 

Remarquons  en  second  lieu  qu'une  fonction  f  (x)  qui  n'est  ja- 
mais décroissante  est  susceptible  d'intégration.  Les  sommes  M 
et  m  sont  ici  respectivement 

M  =/Ol)(#l—  «)-*-/(#0(**—  3?l)+V  ',-*-/(&)         {b—  Xn-\)i 

m  =  f(a)  (xx  —  a)-+-/(.ri)(^2  —  #1).+  .  . .-+-  /(#«-i)  (*  —  #«-i). 
La  différence  M  —  /??  est  donc 

2  [/(#/+i  )  —  /(*»")]  (#*+i  —  #*)• 

Soit  S  le  plus  grand  des  intervalles  ;  cette  différence  est 
moindre  que 

ol[/(xi+l)~f(x,)\     ou      ô[/(6) -/(«)]. 

Elle  tend  donc  vers  zéro,  quand  tous  les  intervalles  tendent 
vers  zéro.  La  fonction  est  donc  intégrable  d'après  le  théorème  de 
Riemann. 

Nous  nous  bornerons  pour  le   moment  à  ces  remarques  gêné- 
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raies.  En  étudiant  au  Chapitre  IX,  Sect.  il,  la  théorie  des 
séries  dont  les  termes  dépendent  d'une  variable,  nous  donnerons 
des  exemples  de  fonctions  intégrables  discontinues  dans  tout 
intervalle. 

13.  Les  théorèmes  de  la  moyenne  établis  aux  nos  3  et  4  s'étendent 
au  cas  où  les  fonctions  f(x)  et  ©(#),  sans  être  continues,  sont 
intégrables.  La  démonstration  est  la  même  qu'aux  nos  3  et  4. 

On  a 

'     f{x)®(x)dx  =  \xl      o(x)dx         (w<fji<M) 

à  J a 

lorsque  cp  garde  un  signe  constant  dans  (a,  6),  f(x)  étant 
toujours  comprise  entre  ni  et  M.  C'est  le  premier  théorème  de  la 
moyenne. 

Pour  le  second  théorème  de  la  moyenne,  on  aura 

/     f(x)y(x)dx  =  ©(a)  /    f(x)dx         (a<i<b) 

si  'f(x)  est  positif  el  décroissant  dans  (a,  b),  et  si  <p  est  continu 
pour  x  ==  a.  Si  z>(x)  est  positif  et  croissant  el  s'il  est  continu 
pour  x  =  b,  on  aura 


f{x)o(x)dx=o(b)         f(œ)dx         (a<t<b) 


Si,  au  point  a  ou  au  point  b,  la  fonction  z>(x)  bornée  présen- 
tait un  point  de  discontinuité,  cp(a-f-s)  aurait  une  limiteo(a-f-o), 
quand  ë  ]>  o  tend  vers  zéro  etcp(&  —  s)  aurait  aussi  une  limite 
œ(6  —  o)  quand  e>o  tend  vers  zéro;  il  est  alors  immédiat  que 
les  formules  précédentes  deviendront  respectivement 

rb  rl 

I      J(x)  ù(x)  dx  =  v(a -h  o  )   I     f{x)dx 


et 


/     f(x)y(x)dx  ==  f(b  —  .o)  I     f{x)dx. 

Si  maintenant  la  fonction  y(x)  toujours  croissante  ou  tou- 
jours décroissante  dans  («,  />),  ne  conservait  plus  un  signe 
constant,  les  formules  précédentes  ont  besoin    d'être  modifiées  # 
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Supposons    par    exemple     ©(#)    toujours    décroissante     :  !f  alors- 
©(a?)  —  ©(6  —  o)  est  toujours  positive  et  décroissante  de  a  à  b  : 

J      /(^)[cpi.r)  —  o(b  —  o)]dx  =  [<?(a -}- o)  —  ç(b —  o)]   /     f(x)dx 
n  J  a     g 

ia<\<b). 
De  là  on  déduit 

/     f(x)  c(x)  dx  =  c(  a  -h  o)   I     f(x)  dx  -h  rz>(b  —  o)   /     f(x)dx 

{a<\  <b), 
formule  encore  valable  si  ©  est  croissante. 


IV.  —  Remarques  générales  sur  la  longueur  d'un  arc  de  courbe- 
—  Fonctions  à  variation  bornée.  —  Courbes  rectifiables.  — 
Courbes  de  M.  Peano  et  de  M.  Hilbert  remplissant  une  aire 
plane.  —  Fonction  continue  n'admettant  pas  de  dérivée. 

14.  Dans  la  section  II,  nous  avons  déjà  défini  la  longueur  d'un 
arc  de  courbe.  En  nous  bornant  à  une  courbe  plane,  reprenons 
les  deux  équations 

en  supposant  que  /et  ©  soient  deux  fonctions  continues  de  tr 
ainsi  que  leurs  dérivées  y7 (tf)  et©;(^)  quand  cette  variable  varie 
entre  a  et  b. 

Dans  ces  conditions,  nous  avons  défini  la  longueur  de  l'arc  de 
courbe,  et  trouvé  son  expression.  Cette  étude  est  très  suffisante 
pour  les  applications,  mais  à  un  point  de  vue  plus  général,  on 
doit  se  demander  si  Ion  pourrait  parler  d'un  arc  pour  une  courbe 
définie  par  les  deux  équations  précédentes,  où  l'on  ne  supposerait 
pas  que  les  deux  fonctions  continues  f{t)  et  ©(0  aient  des  dé- 
rivées. 

Dans  son  Cours  d'Analyse  de  V Ecole  Polytechnique  (t.  Ir 
3e  édition,  p.  io5),  M.  Jordan  a  fait  l'étude  complète  de  la  ques- 
tion (').  L'éminent  géomètre  arrive  au  théorème  suivant,  que 
nous  allons  démontrer  : 

(l)    Voir   aussi    sur   ce  sujet    Scheefer,   Acta   mat.,    t.    V,    et    Study.  Math. 
Annalen,  t.  XL VII. 
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Pour  que  la  courbe  soit  rcctifiable,  c'est-à-dire  pour  quHl 
existe  un  arc  s  fonction  continue  de  t,  il  faut  et  il  suffit 
que  f(t)  et  'f(l)  soient  des  fonctions  continues  et  à  variation 
bornée. 

Voici  ce  qu'il  faut  entendre  par  une  fonction  continue  àvaria- 
lio/i  bornée  :  Supposons  que  l'on  partage  l'intervalle  («,  b)  par 
les  points  de  subdivision 

a,  t\,  . .  . ,  *«-i,  b 
et  considérons  la  somme 

s  1/(^0-/(^)1, 

où  |  A|  désigne,  suivant  l'usage,  la  valeur  absolue  de  A.  Si  cette 
somme  reste,  quels  que  soient  les  intervalles,  moindre  qu'un 
nombre  fixe,  la  fonction  f(t)  sera  dite  à  variation  bornée  dans 
l'intervalle  (a,  b)  (1). 

Désignons  par  p  la  somme  des  différences, /(^)  — /(£;_,)  qui 
sont  positives,  et  par  —  n  la  somme  de  celles  de  ces  différences 
qui  sont  négatives  [p^oJ  /i>o].  On  a  évidemment 

(1)  f{b)-f(a)=p-n 

et 

(2)  S  =  Z\f(t^1)-f(ti)\=P^n, 

et  ces  deux  équations  prouvent  que  si  l'une  des  trois  quantités/?, 
/ij  s   est  bornée,  les  deux  autres  le  sont  aussi.  Désignons  alors 

(')  Toute  fonction  continue  n'est  pas  nécessairement  à  variation   bornée.  Par 
exemple,  f(x)  =  #sin  —  est  continue  pour  x  =  o.  Dans  un  intervalle  (o,  a)  a >  o, 

X 

ri  le  n'est  pas  à   variation   bornée.   Il   suffit,  pour  le  voir,  de  prendre  pour  les  xk 

les  valeurs  xk  =   -  ;  alors  \f(xk>  —f(xk^)  |  - H -; 

/.r — -  kr.  —  -        (Ar  +  i)ic 

2  2  2 

et  lorsque  n  grandit  indéfiniment,  la  somme 

n  n 

£l/<*i)-/(aWi>l=  î -+2     £      — ~-t '—; 

*=i.  (,t  +  nr__  *=*i:H  kit  —  -       k0v  —  - 

crandil  indéfiniment. 
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par  P,  N,  S  les  bornes  supérieures  respectives  de  />,  /?,  s  (P,  par 
exemple,  est  le  plus  petit  nombre  qui  soit  supérieur  ou  égal  à  tous 
•les  nombres/;).  La  fonction /(£)  étant  supposées  variation  bornée, 
on  pourra  toujours  choisir  une  suite  de  divisions  {fCt\t^,\tn_\o) 
Jtelle  que  s  s'approche  indéfiniment  de  sa  borne  supérieure  S. 
Alors  (i)  et  (2)  montrent  que/?  tend  vers  sa  borne  P  et  n  tend 
vers  N.  On  a  les  relations 

(3)  /Y6)--/(a)=P-N, 

•14)  S=P  +  N, 

S  s'appelle  la  variation  totale  dans  («,  b).  D'ailleurs,  la  conti- 
nuité de  f(t)  entraîne  que  p,  n,  s  ont  respectivement  P,  N,  S 
.pour  limites  quand  le  nombre  des  intervalles  (t[+i  —  //)  grandit 
indéfiniment,  la  longueur  de  chacun  des  intervalles  tendant 
vers  zéro.  En  effet  : 

i°  Si,  dans  une  division  at{  i2  •  .  .  tn_^  6, .on  introduit  un  point 
supplémentaire  Q  de  division,  entre  tt  et  t[+{,  la  somme  5  se  trouve 
^changée,  le  terme  \f(tî+{) — f{t-i)\  étant  remplacé  par  la  somme 

s~  |/(fi+i  )  —fW\  +  i/(f0— /(^")  I  cIui  lui  est  supérieure  ou 
égale;  s  augmente  ou  reste  stationnaire,  laugmentation  de  s 
étant  toujours  inférieure  ou  égale  au  double  de  l'oscillation 
<de  f(t)  dans  (//,  t[+i  ). 

20  S  étant  la  borne  supérieure  de  v,  il  existe  une  division 
D(a/,  t2  .  .  .  ta-\  b)  pour  laquelle  s^^>  S  —  z  (1  arbitrairement 
petit  et  positif).  f(t)  étant  continue,  pour  toute  division 
A(aQ,  Q2  .  .  .  By3_,  b)  dont  tous  les  intervalles  (9; —  ô/_i)  sont  infé- 
rieurs à  une  certaine  limite  r,,  l'oscillation  def(t)  dans  chacun  de 

ces  intervalles  sera  << — ,  n  étant  le  nombre  d'intervalles  de  D 

n  —  1 

{voir  n°  î2  du  présent  Livre).  L'ensemble  D-|-A  des  deux  divisions  D 
<et  A  s'obtient  en  ajoutant  à  A  les  n  —  1  points  de  D.  L'augmen- 
tation de  s,   quand  on  passe  de  A  à  la  division  D-f-A,  est  donc 

2 •  (n  —  1),  c'est-à-dire  ^  2  s.  Donc,  sD+A=SA-f-  2e.  Or  évi- 
demment, sD^sD+/\.  Donc  S  —  s. <C '%>  =  *d+à=sa""T~2s,  ce  qui 
prouve  que  s&  ">  S  —  3s;  s^  diffère  donc  aussi  peu  qu'on  veut 
de  S,  pourvu  que  les  intervalles  de  A  soient  pris  assez  petits,  c'est- 
à-dire  que  s±  tend  vers  S  si  ces  intervalles  tendent  vers  zéro;  (1) 
et  (2)  montrent  qu'alors  p  et  n  tendent  vers  P  et  N. 
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11  résulte  de  la  définition  même  que,  sif(t)  est  à  variation 
bornée  dans  (a,  6),  elle  est  à  variation  bornée  dans  tout  inter- 
valle intérieur  à  (a,  6),  en  particulier  dans  («,  c)  a  <J  c  <f  b. 
11  suffit  de  faire  figurer  c  parmi  les  points  de  division  de  (<?,  b).  La 
somme  des  différences  \f(ti+l  )  — f(t()  I  relatives  à.  (a,  b)  contient 
celle  des  différences  relatives  à  (a,  c),  elle  lui  est  toujours  supé- 
rieure; par  conséquent,  cette  dernière  est  bornée  comme  la  pre- 
mière. On  voit  aussi  que  la  variation  totale  S  de  f{t)  dans  («,  b) 
est  la  somme  des  variations  totales  de  /(t)  dans  (<?,  c)  et  dans 
(c,b). 

Soit  alors  t  une  valeur  variable  de  (a,  &),  f(t)  est  à  variation 
bornée  dans  (#,  t);  sa  variation  totale  dans  («,  t)  sera  désignée 
par  S(f),  elle  dépend  de  £.  On  a  toujours  S(£)^S,  S  étant  la 
variation  totale  dans  (a,  &).  Il  est  visible  que  S(£)  croît  avec  £  ou, 
du  moins,  ne  décroît  pas,  car  la  variation  totale  S  (/2)  est  égale 
à  S(/|)  augmentée  de  la  variation  totale  dans  (7,,  £2),  si  l'on  sup- 
pose a  <^  ti<^t2<^b.  On  peut,  de  même,  considérer  les  sommes p 
et  n  dans  («,  t);  elles  tendent  vers  P(£)  et  N(7),  qui  sont  liées 
à  S(/)  par  les  formules 

(5).  f(t)-/(a)=  P(0-N(/), 

(6)  S(*)  =  P(0  +  N(0 

analogues  à  (3)  et  (4),  mais  relatives  à  l'intervalle  («,  £),  et  ces 
relations  prouvent  que  P(£)  et  N(£)  sont  des  fonctions  positives 
de  £qui,  comme  S(£),  croissent  avec  £,  ou  du  moins  ne  décroissent 
pas. 

S(t)  [comme  P(t)  et  N(f)],  étant  une  fonction  bornée  non 
décroissante  de  /,  tend  vers  une  limite  S(Y0  —  °)  si  £  tend  en 
croissant  vers  ^0,  et  une  limite  S(£0-r-o)  si  t  tend  vers  tQ  en 
décroissant.  S(f)  ne  peut  donc  avoir  que  des  discontinuités  de 
première  espèce,  avec  valeurs  limites  à  gauche  et  à  droite. 

La  formule  (5)  donne  alors  f(t)  ==  [P'(t)  +/(«)]  —  N(/)  ; 
f{t),  à  variation  bornée,  est  la  difïérence  de  deux  fonctions 
[P(0 +/(#)]  etN(/),  toutes  deux  bornées,  dans  les  deux  sens, 
et  non  décroissantes  dans  («,  b).  Gomme  à  ces  deux  fonctions,  on 
peut,  sans  changer^ /),  ajouter  un  même  nombre  positif  A  supé- 
rieur à  la  valeur  absolue  de /(a)  et  une  même  fonction  croissante 
positive,   par  exemple   (/  —  a),  de  façon  que  les  deux  fonctions 
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[P  (t)  -+-/(«)  -f-  A  rf-  {t  —  à)]  T3t  [IS  («)+A  +  (*  —  a)  J  soient  po«7  <Ve.s 
et  croissantes,  on  voit  que  f(t):  à  variation  bornée,  est  la  diffé- 
rence de  deux  fonctions  bornées,  positives  et  croissantes  ('  ),  et 
cela  d'une  infinité  de  manières,  puisqu'il  suffit  d'ajouter  aux  deux 
termes  de  la  différence  une  même  fonction  positive  et  croissante 
pour  avoir  deux  autres  fonctions  répondant  à  la  question.  On  en 
déduit  que  la  somme,  la  différence,  le  produit  de  deux  fonctions 
à  variation  bornée  sont  à  variation  bornée.  L'inverse  - —  dune 
fonction  à  variation  bornée  est  à  variation  bornée  si  |/(f)|  reste 
supérieur  à  un  nombre  fixe  m.     On  le  voit  directement  en  formant 

les  sommes  5  relatives  à  j—- ; 

_Vl/('f-M)-/(*i) 


S  = 


/C/+i)     /( 


car  \f(t)  \y>  m,  et  s  est  borné,  car  S|/(//+1) — f(U)\  l'est  Par 
définition. 

Montrons  enfin  que  la  continuité  de  f(f)  entraine  celle  de  S  (7) 
et  par  suite  celle  de  P(^)  et  N(£).  Montrons,  par  exemple,  que 
S(t)  tend  vers' S (^0)  lorsque  t  tend  vers  t0  par  valeur  supérieure.. 
Il  est,  en  effet,  possible  de  diviser  l'intervalle  t0,  b  à  l'aide  de 
points  t{,  t2,  .  .  . ,  t„_ .,,  en  intervalles  assez  petits  pour  que  l'on  ait 

\f(h)  -  fih)  I  +  I  /('*)  -Ah  )  |  +. . .+  |/(6)  -  /(>„-i)  |  >  ^  -  £ 

(s  positif  arbitrairement  petit),  g-  étant  la  variation  totale  de/(/) 
dans  (t0,  b).  Soit  a-,  la  variation  totale  de  fit)  dans  (t0U)  et  °2 
la  variation  totale  dans   (^,6),  ona 

a  =  ffl  -+-  <r2  et         ar2>  | ■/(*»)  —  /(*t) |  -+- . .  .-f-  |/(*  ) .—  /(  *„_,  )  |, 

par  conséquent 

»i +  *-«  <  \f(h)~f(H)  |  -4-  |/(/,)  -/('<,)  |  +. .  .+  |/(&)  -/(*„-i)|.. 

*i<--+-  \f(ti)-f(to)\ 

-[^-\Ah)-f(tl)-\f(t3)-f(t,)\-...-\f(b)-f(tn-1)\]. 

Le  crochet  du  deuxième  membre  étant  positif  ou  nul, 

*i<£-H/('i)-/(>o)|. 

(';  Il  en  résulte  que  toute  fonction  à  variation  bornée  est  intégrable. 
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Or 

Donc  on  a 


a1=S(/1)-S(/0). 


(1rs  que  l'intervalle  (£0.  /|)  est  choisi  assez  petit.  La  continuité 
de  y  (7)  prouve  que  le  deuxième  membre  est  arbitrairement  petit 
pourvu  que  (t0l  /,)  le  soit,  et  par  conséquent,  S(^)  tend  vers 
S(^0)  quand  t{  tend  vers  /0-  S(£),  P(f),  N(/)  sont  ici  bornées, 
positives  continues  et  non  décroissantes,  f{t)  est  la  différence 
de  deux  fonctions  continues  bornées,  positives,  croissantes  dans 
l'intervalle  (a,  b). 

15.  Pour  arriver  au  théorème  de  M.  Jordan,  considérons  une 
courbe  continue  x=f(t),  y=zo(t)}  a<t^b,  A  et  B  sont  les 
points  correspondants  aux  valeurs  a  et  b.  Divisons  (a,  b)  en  inter- 
valles att  t2  .  .  .  t,t-i  b  et  soient  M,  M2  .  .  .  M/?_,  les  points  de  la 
courbe  correspondant  aux  points  de  division.  La  ligne  brisée 
polygonale  AM,  M2  .  .  .  M„_<  B,  inscrite  dans  l'arc  AB,  a  pour 
longueur 

l  =  2  v/[/(7/-m)-/(^)J2-4-[^(^i)-t(^)]2- 

Faisons  tendre  vers  zéro  tous  les  intervalles  tl+i  —  /;,  n  gran- 
dissant indéfiniment.  Si  la  longueur  l  tend  vers  une  limite  déter- 
minée  L,  unique,  quel  que  soit  le  mode  de  subdivision  de  (a,  6), 
lare  AB  de  la  courbe  sera  dit  rectifiable  et  de  longueur  L. 

Si  la  limite  existe,  /est bornée  et,  comme  H\f(ti+i)—  f(ti)  |  <Cl, 
on  voit  que  f(t)  sera  à  variation  bornée,  ainsi  que  ©(*).  Voici 
donc  une  condition  nécessaire.  Elle  est  suffisante.  En  effet,  il  est 
clair  que  l<2\f(ti+i)  —  /(//)  |  +  S|  »(^+l)  —  'f  (*«)  |.  Par  consé- 
quent, /  est  bornée  quand  y  et  ©  sont  à  variation  bornée. 

Soit  L  la  borne  supérieure  de  l,  c'est-à-dire  des  longueurs  de 
toutes  les  lignes  brisées  possibles  inscrites  dans  V arc  AB  de  la 
courbe.  Montrons  que  /  tend  vers  L  quand  tous  les  intervalles 
{  £t+,  —  ti)  tendent  vers  zéro.  11  suffit,  pour  le  voir,  de  raisonner 
comme  on  l'a  fait  plus  haut  pour  prouver  que  s  tend  vers  S  lorsque 
les  intervalles  (ti+{  —  //)  tendent  vers  zéro. 

i"  Si,  dans  un  intervalle  (/,7/+<),  on  introduit  un  point  supplé- 
mentaire fj,  le  segment  M/M/+<  est  remplacé  par  les  deux  segments 
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M/jjL  et  jaM(+-i,  dont  la  somme  est  >M/M;+).  Donc  l  augmente  ou 
reste  stationnaire  et  son  accroissement,  inférieur  à  la  somme 
des  deux  nouveaux  segments,  est  inférieur  à  deux  fois  la  somme 
des  oscillations  def(t)  et  o(t)  dans  (tity+l). 

Pour  le  2°,  il  est  en  tous  points  analogue  au  2°  de  la  démonstra- 
tion faite  pour  montrer  que  s  tend  vers  S,  en  remplaçant  seule- 
ment y  par  /  et  S  par  L.  La  condition  qu'énonce  le  théorème  de 
M.  Jordan  est  donc  bien  nécessaire  et  suffisante. 

Si  un  arc  AB  d'une  courbe  est  rectifiable,  tout  arc  contenu 
dans  AB  l'est  aussi.  Si  l'on  divise  cet  arc  en  plusieurs  parties,  la 
longueur  de  l'arc  total  est  la  somme  des  longueurs  des  parties. 

La  longueur  a-  d'un  arc  AT,  contenu  dans  l'arc  rectifiable  AB, 
T  correspondant  à  la  valeur  l\a<^  t  <^  b]  du  paramètre,  est  une 
fonction  continue  et  croissante  de  t. 

Ces  propriétés  se  démontrent  comme  les  propriétés  des  fonc- 
tions continues  à  variation  bornée  auxquelles  elles  correspondent. 

Il  en  résulte  que  /  est  une  fonction  continue  croissante  de 
l'arc  àr.  Les  coordonnées  x  et  y  d'un  point  variable  d'une  courbe 
rectifiable  sont  donc  des  fonctions  continues  de  l'arc  o\ 

16.  Montrons  maintenant  combien  la  notion  de  courbe,  qui 
paraît  au  premier  abord  si  simple  quand  on  se  donne  x  ely  en 
fonction  d'un  paramètre  /,  est  en  réalité  complexe.  M.  Peano  (  •._) 
a  le  premier  appelé  l'attention  sur  une  circonstance  extrêmement 
curieuse  :  //  est  possible  de  former  des  fonctions  continues  f(t) 
et  o(t)  (de  t  =  o  à  t  =  i),  telles  que  si  l'on  pose 

on  puisse  trouver  une  valeur  de  t,  entre  les  limites  indiquées, 
pour  laquelle  le  point  (x.  v)  coïncide  avec  un  point  arbitrai- 
rement choisi  dans  le  carré  de  côté  un  construit  sur  Ox  et  Oj'. 
On  voit  que  l'on  obtient  ainsi  en  quelque  sorte  une  courbe  qui 
remplit  entièrement  Y  aire  d'un  carré. 

Nous    indiquerons    un    exemple    extrêmement    simple    d'une 
courbe  possédant  la    propriété    précédente,    donné    par  M.   Hil- 


(')  G.    Peano,    Sur  une   courbe   qui   remplit   toute   une  aire  plane  (Math. 
Annalen.  t.  XWVlj. 
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bert  (').  Considérons  un  segment  de  droite  de  longueur  un,  et 
un  carré  dont  le  côté  est  aussi  égal  à  l'unité.  Partageons  d'abord 
le  segment  de  droite  en  quatre  parties  égales,  et  le  carré  en  quatre 
carrés  égaux  et  numérotons  les  segments  de  droite  et  les  carrés 
partiels. 

Partageons  de  même  chacun  des  segments  de  droite  en  quatre 
parties  égales  et  chacun  des  carrés  partiels  en  quatre  autres,  et 
numérotons  les  seize  carrés  dans  l'ordre  indiqué  par  la  figure,  de 


Fig.    2. 
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manière  que  chaque  carré  ait  un  côté  commun  avec  le  carré  sui- 
vant. On  peut  ainsi  continuer  en  divisant  chacun  des  segments  de 

Fig.  4. 
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droite  et  chacun  des  carrés  en  quatre  parties  égales;  nous  aurons 
ainsi  les   soixante-quatre  carrés    numérotés    en  nous    arrangeant 


('  )  Hilbf.rt.  Ueber  die  steti^c  Abbildung  einer  Linie  auf  ein  Flàchenstùck 
{Math.  Annalen,  t.  XXXVIII). 
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toujours  de  façon  que  chaque  carré  ait  un  côté  commun  avec  le 
suivant.  Nous  pouvons  voir  qu'à  chaque  segment  de  droite  sur  la 
droite  (o,  i)  correspond  un  carré  déterminé. 

On  continuera  ainsi  indéfiniment  cette  opération.  Il  est  alors 
facile  de  voir  comment  à  chaque  point  de  la  droite  (o,  i)  va  cor- 
respondre un  point  du  carré  initial.  Soit  a  le  point  de  la  droite; 
dans  les  différents  modes  de  subdivision,  il  j  a  un  segment  com- 
prenant le  point.  Tous  ces  différents  segments  sont  compris  les 
uns  dans  les  autres  et  tendent  vers  le  point.  A  chacun  des  seg- 
ments correspond  un  carré  et  tous  ces  carrés  sont  compris-  les 
uns  dans  les  autres;  ils  diminuent  indéfiniment  et  tendent  donc 
vers  un  point  limite  qui  est  le  point  A  du  carré  correspondant  au 
point  a.  Cette  correspondance  est  uniforme,  c'est-à-dire  qu'à  un 
point  a  ne  correspond  qu'un  point  A.  Nous  pouvons  donc  dire, 
en  désignant  par  (#,  y)  les  coordonnées  de  A,  que  nous  avons 


x 


=  /(*)»      r  =  ?(0       ro<tii), 


/  désignant  la  distance  dé  a  à  l'origine.  Remarquons  qu'à  un 
point  A  du  carré  correspondent  un,  deux  ou  quatre  points  a.  Il 
peut  arriver,  en  effet,  qu'un  point  appartienne  à  deux  ou  quatre 
carrés  qui  ne  se  suivent  pas  dans  le  numérotage;  tel  est,  par 
exemple,  sur  la  figure,  le  point  B. 

Les  fonctions/'^)  et  o(t)  que  nous  venons  d'obtenir  sont  évi- 
demment des  fonctions  continues  de  t.  Elles  offrent  un  exemple 
très  simple  de  fonctions  continues  n'ayant  pas  de  dérivées. 
Si,  en  effet,  ces  fonctions  avaient  des  dérivées,  il  y  aurait  un  arc 
pour  la  courbe  considérée,  ce  qui  est  manifestement  absurde,  la 
courbe  remplissant  le  carré.  Nous  verrons  plus  loin  (Chap.  IX, 
Sect.  II)  d'autres  exemples  de  fonctions  continues  sans  dérivées,  et 
notamment  un  exemple  de  Riemann,  et  un  exemple  déduit  par 
M.  Helge  von  Koch  de  constructions  géométriques  remarquable- 
ment simples  et  élégantes. 


V.  —  Intégration  par  parties.  —  Formules  de  Taylor. 
Changement  de  variable. 

17.   Nous  avons  vu  plus  haut  qu'étant  donnée  une  fonction  con- 
tinue/^), il  existe   toujours   une   fonction   continue  ayant  f(x) 
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pour  dérivée.  Quant  à  la  recherche  effective  de  cette  fonction, 
elle  ne  peut  pas  en  général  élre  faite;  c'est  qu'en  eiïet  l'opération 
de  l'intégration  conduit  le  plus  souvent  à  une  transcendante  nou- 
velle, qui  n'est  pas  susceptible  de  s'exprimer  à  l'aide  de  fonctions 
introduites  auparavant  dans  l'Analyse  mathématique.  On  voit 
donc,  dès  le  début  du  Calcul  intégral,  s'introduire  au  moyen  de 
l'intégration  un  nombre  illimité  de  fonctions  nouvelles.  Nous  étu- 
dierons bientôt  quelques  cas  particuliers  en  prenant  pour  f{x) 
des  fonctions  très  simples. 

Le  procédé  d'intégration  dit  par  parties  permet  de  transformer 
une  intégrale  en  une  autre,  et  il  y  a  là  souvent  une  facilité  pour  la 
recherche  effective  de  cette  intégrale.  Soit  l'intégrale 


/ 


dv    7 
u  -7—  dx. 
dx 


u  et  v  désignant  deux  fonctions  continues  de  x.  En  se  servant  de 

la  formule 

dv        d(uv)  du 

dx  dx  dx 

nous  aurons  immédiatement,   en   multipliant  par  dx  et  intégrant 
de  a  k  6, 

où  (uv)a  représente  la  différence  des  valeurs  du  produit  uv  pour 
x  =  a  et  x  =  b.  On  voit  que  les  calculs  des  deux  intégrales 


2 


dv  .  rb 

-7—  dx     et       / 

dx  .  '  dx 


se  ramènent  l'un  à  l'autre. 

Plus  généralement,   on  peut  ramener  l'une  à  l'autre  les  deux 


intégrales 


rb   d">v-  rb  d*u  , 

I      u  — — dx     et       /      v  —, —  dx, 
J         dxn  J         dx'1 


dn u         dn v  • 

où  -; —  et  —. —  désignent  les   dérivées  d'ordre  n  des  fonctions   u 
dx'1  dx'1  & 

et  v  de  x.  On  le   verrait  sans  peine   en  appliquant  n  fois  de  suite 

l'intégration    par    parties;    mais,   pour  obtenir  la    formule    finale 


32  INTÉGRALES   SIMPLES    ET   MULTIPLES. 

sous  une  forme  plus  élégante,   prenons,   avec  M.  Kronecker  ('  ), 
deux  fonctions  f  (  x)  cl  g(x)  et  partons  de  l'identité 

(5)  /W(^)^(«-A)(~â?)--/(/*-i)(i?)^(»-A-*-i)(_a7) 

d_ 
dx 


=  4z[f[h-X){x)g['l-h)(-x)l 


D'une  manière  générale,  f[ll!(x)  désigne,  suivant  l'usage,  la 
dérivée  d'ordre  n  de  /(oc),  et  g{n)  { — x)  la  dérivée  d'ordre  n 
de  g(x),  où  l'on  remplace  x  par  —  x. 

Faisons  successivement  dans  (5)  h  ==  i ,  2,  .  .  . ,  n  et  addition- 
nons. On  aura 


d 


/«)(^)^(-^)-/(x)^(-^)  =  21-[/(/->'(,)^-W(-.)] 


et,  si  l'on  intègre  entre  a  et  b. 


h=i 


li-n 


J  a  J  a  ^~ 

n  =  \ 

Le  calcul  de  la  seconde  intégrale  se  trouve  donc  ramené  à  celui 
de  la  première. 


18.    Indiquons    deux    applications  de  la    formule    précédente. 
Posons 

(  t  -4-  h  V* 

/Or)  =  F'(*-),        g{x)=\   +  /n; 
nous  aurons 


rh  (b  —  xvi  rb 

/     F(»+U(x)K— ±2-dx—\      ¥'(x)dx 

A.  1.2...  Al  / 


h = i  i>=\ 

et  en  développant 

F(6)  =  F(a)-+-(6  —  a)F'(a)-h... 

I  .  2  . . .  n  .  /  I  .  2  ...  Al 


(')  Ueber  eine  bei  Anwendung  der  partiellen  Intégration  niitzliche  Formel 
{Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  1884 ). 


INTÉGRALES   DEFINIES.  33 

C'est  la  formulé  de  Tavlor.  Le  resle  se  présente  sous  la  forme 
dune  intégrale  définie.  Il  est  facile  de  mettre  ce  reste  sous  la  forme 
habituelle,  en  se  servant  du  théorème  démontré  au  paragraphe  3, 
si  Ion  suppose  que  F^n+i)(x)  soit  continu  (1).  On  peut,  en  effet  ? 
écrire 

f     Y^^(x)K— — '^-  dx  =  F<"+i>(0  /     {— — -±-  dx 
1.2.-.  :j*  Jn      i.2...  n 

(h a  \n+\ 

=  F(«+D(o— - — V- — > 

i.2.../i(n  +  i) 
;  étant  compris  entre  a  et  ù('2). 

Comme  seconde  application,  nous  prendrons 

g(x)  —  (x  h-  a)n(x  -+-  b)"  ; 

la  formule  se  réduira  alors  à 

/     f^n)(x)  {x  —  a)"(x  —  b)a  dx  —  j    f{x)g[n\—x)dx  =  o. 

Le  premier  terme    de  cette  relation  sera  nul,  si  f(x)  est  un 

(*)  On  sait  que  la  démonstration  classique  de  la  formule  de  Taylor  n'exige  pas 
la  continuité  de  F(n+D  (x). 

(2)  On  peut  donner  d'autres  formes  au  resle,  mais  nous  n'approfondissons  pas 
cette  étude  de  la  formule  de  Taylor,  bien  connue  de  tous  les  élèves  de  Mathéma- 
tiques spéciales.  Quand  on  veut  passer  de  la  formule  de  Taylor  au  cas  de  la  sérier 
il  faut  voir  si  le  reste  tend  vers  zéro,  quand  n  augmente  indéfiniment. 

Les  fonctions  sont  en  nombre  très  limité  pour  lesquelles  cette  étude  peut  être 
faite  directement.  Dans  un  Mémoire  récent  (Math.  Annalen,  t.  XLIV),  M.  Prings- 
lieim  a  donné  un  résultat  remarquable  au  point  de  vue  théorique. 

Pour  que  dans  l'intervalle  x0~£x  <Cx0-+-  R,  la  fonction  bien  déterminée  f{x) 
soit  développable  par  la  série  de  Taylor 

v  =  o 

il  est  nécessaire  et  suffisant  que  f  (de)  ait  pour  toute  valeur  de  x  dans  l'inter- 
valle considéré  des  dérivées  de  tout  ordre  restant  finies,  et  que,  de  plus,  pour 
toutes  tes  valeurs  de  li  et  k  satisfaisant  aux  conditions 


l 'expression 


o%kSh'-hk<  II, 

f{")(x,-^h)ku 


1 . 2 . . .  n 
tende  vers  zéro. 
Dans   le    même    Mémoire,    .M.  Pringsheim  donne   un   exemple   intéressant  d'une 


l'ICAHI).    —    T.    I. 
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polynôme,  d'ailleurs  arbitraire,   de  degré   (n  —  i),  et,  par  suite, 
nous  avons,  en  posant 

_    ,  :  dn(x  —  a)n(x  —  b)n 

où  A  est  une  constante, 

f  f(x)Pn(x)dx  =  o. 

{■*„($)  est  un  polynôme  de  degré  n\  ety'(^),  je  le  répèle,  repré- 
sente un  polynôme  arbitraire  de  degré  n  —  i.  La  relation  précé- 
dente exprime  une  propriété  remarquable  du  polynôme  ï>n(x)  de 
degré  n;  nous  allons  montrer  quelle  le  définit  complètement  à  un 
facteur  près.  Supposons,  en  effet,  qu'il  y  ait  un  second  poly- 
nôme Yn  de  degré  n,  tel  que 


rb 

f     f(x)Yn  dx  =  o 


on  aurait,  C  étant  une  constante  arbitraire, 

b 


s. 


(Pn—CYfl)f(x)dx  =  o. 


fonction  f(x)  ayant  des  dérivées   finies  de  tout  ordre  et  qui  n'est  cependant 
pas  développable  en  série  de  Taylor.  Cet  exemple  est  donné  par  la  série 


/(*)  =  y 


.   i  .1. .  .v   1-4-  a^'x"1 
v  =  o 

où  a  et  >.  sont  des  constantes  réelles  avec   |  a  |  >i.  La  série  converge  uniformé- 
ment dans  tout  intervalle  fini,  et  Ton  voit  facilement  que  l'on  a 

/(o)  =  e\        /<*»*-»>  (o)  =  o,        /(2m)(o)  =  (  —  i)«i.2..  .  {ini)e^m- 

La  série  de  Ma  ç-Laurin  formée  avec  ces  dérivées  est 


p(*)  ==  y  (_i)vex.rt2va?2v< 


v  =  o 


Elle  diverge  si  \  est  positif  ;  elle  converge,  mais  ne  représente  pas  f(x)  quand 
~kest  négatif.  Nous  renvoyons  au  Mémoire  de  M.  Pringsheim  pour  la  démons- 
tration de  ces  résultats.  Quand  on  se  place  au  point  de  vue  de  la  théorie  des 
fonctions  d'une  variable  complexe,  l'étude  de  l'exemple  précédent  est  d'ailleurs 
immédiate. 
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Or  on  peut  choisir  G  de  manière  que  \\t — C\„  soit  de  degré 
n  —  i .  Nous  pouvons  alors  prendre,  le  polynôme  f(x)  étant  arbi- 
traire, 

f(x)  =  ?n-C\n, 

et  nous  aurions 

i> 

CP„— èY»  )*<**=»■  o, 


/ 


ce  qui  entraîne  nécessairement  P^ — CY7i=opour  toute  valeur 
<le  x\  donc  Yn  ne  diffère  de  Vn  que  par  un  facteur  constant. 
On  aura,  en  particulier, 


.{ 


b 

PmP/i  dx  =  o         si         m  ^  n. 


De  cette  seule  égalité  on  peut  conclure  une  relation  remarquable 
■entre  trois  polynômes  Pn  consécutifs.  Pour  définir  complètement 
ces  polynômes,  supposons  que  le  premier  coefficient  dans  chaque 
polynôme  soit  l'unité.  On  aura  évidemment 


*-P»=P„+i-f-C0P„  +  ...-+-C„P 


0: 


les  G  étant  des  constantes  déterminées  par  cette  identité  même.  Je 

dis  que 

C2  =  C13  —  . .  .  —  C/i  =  o. 

Multiplions  en  effet  par  Pn_2dx  les  deux  membres  de  l'identité 
-et  intégrons  entre  a  et  b;  nous  aurons 


J  a 


dx  =  0. 


Le  multiplicateur  de  C2  étant  une  somme  de  quantités  de  même 
signe  n'est  pas  nul;  il  faut  donc  que  C2=o.  Pareillement,  on 
verra  que  G3,  .  ..,  Cn  sont  nuls,  en  multipliant  par  P7i_3,  ...,  P„ 
l'identité  écrite  plus  haut.  11  reste  donc 

xrn  =  P/j-m  -+-  Go  P«-+-  Ci  P/j—i  : 

c'est  la  relation  entre  trois  polynômes  consécutifs  P„_t.  Pn,  Pn+i 
que  nous  voulions  obtenir,  et  qui  est  fondamentale  dans  la  théorie 
de  ces  polynômes,  qui  sont  pour  a  =  —  i,  b  =  \  et  une  détermi- 
nation numérique  convenable  de  A,  les  polynômes  de  Legendre. 
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19.  On  pourra  souvent  faire  avec  profit,  dans  une  intégrale 
définie,  un  changement  de  variable.  Imaginons  donc  que  dans 
l'intégrale 

I  =  f  /(*) 


dx 


on  considère  x  comme  une  fonction  ®(t)  d'une  variable  t\  nous 
allons  supposer  d'abord  que,  lorsque  t  varie  d'une  manière  con- 
tinue et  dans  le  même  sens  de  t0  à  T,  x  varie  aussi  d'une  manière 
continue  et  dans  le  même  sens  de  a  k  b.  Si  l'on  substitue  la 
variable  t  à  la  variable  x  dans  la  sommation,  par  quelle  nouvelle 
sommation  représenterons-nous  la  valeur  de  l'intégrale  ? 

Pour  le  voir,  partageons  l'intervalle  de  (0à  T  en  n  intervalles 
correspondant  aux  valeurs  tK ,  £2,  ...,  tTI_{  ;  soient  xt1  x2,  ...,  xn_{ 
les  valeurs  correspondantes  de  x.  On  aura,  d'après  le  théorème  des 
accroissements  finis, 

xx—  a  =Oi—  ^o)'f'(Qi), 

x2 —  x1  =  (t2 —  tx)  <p\62), 


b-Xn-^iT-tn-Oï^n), 


9/,  dune  manière  générale,  étant  compris  entre  tL_K  et  i-(.  Nous 
désignerons  par  £,-  la  valeur  de  x  correspondant  à  t  =  8/;  H;  sera 
compris  entre  Xi_\  et  X{.  Je  forme  alors  la  somme 

{xi  —  a  )/(  £,  )  -h  (xt  —  xx  )/(  £2  )  -h . . .  +  ( b  —  ar„_,  )/(?«,>, 

qui  deviendra  l'intégrale  I  à  la  limite.  On  peut  l'écrire 

(^-^)9'(01)/[^(e1)]-h...-h(T-^_1)?'(o„)/[?(e,i)]: 

et,  quand  tous  les  intervalles  tendent  vers  zéro,  cette  somme 
de\  ient 

T 

f[o{t)]*'{t)dt. 


I 


Ainsi  donc,  pour  effectuer  le  changement  de  variables  dans  une 
intégrale  définie,  on  remplace  simplement  x  par  ®{t)  et  dx 
par  ce' (t)  dt  et  l'on  prend  comme  nouvelles  limites  les  valeurs  de  t 
correspondant  aux  limites  primitives. 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que,  t  variant  dans  le 
même   sens  de    t0  à  T,  x  variait  lui    aussi  dans  le  même  sens  de 
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a  à  b.  Cette  restriction  est  inutile,  pourvu  que  la  fonction  f(x) 
soit  continue  pour  l'ensemble  des  valeurs,  que  prend  #  =  cp(/) 
quand  L  varie  de  t0  à  T.  Admettons  en  effet  que,  t  variant  d'une 
manière  continue  et  dans  le  même  sens  dans  cet  intervalle,  la 
fonction  #  =  f(t)  varie  d'abord  dans  le  même  sens  de  t0  à  £,,  et 
soit  xK  =  v(th  )  ;  puis  supposons  que,  avariant  ensuite  de  tK  à  £2, 
#  varie  dans  un  sens  toujours  le  même,  mais  différent  du  pré- 
cédent, depuis  xK  jusqu'à  #2r=cp(£2),  et  qu'enfin,  t  variant  de  U 
à  T,  x  varie  de  x2  à  b  dans  les  mêmes  conditions.  Les  valeurs  xK 
et  #2  pourront  d'ailleurs  ne  pas  être  comprises  entre  a  et  b.  On 
aura,  d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré, 

X  t 

f   lf(x)dx=  flf{o)<ï'{t)dt, 

T  t 

f    f(w)dœ=  f  /(<?)<?' (t)dt; 
et,  par  suite,  en  faisant  la  somme, 

f   f(x)dx  =    f    /(<?)<?' (t)dt. 

Cette  formule  est  donc  générale. 

On  ne  doit  pas  oublier  que,  dans  ce  qui  précède,  la  fonction 
x  =  <ù(t),  servant  à  effectuer  le  changement  de  variable,  est  une 
fonction  de  t  ayant  pour  chaque  valeur  de  t  entre  t$  et  T  une  valeur 
unique  parfaitement  déterminée.  L'application  brutale  de  la  for- 
mule précédente,  sans  se  rappeler  les  conditions  pour  lesquelles 
elle  a  été  établie,  peut  conduire  à  des  résultats  absurdes.  Que  l'on 
prenne  par  exemple 


/ 


+  1 

dx 
1 


et  qu'on  fasse  sans  précaution  le  changement  de  variable   x2=  L 

ri  t 

Comme  pour  3?  =  dz  i  onai  =  i,  et  que  dx  =  — =>  on  sera  con- 

<luit  à  l'intégrale 

1  dt 

1  \ft 


L 
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c'est-à-dire  à  zéro,  ce  qui  est  absurde.  Jl  est  manifeste  que  nous 
ne  sommes  pas  ici  dans  les  conditions  précédemment  supposées. 


VI.  —  De  l'intégrale  définie  quand  la  fonction  ou  les  limites 

deviennent  infinies. 

20.  Dans  l'étude  que  nous  avons  faite  des  intégrales  définies, 
nous  avons  supposé  que  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration 
restait  finie  entre  les  limites  et  pour  les  limites  elles-mêmes.  Nous 
allons  étendre  la  notion  d'intégrale  définie  en  supposant  que  la 
fonction  devienne  infinie,  soit  pour  l'une  des  limites,  soit  entre 
ces  limites. 

Considérons  donc  l'intégrale 


(6.)  f  f(x)dx, 


f(x)  étant  une  fonction  réelle  de  la  variable  réelle  x,  et  supposons 
que  cette  fonction,  finie  et  continue  pour  toute  valeur  de  x  com- 
prise entre  a  et  b,  devienne  infinie  pour  x  =  b.  Dans  quel  cas 
devra-t-on  attribuer  un  sens  au  symbole  précédent?  Pour  répondre 
à  cette  question,  envisageons  l'intégrale 


i. 


f{x)  dx, 


la  limite  supérieure  x  étant  comprise  entre  a  et  b  :  elle  a  un  sens 
parfaitement  déterminé.  Si,  x  tendant  vers  6,  cette  fonction  de  x 
a  une  limite,  celle-ci  sera  par  définition  la  valeur  de  l'intégrale  (6). 
Un  exemple  simple  montre  qu'une  pareille  limite  peut  exister. 
Soit  en  effet 


(b  —  x)k 
k  étant  positif;  on  aura 


s: 


dx  (b  —  ay-''        (b  —  xy~k 


(b  —  x)k  i  —  k  \  —  k 


Si  k  <Z  i}  le  second  membre  tend  vers  une  limite,  et  l'on  pourra 
intégrer  f(x)  entre  les  limites  a  et  b.  Si  au  contraire  k  ^>  i,  l'in- 
tégrale n'aura  pas  de  limite  pour  x  =  b.  Pour  fixer  les  idées,  nous 
supposerons  dans  la  suite  a  <^b. 
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21,  //  n existe  pas  de  règle  générale  permettant  de  recon- 
naître dans  quels  cas  l'intégrale  aura  une  limite.  On  peut  trouver 
des  règles  d'une  application  de  plus  en  plus  étendue,  mais  on  ne 
saurait  indiquer  une  règle  générale,  de  même  qu'on  ne  peut  indi- 
quer un  théorème  applicable  à  toutes  les  séries,  pour  décider 
de  leur  convergence.  Ici  encore,  comme  dans  la  théorie  des  séries, 
on  comparera  l'intégrale  à  étudier  à  une  autre  que  l'on  sait  avoir 
une  limite. 

Nous  avons  donné  tout  à  l'heure  un  exemple  simple  ;  considé- 
rons maintenant  un  cas  plus  compliqué  en  supposant  que  la  fonc- 
tion f(x)  puisse  de  a  et  b  être  mise  sous  la  forme 

/W-  (£_*)*' 

<s(.r)  restant  finie  dans  le  voisinage  de  b  et  pour  x  =  b  (sans  avoir 
d'ailleurs  nécessairement  une  valeur  déterminée  pour  ,x  =  b).  Je 
dis  que%  si  k  est  inférieur  ci  l'unité,  V intégrale  (6)  aura  un 
sens  déterminé. 

Prenons  une  valeur  a  entre  a  et  b\  nous  aurons,  si  x  est  compris 
entre  a  et  b, 

(;)  /     f(x)dx  =         f(x)dx-+-  j      f{x)dx; 

la  seconde  intégrale  pourra  s'écrire 

;  est  compris  entre  a  et  x  (§  3).  Par  hypothèse,  <p(£)  est  inférieure 

en  valeur  absolue   à    une    quantité  fixe  M.  Le  second  terme  du 

second   membre,  dans  (7),  est  donc  inférieur  en  valeur  absolue 

.    AI  (6  —  aV-A     r\       ,  i  1  vf  • 

a  — . .j. — .  (jr?  étant  donne  un  nombre  positit  e  aussi  petit 

qu'on  voudra,  on  peut  prendre  a  suffisamment  voisin  de   b  pour 


satisfaire  à  l'inégalité 
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a  étant  ainsi  choisi,  l'intégrale 


ï  =   /     f(x')  dx, 


quand  x  varie  entre  a  et  &,  sera  comprise  entre  A  +  s  et  A  —  3,  si 
npus  posons 

'     f{x)  dx. 

a 

Nous  donnant  alors  un  nombre  s'  inférieur  à  e.  nous  clioisissons 
a'  entre  a  et  b,  de  telle  sorte  que 

M(6  — a' )!-/•■ 


1  —  k 


<  <• 


Quand  x  variera  entre  a'  et  6,  l'intégrale  1  restera  comprise, 
nécessairement,  d'une  part  dans  l'intervalle  (A-f-e,  A  —  s)  con- 
sidéré plus  haut,  et  aLissi  dans  l'intervalle  (A  -f- e;,  A' — s),  en 
posant 

A=    /      f(x)dx. 

Ces  deux  intervalles  ont  nécessairement  une  partie  commune 
plus  petite  que  le  premier  d'entre  eux,  puisque  A'  est  compris 
dans  l'intervalle  (A — e,  A  H- s)  et  que  s'<  s.  Choisissant  alors 
une  succession  de  nombres  s  décroissant  et  tendant  vers  zéro,  nous 
aurons,  en  considérant  successivement  ces  parties  communes,  une 
suite  d'intervalles  tous  compris  les  uns  dans  les  autres  et  tendant 
vers  zéro.  Leurs  extrémités  tendent  donc  vers  un  point  limite,  et 
par  suite  les  intégrales  A,  A',  .  . .  ont  une  valeur  limite  :  ce  sera  la 
valeur  de  l'intégrale  I  pour  x  —  b.  Le  théorème  est  donc 
démontré. 

A  ce  théorème  joignons  une  proposition  en  quelque  sorte 
inverse  et  qui  fait  connaître  un  cas  où  l'intégrale  n'aura  pas  de 
limite. 

Si  l'on  peut  mettre  f{x)  sous  la  forme 

k  étant  supérieur  à  l'unité,  et  o(#)  restant,  dans  le  voisinage  de  Z>, 
supérieur  à  une  quantité  positive  M,  ou  inférieur  à  une  quantité 
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négative  — M.  M  étant  différent  de  zéro,  V intégrale  prise  de  a 
à  b  n  aura  pas  de  sens. 

La  démonstration  est  immédiate,  car  on  aura,  en  désignant  para 
une  valeur  suffisamment  voisine  de  b, 

la  quantité  entre  crochets  augmente  indéfiniment  quand  x  tend 
vers  b,  puisque  k  est  plus  grand  que  i;  d'autre  part,  co  (  Ç  )  est  supé- 
rieur à  M  en  valeur  absolue.  Donc  l'intégrale  grandira  sans  limite. 

22.  Nous  avons  supposé  que  la  fonction  devenait  infinie  pour 
une  limite  de  l'intégrale;  si  elle  devient  infinie  pour  une  valeur  c 
comprise  entre  a  et  b,  on  partagera  l'intégrale  définie  en  deux 
autres.  Chacune  des  intégrales 


j    f(x)dx         et  f  f(x) 


dx 


devra  avoir  un  sens,  et  l'intégrale  prise  de  a  à  b  sera,  par  défi- 
nition, la  somme  des  deux  intégrales  précédentes. 

Ajoutons  une  remarque  importante.  Si  /(#),  discontinue 
pour  x  =  c,  est  la  dérivée  d'une  fonction  F  (a?)  continue  pour  cette 
valeur  et  ayant  une  seule  détermination,  on  aura 

f  f(x)dx=F(c)-F(a), 

puisque   cette   intégrale  est  la  limite  F(c  —  s)  —  F  (x)  quand  la 
quantité  positive  s  tend  vers  zéro.  On  aura  pareillement 


et  enfin 


f  f(x)dx  =  F(b)-F(c), 
f  f(x)dx  =  F(b)-F(a). 


23.    Considérons  maintenant  le  cas  où  l'une  des  limites  de  l'in- 
tégrale, la   limite    supérieure,   par  exemple,  devient  infinie.    Soit 
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toujours  l'intégrale 

f(x)  étant  une  fonction  continue  pour  toute  valeur  finie  de  x 
supérieure  à  a.  Si,  lorsque  x  grandit  indéfiniment,  les  valeurs 
successives  de  cette  intégrale  tendent  vers  une  limite,  on  la  repré- 
sentera par  le  symbole 

00 

J  a 

Un  exemple  simple  nous  est  fourni  pary(;r)  =  — •  On  a  (nous 
supposons  a  >>  o) 

Çx  dx  _      x-'l+i  ar~n*+ 

./       xn        — //  +  i        — w+i 

Si  n  ^>  i ,  le  premier  terme  devient  nul  pour  x  =  œ,  et  l'inté- 
grale a  une  limite.  Si  au  contraire  n<^  i,  l'intégrale  n'aura  pas  de 
limite;  il  en  sera  de  même  pour  n  =  i,  car  l'intégration  donnerait 
alors  un  logarithme. 

Ici,  comme  plus  haut,  la  comparaison  de  f(x)  à  une  fonction 
pour  laquelle  on  sait  comment  se  comporte  l'intégrale  quand  x 
grandit  indéfiniment,  conduit  à  une  règle  qui  pourra  quelquefois 
permettre  de  décider  sil  y  a  ou  non  une  limite.  Nous  pouvons  être 
bref  après  les  explications  données  (§21);  à  l'aide  de  raisonne- 
ments analogues,  on  démontrera  les  deux  théorèmes  suivants  : 

Si,  pour  x  suffisamment  grand,  ./(x)  peut  se  mettre  sous  la 

jorme  - — —  >  ®(x)  restant  en  vateur  absolue  inférieur  a  une 

quantité  fixe,  et  n  étant  supérieur  à  l'unité,  V intégrale  I  aura 
une  limite  pour  x  =  oo.  Au  contraire,  si  /(x)  peut  se  mettre 
sous  la  forme  précédente,  <f(x)  étant,  à  partir  d'une  valeur 
de  x,  toujours  supérieur  à  une  quantité  +  M  ou  inférieur  à 
une  quantité  — M  (M  n 'étant  pas  nul)  et  n  étant  inférieur  ou 
égal  à  l'unité,  r intégrale  n'aura  pas  de  limite. 

24.  Nous  aurons  souvent  à  appliquer  les  théorèmes  des  para- 
graphes 21  et  23  :  quand  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration  est 
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algébrique,    ils  permettent    toujours   de   décider   si   l'intégrale 
considérée  a  ou  non  une  limite.  Ainsi,  étant  donnée  une  fraction 

fisc) 
rationnelle  irréductible  ~ — »  1  intégrale 

F(x)  & 


r\f(x) 


dx 


augmentera  indéfiniment,  quand  étendra  vers  une  racine  de  F(x). 
Soit  en  effet  b  une  racine  de  F(x);  la  fraction  rationnelle  pourra, 
dans  le  voisinage  de  è.,  se  mettre  sous  la  forme 


(b  —  x)'1 


'f(x)  étant  fini  et  différent  de  zéro  pour  x  =  6,  et  /z  représentant 
un  entier  positif  au  moins  égal  à  limité. 
Prenons  au  contraire 

P(x)dx 


£ 


v/R(*)  ' 


P  et  R  désignant  deux  polynômes.  Quand  x  tend  vers  une  racine 
simple  b  du  polynôme  R(#),  on  peut,  dans  le  voisinage  de  x=  by 

écrire 

P(aQ  o(x) 

>/*&)        (b-xf 

o(x)  restant  fini  pour  x  =  b.  L'exposant  k  (§  21)  est  ici  égal  à  §  : 
l'intégrale  aura  donc  un  sens. 

Voici  encore  une  remarque  importante,  relative  au  cas  où  la 
limite  supérieure  augmente  indéfiniment.  Quand  l'intégrale  I  a 
une  limite,  f{x)  a  nécessairement  zéro  pour  limite  lorsque  x  croît 
indéfiniment,  si  toutefois  elle  a  une  limite.  En  effet,  si  f(x)  ten- 
dait vers  une  limite  M  ^  o,  cette  fonction  serait,  à  partir  d'une 
certaine  valeur  a,  supérieure  à  un  nombre  fixe  M,  ;  par  suite, 

/     f(x)dx    >  M,   /      dx  =  M1(x—a), 

J  a  Ja 

et  l'intégrale  grandirait  indéfiniment  avec  x. 

11  n'est  d'ailleurs  pas  nécessaire  que  f{x)  tende  vers  une  limite,, 
quand  x  augmente  indéfiniment,  pour  que  l'intégrale  ait  un  sens. 
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C'est  ce  que  montre  l'intégrale  suivante,  célèbre  dans  la  théorie  de 
la  diffraction  de  la  lumière  : 


x 


sin^r2  dx. 


Cette  intégrale  a  un  sens,  quoique  sin#-  n'ait  aucune  limite 
pour  x  =  ce.  Nous  l'établirons  en  construisant  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation 

y  =  sina?2, 

qui  est  formée  d'arcs  situés  alternativement  au-dessus  et  au-dessous 
de  l'axe  Ox.  Nous  montrerons  que  l'intégrale  proposée  a  une 
limite,  en  établissant  que  la  somme  algébrique  des  aires  des  seg- 
ments limités  par  ces  arcs  et  l'axe  Ox  tend  vers  une  limite.  Ces 
aires  sont  alternativement  positives  et  négatives  puisqu'elles  sont 
alternativement  au-dessus  et  au-dessous  de  l'axe  des  x.  Nous 
avons  donc  une  série  alternée  :  il  suffit  de  faire  voir  que  les  aires 
vont  en  décroissant  en  valeur  absolue  et  tendent  vers  zéro.  Or 
le  n'cme  et  le  (n  -h  i)ièm-e  segment  sont  respectivement  représentés 
par 

s  in  a?2  dx. 


!  sinx2  dx         et  / 


<Jri7Z  \/{/l-+-î)Tl 


Cette  seconde  intégrale  est,  en  valeur  absolue,  moindre  que  la 
première  :  car,  si  l'on  pose  x-  =  tz-{-x'-,  elle  devient 


sina?2     .  dx. 

\fnlZ 


s/x1 


D'ailleurs  le  segment  de  rang  n  tend  vers  zéro,  car  il  est  moindre 
que  l'expression 

\/(/i  ^-ï)r.  —  \//t~ 

qui  tend  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment. 

Comme  autre  exemple  d'une  intégrale  où  la  considération  dune 
série  d'aires  joue  un  rôle  utile  dans  la  démonstration  de  l'existence 
de  la  limite,  citons  encore 


s. 


s\\\x 
dx, 

X 
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Des  raisonnements  analogues  à  ceux  que  nous  venons  d'em- 
ployer permettent  sans  peine  d'établir  que  cette  intégrale  a  un 
sens. 

25.  Cauchy  a  donné  une  règle  élégante  de  convergence  de  cer- 
taines séries  qui  se  rattache  aux  intégrales  dans  lesquelles  la  limite 
supérieure  devient  infinie. 

Soit / (x)  une  fonction,  positive  à  partir  d'une  certaine  valeur 
de  x,  continuellement  décroissante  et  tendant  vers  zéro  quand  x 
augmente  indéfiniment.  La  courbe  y=f(x)  admet  l'axe  des  x 
pour  asymptote,  et  il  pourra  arriver  que  l'intégrale 


fi  x  )  clx 


ait  ou  non  un  sens.  Si,  alors,  on  considère  la  série 

/u) -+-/Ù) -h... +/(/*>+...,   * 

cette  série  sera  convergente  ou  divergente,  suivant  que  V inté- 
grale précédente  aura  ou  non  un  sens. 


Si,   en  effet,   l'intégrale  /     f(x)dxa  une  limite  pour  x 


00. 


comme  la  somme  des  rectangles  intérieurs  construits  avec  la  base 
un  et  les  hauteurs  respectives /(  2),  /(  3),  .  .  .,  f(n)  est  moindre 
que  l'aire  comprise  entre  la  courbe,  l'axe  des  x  et  la  droite  x  =  1 , 
on  est  assuré  que  la  somme 

/<2)-h/(3)+...-4-/(/i; 

reste  inférieure  à  un  nombre  fixe,  et  la  série  est  par  suite  conver- 
gente. On  raisonnera  de  la  même  manière  dans  le  second  cas,  mais 
en  prenant  les  rectangles  extérieurs  à  la  courbe  :  la  somme 

/(.l)  -4-/(2)  H-.. .+/(«:) 

est  alors  supérieure  à  une  aire  qui  augmente  indéfiniment;  la  série 
sera  donc  divergente. 
Soit,  comme  exemple, 

f(x)  =■•—£">        P>°> 
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on  devra  considérer  l'intégrale 


/ 


dx 


elle  tend  vers  une  limite  pour  x  =  oc  quand  p  >>  i  ;  la  série  dont  le 

terme  général  est  —  est  alors  convergente,  elle  divergera  au  con- 

traire  si  p<  i . 

Prenons  encore  la  série  étudiée  par  Abel  (Œuvres  complètes, 
t.  I,  p.  399)  : 


2lûg2  fllog/ï 

elle  est  divergente,  car  l'intégrale 

dx 


f 


x  log  2? 


=  log  \ogX  —  log  Iog2 


augmente  indéfiniment  avec  x.  Abel  cite  cette  série  comme 
exemple  d'une  série  divergente  à  termes  positifs, 

pour  laquelle  le  produit  nu„  a  zéro  pour  limite. 

En  restant  dans  le  même  ordre  d'idées,  on  pourra  souvent  dé- 
terminer la  limite  d'expressions  de  la  forme 

S£  =/(n)+/(ft  +  i)  +  ...+/(n+/))) 

les  entiers  n  et  p  augmentant  indéfiniment,  la  fonction/(#)  satis- 
faisant d'ailleurs  aux  mêmes  conditions  que  plus  haut.  La  consi- 
dération des  rectangles  intérieurs  et  extérieurs  inscrits  dans  la 
courbe  conduit  de  suite  aux  inégalités 

f(x)  dx, 

n 

J\x)dx  : 

n 

donc 

'  f(x)da?+f(n)>S''l>   /  f(œ)dx-*~f(n+p)7 

n  '-  n 
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«t  par  suite  la  recherche  de  la  limite  S£  reviendra  à  celle  de 

f  f{x)dx. 

n 

Soit,  par  exemple,  /(.&)  —  —  ,  on  aura 

CD         l  l         ,  * 

/z       /i  -+-  i  n  -t-p 

•et  comme 

,p*nda?       .      (         p 

'   1+   —   J> 


/•^"éfa  ,  /  /A 


on    aura,  p  et  n    augmentant   iudéfiniment    de    telle   sorte    que 


lim  -  =  a, 
P 


limSg  =  log(n-a); 
en  particulier,  si  /?  =  /z ,  nous  voyons  que  la  limite  de 


i 


n  H  +  I  2  /£ 


pour  n  =z  oo  est  égale  à  log  2. 


VII.  —  Différentiation  sous  le  signe  d'intégration. 

26.  On  rencontrera  souvent,  dans  les  applications,  des  fonc- 
tions F  (a)  d'une  variable  a,  représentées  par  des  intégrales  défi- 
nies 

b 


I     /O,  cl)cIx, 


a  et  b  étant,  soit  des  constantes,  soit  des  fonctions  de  a. 

Cherchons    comment   on   pourra    former   la    dérivée    de    cette 
expression  par  rapport  à  a. 

Nous  supposerons  d'abord  que  a  et  b  ne  dépendent  pas  de  a. 

On  a  alors 

F(a-f-Aa)  —  F(a)  =   /     [/(#,  oc -+-  Aa)—  /(a?,  ot)]dte; 
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et,  par  suite, 

F(a+  Aa)  —  F(a)         f\f(x,  a  H-  Ax)  —  /(#,  a) 


-i 


Aa  ./  Aa 


tffcr. 


Cela  posé,  nous  supposerons  d'abord  que  la  fonction  f(x\  a) 
ait  une  dérivée  partielle  frx(x,  a)  par  rapport  à  a,  d'où  l'on  con- 
clut 

F  (a  +  Aa)  -  F(«)  ^  T  y,^.  «  ^  e  ^  )  A,         o<6<,. 

Nous.supposerons  ensuite  la  fonction  /^  (#j  a)  telle  que,  a?  étant 
quelconque  entre  a  et  b,  on  puisse  déterminer  une  quantité  posi- 
tive 7)  telle  que  pour 

|Aa  |<ï), 

on  ait 

|/£0,  »  +  Aa)  —f'a{x,  a)  |  <  s, 

£  étant  une  quantité  positive  donnée  à  l'avance  aussi  petite  qu'on 
voudra.  Dans  ces  conditions,  on  aura  évidemment 


F'(«)=  /    /'*(*,  a)  dx. 


Ainsi  donc,  pour  former  F'(a),  il  suffira  de  différentiel*  sous 
le  signe  somme  f  (#,  a)  par  rapport  à  a. 

La  condition  requise  se  trouvera  vérifiée  si  la  fonction /(a)  a 
non  seulement  une  dérivée  première,  mais  aussi  une  dérivée  se- 
conde par  rapport  à  a;  la  formule  de  Tajlor  donne  en  effet 

/;(*,  a  -f-  Aa)  -f'a{x,  a)-  Aa/^O,  a  4-  6  Aa); 

donc,  en  supposant  que  /«*  est  finie,  on  peut  satisfaire  à  l'inégalité 
demandée. 

Un  second  cas  à  signaler  est  celui  où  la  fonction  /'«(#,  a)  des 
deux  variables  x  et  a  sera  une  fonction  continue  de  ces  deux 
variables  par  rapport  à  x  et  a,  quand  x  variera  entre  a  et  b,  et 
a  dans  un  certain  intervalle  (a',  b!);  c'est  ce  qui  sera  démontré 
plus  tard.  Ce  point  nous  sera  en  effet  utile  quand  nous  établirons 
la  notion  d'intégrale  double  :  nous  nous  contenterons  d'énoncer 
cette  propriété  d'une  fonction  continue  de  deux  variables  qui  sera 
établie  au  Chapitre  ÎV  (§  2). 
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Nous  avons,  clans  ce  qui  précède,  supposé  que  a  et  b  étaient  des 
constantes;  supposons-les  maintenant  fonctions  de  a.  On  ramènera 
ce  cas  au  précédent  au  moyen  d'un  changement  de  variables  qui 
rendra  constantes  les  limites  de  l'intégrale.  Posons  à  cet  effet 


l'intégrale  devient 


x  =  (b  —  a  )  t  -+-  a  ; 


(«)=  f  f(x,*)(b-a 


)  dt. 


En  appliquant  la  règle  précédente,  on  a 

revenant  à  la  variable  a?,  nous  aurons 

„,.   ,        rbôf    •        /■* .  /rf*       rfa\     ate 


■/! 


)jc 


db        da 
dy.        d% 


da 


d.v, 


ou  encore 


'(a)  =  /     -f-dx  ^r 

.  1      ôx 


db        da 
di        da. 


x,  a) -*,(*.—  «)^     </x 


«7.   .  /         <JX 


les  deux  dernières  intégrations  s'effectuent  immédiatement,  et  l'on 
arrive  enfin  à  la  formule 


da 


*>d*> 


„,,  N      r  <)f  J       ,  7     ,db 

qui  exprime  la  règle  de  différentiation  dans  le  cas  général. 

27.   Les   règles  précédentes  impliquent  essentiellement  que  la 
fonction  sous  le  signe  d'intégration  reste  finie  entre  les  limites. 


l'HAIil).    —    T.    I. 
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Ainsi,  considérons  l'intégrale  définie 

dx 


f 


s/x  (a  —  x  ) 


qui  a  une  valeur  déterminée,  mais  dont  l'élément  devient  infini 
pour  x  =  o  et  pour  x  =  a. 

On  ne  peut  appliquer  à  cette  expression  la  règle  de  différentia- 
tion  par  rapport  à  a  :  en  l'appliquant,  on  obtient  une  différence, 
n'ayant  aucun  sens,  de  deux  termes  infinis. 

Si  l'une  des  limites  de  l'intégrale  devient  infinie,  l'application 
des  règles  précédentes  peut  encore  conduire  à  des  résultats  illu- 
soires. Considérons,  par  exemple,  l'intégrale 

(8)  Pïïï^ar, 

où  nous  supposerons  a  >>  o  ;  le  changement  de  variable  ax=y 
ramène  cette  intégrale  à  la  suivante 


f 


sinj/ 

*  y 


dy, 


qui,  nous  l'avons  dit,  a  un  sens  parfaitement  déterminé.  L'inté- 
grale (8)  ne  dépend  donc  pas  de  a;  mais,  si  nous  la  différentions 
par  rapport  à  a,  en  appliquant  la  règle,  nous  trouvons 


cosaa?  dx, 


intégrale  qui  n'a  aucun  sens. 

Ce  résultat  n'a  rien  qui  doive  étonner.  Les  hypothèses  faites,  en 
démontrant  la  règle  de  la  différentiation  sous  le  signe  d'intégration, 
reviennent  à  supposer  qu'on  peut  prendre  Aa  assez  petit  pour  que 

le  quotient 

f(x,  a.  -+-  Aa)  —f(x,  a) 

Aa 

diffère  de/'a  (#,  a)  de  moins  de  s,  et  cela  pour  toute  valeur  de  x 
comprise  dans  le  champ  d'intégration.  Ici,  il  faudrait  donc  pou- 
voir déterminer  Aa  de  façon  à  avoir 

sin  (a  -h  Aa)x  —  s'\x\y.x  .      . 

==  cosocx  -h  r, ,  j  '/)     <  £ 

x .  Aa 
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pour  toute  valeur  positive  de  x\  or,  pour  x  très  grand,  le  premier 
membre  est  très  petit,  tandis  que  le  second  est  indéterminé. 

Ainsi  quand  la  fonction  ou  les  limites  deviennent  infinies, 
on  ne  devra  pas  appliquer  sans  précautions  la  règle  de  différen- 
ciation. Voici,  du  reste,  une  remarque  générale  relative  au  cas  où 
l'une  des  limites  devient  infinie. 

Considérons  l'intégrale 


a  étant,  pour  simplifier,  une  constante.  Supposons  réalisées  les 
deux  conditions  suivantes  :  i°  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x, 
f(x,  a)  et  la  dérivée  /'a(.r,  a)  sont  en  valeur  absolue  moindres 

que  — j  M  étant  une  constante  positive,   n  un  exposant  supérieur 

à  l'unité;  2°  étant  donné  nn  nombre  s  aussi  petit  que  l'on  voudra, 
on  peut,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  dans  l'intervalle  (a,  /) 
fini  mais  quelconque,  trouver  une  quantité  h  telle  que,  pour  toute 
valeur  hK  de  module  moindre  que  A,  on  ait 

|/i(#,  a-+-  lu)—  /£(#,  a)|  <e. 

Nous  allons  établir  qu'on  pourra,  dans  ces  conditions,  appliquer 
à  la  fonction  V(a)  la   règle  de    différentiation   démontrée   plus 

haut.  Je  remarque  d'abord  que  les  deux  intégrales    /      /'(#,  a)  dx 

da 

00 

et    /     /a(#,  y.)dx  ont  un  sens  bien  déterminé.  Or  on  a 
da 

AV      r00 
ou,  en  la  partageant  en  deux  parties, 

av      r l  rx 

- —  =   /    /£(#,  a  -h  6  Aa)  dx  -+-   /      /%( x,  a  -+-  0  Aa)  dx. 
^a       da  "  Ji 

On  peut,  en  vertu  des  hypothèses  faites,  déterminer  l  de  façon 
que  l'intégrale 


/ 


M  dx 


j:> 
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soit  inférieure  à  z.  On  aura  donc 

av       r1 

-^  =      /'*(*'  a  ■+■  ° Aa) dx  +  r"       I  r<  l<  £- 

On  peut  en  outre  écrire,  d'après  la  seconde  condition. 

/£ ( r,  a  +  0  Aa  j  dx  =    /    /£  (  #,  a )  fita  4-  r/,  J  r/  |  <  e, 

si  Aa  est  suffisamment  petit.  Donc 

*J  a 

l  °° 

or  /    f.'&Ç-dPi  ol)  dx  diffère  de    /     jfi,(a?j  y.)  dx  de  moins  de  s.  Par 

suite,   la  différence  entre  -r—  et  cette   dernière  intégrale  n'atteint 
pas  3  e,  si  Aa  est  suffisamment  petit;  ce  qui  nous  donne  enfin 


d\       r 

■j-  =   /      /'*(*,  *)dx 

cpii  est  la  règle  de  différentiation  précédemment  établie. 

28.  On  vérifiera  facilement  que  les  conditions  précédentes  sont 
remplies  par  l'intégrale 

V(a)=    /      dx  (a>o). 

J0  x 

De  plus,  cette  intégrale  est  une  fonction  continue  de  a,  même 
pour  a  tendant  vers  zéro  par  valeurs  positives.  Pour  le  voir  nette- 
ment, nous  procéderons  comme  au  paragraphe  24  :  on  construit 
la  courbe  représentée  par  l'équation 

e-ccx  s in. 2; 

y  = 

X 

et  l'on  considère  l'intégrale  comme  une  série  alternée.  Si  Ion  prend 
seulement  dans  cette  série  un  nombre  limité  n  de  termes,  le  reste 
est  moindre  en  valeur  absolue  que  le  premier  terme  négligé.  Or, 
pour  n  suffisamment  grand  et  a^o,  ce  terme  est  aussi  petit  qu'on 
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veut;  d'autre  part,  la  suite  limitée  de  termes  est  une  fonction  évi- 
demment continue  de  a,  même  pour  a  =  o .  Par  conséquent, 
l'intégrale  V(a)  est  une  fonction  continue  de  a(a^>o)  même 
pour  a  =  o. 

Ceci  posé,  pour  calculer  V(a),  nous  calculerons  d'abord  l'inté- 
grale 


-i 


—7—= —  /       e~'xx  sina?  dx 
d<x 


qui  s'obtient  immédiatement  :   en  intégrant  successivement  deux 
fois  par  parties,  il  vient 


puis 


/      e -<*•*■  sina?  dx  =  -    /      e-^x  cosx  dx, 

rx  i       i    rx 

I      e-<xx  çqsx  dx  = /       c_3Ci  sinarc/^. 

J0  «        «J0 


Les  deux  relations  précédentes  donnent 


dV 


d%  i  4-  a2 

donc 

V  =■.  arc  tan  g  -  . 
a 

nous  prenons  l'arc  tang  compris  entre  —  -  et  H — -;  la  constante 

d'intégration  est  nulle,  puisque  V  tend  vers  zéro  quand  a  grandit 
indéfiniment. 

Cette  formule,  établie  pour  a  >>  o,  subsiste  encore  pour  a  =  <>. 
d'après  ce  que  nous  avons  dit  de  la  continuité  de  la  fonction  A  . 
On  trouve  ainsi  l'intégrale  importante 


/%  oo 

/       sm.r    .  r, 

I       dx  =  - 

fx  i 


VIII.  —  Intégrales  d'une  fonction  complexe  d'une  variable  réelle. 

29.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  des  fonctions  réelles 
de  variables  réelles.  Ce  n'est  que  dans  le  second  Volume  que  nous 
nous  occuperons  du  c;is  où  la  variable  esi  complexe;  mais  l'exten- 
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sion  de  la  notion  d'intégrale  définie  au  cas  d'une  fonction  complexe 
d'une  variable  réelle  se  fait  immédiatement. 

On  entend  par  fonction  complexe  F  (a?)  de  la  variable  réelle  xy 
une  expression  de  la  forme 

F(x)  =  f(x)  ■+-  io(x). 

On  aura,  par  définition, 

/-.  b  „  b  ~b 

!     F(x)dx  =   !    f(x)dx  ■+-  i  !     o(x)dx. 

Il  n'y  a  donc  pas  de  théorie  particulière  à  ces  intégrales,  qui  se 
ramènent  aux  intégrales  déjà  étudiées.  M.  Darboux  [Journal  de 
Mathématiques,  1876)  a  donné  une  formule  intéressante  analogue 
à  celle  que  nous  avons  rencontrée  quand  F  (a?)  est  une  fonction 
réelle  :  dans  ce  dernier  cas,  si  ^  (oc)  désigne  une  fonction  positive 
de  a  à  è,  ona 

p  b  ^b 

I     F(x)<\,(x)dx  =  F(?)  U*i.**j  a<Z<b. 

M.  Darboux  a  montré  comment  on  devait  modifier  cette  formule 
dans  le  cas  d'une  fonction  complexe.  Le  résultat  auquel  il  est  par- 
venu peut  s'établir  comme  il  suit.  Soit 

Jp.  b  pb  pb 

'     F{x)^(x)dx  —   I    f(x)'\i(x)dx-Jril     o(x)<b(x)  dx, 
a  J  a  J  a. 

<)>(#)  étant  positif  entre  a  et  b. 
On  aura 

mod  I  <   i    \/f*(x)-+-v*(x)ty(x)dx  =  y//2(0  +  ?2(£)  /      ty{x)dx, 

a<\<b 

(nous  écrivons  d'abord  que  le  module  d'une  somme  est  plus  petit 
que  la  somme  des  modules,  et  nous  appliquons  ensuite  la  formule 
relative  aux  fonctions  réelles). 
On  a  donc 

rl> 

mod  I  =  ô  \fp  (  l) :  4-  $2  (  Ç  )    /     ty(x)dx,         o<6<i, 
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OU 

motl  I  =6  modF(^)  f    ty(xjdx, 


J. 


et  par  suite,  si  a  désigne  l'argument  de  I  et  3  l'argument  de  F(£)., 

1  =  0e'«  modF(É)  f    ${x).dx  =  beU*-$¥{%yf-    ty(x)dx. 
Si  donc  nous  posons 


X  =  0  eU*-&, 
il  vient  finalement 


f    U< 

J  a 


I  =  XF(Ç)/      *i(x)dx, 

Â  étant  une  quantité  dont  le  modulé  est  au  plus  égal  à  l'unité.  Le 
cas  où  la  fonction  F  (a?)  est  complexe  se  distingue  du  cas  où  elle  est 
réelle  par  la  présence  de  ce  facteur  À. 

30.  La  démonstration  donnée  pour  la  formule  de  Taylor,  au 
moyen  de  l'intégration  par  parties,  généralisée,  s'applique  sans 
aucune  modification  à  cette  fonction  complexe  F(x),  et  l'on  a 
encore 

F(xi)  =  F(x9)  +  (xl-x0)F'(x0)-h.„ 

-h  (X'~X°^n  F(»Ux0)-\ f    '  Fi"+»(x)(xl  —  x)»dx. 

i .  2 . . .  n  î .  2 .  .  .n  J 

Le  reste  pourra,  en  appliquant  la  formule  de  M.  Darboux,  se 
mettre  sous  la  forme 

XF„.+„U)(*'-*.>"+i 

V         1  .  2  .  .  .  (  Il  -h  I  ) 

£  étant  compris  entre  xQ  et  x{,  et  X  désignant  une  quantité  com- 
plexe de  module  au  plus  égal  à  l'unité. 


CHAPITRE  IL 

INTEGRALES  INDÉFINIES. 


I.  —  Intégrales  des  fractions  rationnelles. 

1.  On  donne  souvent  le  nom  d 'intégrale  indéfinie  à  une  inté- 
grale définie  ayant  pour  limite  supérieure  la  variable  x  et  pour 
limite  inférieure  une  constante  qu'on  ne  fixe  pas.  On  représente 
simplement  par 

f{x)  dx 


f> 


cette  intégrale  indéfinie,  sans  prendre  la  peine  de  marquer  ces 
limites.  C'est  simplement  une  manière  de  désigner  une  fonction 
ayant  pour  dérivée  /(#)• 

f(. x)  étant  une  fonction  d'une  nature  déterminée,  il  est  d'un 
grand  intérêt  de  faire,  quand  cela  est  possible,  la  recherche  expli- 
cite de  cette  intégrale,  ou  de  réduire  les  intégrales,  correspondant 
aux  fonctions  de  même  nature,  au  plus  petit  nombre  de  types. 
Telles  sont  les  questions  qui  vont  nous  occuper  dans  ce  Chapitre; 
nous  commencerons  par  le  cas  où  f  {oc)  désigne  une  fraction  ration- 
nelle irréductible. 


2.   Considérons  donc  l'intégrale  indéfinie 


/ 


On  sait,  d'après  la  théorie  de  la  décomposition  des  fractions  ra- 
tionnelles,  que  toute  fraction  rationnelle  peut  se  mettre  sous  la 
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forme  d'un  polynôme  en  #,  plus  une  suite  de  termes  de  la  forme 

V         A« 

jLu  (x  —  a)^ 

les  quantités  a  étant  les  racines  def(x),  et  les  Aa  désignant  des 
constantes.  Or,  l'intégrale  d'un  polynôme  est  un  polynôme, 
puisque 


/ 


x"1  dx  = 


m 


D'autre  part,  on  a 

dx  (x  —  a)-*-^1 


Sx 


{x  —  a)a  —  a  -t-  1 

et 

r  dx 


ï^  « 


J 


x  —  a 


=  \og(x  —  a). 


Toute  la  théorie  est  contenue  dans  ces  remarques  évidentes. 
Mais  approfondissons  davantage  la  question. 

Nous  allons  nous  préoccuper  de  pousser  la  réduction  de  l'inté- 
grale le  plus  loin  possible,  en  ne  faisant  que  les  opérations  élémen- 
taires de  l'Algèbre,  c'est-à-dire  addition,  multiplication  et  division 
de  polynômes.  Rappelons  d'abord  que  sif(x)  a  été  décomposé  en 
un  produit  ïïj(^)Xso(^)X...  X®u(x)  de  polynômes  <p  pre- 
miers entre  eux,  on  aura 


y- 


f{x)       -u  yi(x) 

Supposons,  en  particulier,   qu'ayant  appliqué  la  théorie  des  ra- 
cines égales  nous  ayons  trouvé 

/(^)  =  X1X2...X», 

les  X  désignant  des  polynômes  dont  toutes  les  racines  sont  simples  : 
l'équation  X4  =  o  fait  connaître  toutes  les  racines  simples  de  y, 
l'équation  X2  =  o  les  racines  doubles  et  ainsi  de  suite.  On  sait 
qu'on  peut  trouver  les  polynômes  X  par  de  simples  divisions.  Nous 
aurons  donc 

F(x)        F,  (a?)        F«(x)  ¥n(x) 

J{x)         X,  Xj  x% 

Nous  sommes  ainsi,  d'une  manière  générale,  ramenés  à  chercher 
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l'intégrale 

(')  J  —ÛT-> 

o  étant  un  polynôme  quelconque,  et  X  un  polynôme  qui  n'a  que 
des  racines  simples. 

Supposons  que  l'entier  positif  a  soit  supérieur  à  l'unité  ;  je  dis 
que  nous  pouvons  ramener  la  recherche  de  cette  intégrale  à  une 
autre  de  même  forme,  mais  où  a  sera  remplacé  par  a  —  i . 

Montrons  en  effet  qu'on  peut  déterminer  un  polynôme  P  (x)  tel 
que  la  différence 

cp(>)         cl   rP(^)"i  •     .     ,     r  ?l<>) 

TS.„ ;  ; r-     V — 7      '  soit  de  la  forme      \:        • 

Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que 

<pO)H-(a-i)P(^)X', 

X'  désignant  la  dérivée  de  X,  soit  divisible  par  X.  Supposons  que 
X  soit  de  degré  m,  on  pourra  prendre  P(#)  de  degré  m  —  i,  de 
telle  sorte  que  l'expression  précédente  s'annule  pour  les  m  racines 
de  X,  ce  qui  est  possible  puisque,  pour  ces  racines,  X'  est  diffé- 
rent de  zéro.  On  aura  donc  à  déterminer  un  polynôme  de  degré 
m  —  i  qui  prend  pour  m  valeurs  de  la  variable  des  grandeurs 
données.  Mais,  en  présentant  sous  cette  forme  la  recherche  de  P(#), 
il  semble  qu'il  faille  résoudre  l'équation  X  =  o;  en  réalité,  l'exis- 
tence de  P(#)  étant  certaine  d'après  ce  qui  précède,  il  suffira  de 
procéder  en  faisant  la  division,  ce  qui  donnera  des  équations  du 
premier  degré  pour  déterminer  les  coefficients  de  P(#). 

P  (  x  ) 
Ainsi  de  l'intégrale  (i)  nous  passerons,  en  retranchant     g-1  ;  à 

l'intégrale 

?iO) 


/ 


,   dx, 

\a-i  ' 


et  ainsi  de  suite,  de  proche  en  proche,  jusqu'à 

pour  laquelle  nous  ne  pouvons  plus  évidemment  continuer  la  ré- 
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<l action,  Arrivé   à  ce  point,   il  est  nécessaire,  pour  achever  l'inté- 
gration, de  connaître  les  racines  de  l'équation  X  =  o. 

3.  Supposons  que  les  coefficients  de  la  fraction  rationnelle  soient 
réels  et  que  le  dénominateur  X  ait  été  résolu  :  portons  particuliè- 
rement notre  attention  sur  un  couple  de  racines  imaginaires  con- 
juguées. On  sait  que  l'on  aura,  pour  ce  couple  de  racines,  a  -+-  bi, 
a  —  bi\  la  somme  des  termes  simples 

[(x  —  a)2-^62J"  +  \\x  —  «)2  +  62J"-i  +  '  •  ' +  [(^  —  ajî^.^-i]  ' 

les  A  et  B  étant  des  constantes.   D'après  ce  qui  vient  d'être   dit, 

toutes  ces  intégrales  se  ramèneront  à  une  intégrale  de  même  forme 

que  la  dernière,   et  qu'on  trouvera  immédiatement  en  l'écrivant 

sous  la  lorme 

aMU  —  q)  — 2N6 

{x  —  «)2-+-  b' 

M  et  N  étant  deux  nouvelles  constantes.  Or,  on  aura 

2  M(x  —  a) 


fi 


dx  —  M  log[(>  —  a)2  -+-  &'2], 


(x  —  «)2-+-  62 
comme  on  le  vérifie  par  la  différentiation;  d'autre  part, 


/; 


(x  —  a)2 -h  b 
donc  finalement 


2 N  b            .                               x  —  a 
dx  =  2  JN  arc  tanu  — : 


X 


• liM(x  —  a)  —  2N6        M1      (#,—  a)2+62 

— ~ - -, =  M  loç  ^— '- - 

(x  —  ay-^b*  (^0—  «)2+  b- 


X\  —  a  Xo  —  a 


aie  tant; ; h-  2i\  arc  tanjr  — , 

^6  *       b 


formule  qui  ne  présentera  aucune  ambiguïté,  si  l'on  ajoute  que  les 
arcs  correspondant  aux  tangentes  indiquées  sont  compris  entre 
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et  -f-- 

2  2 


Nous  avons  écrit  plus  haut 

dr 


(■- 


x  —  a 


=  log(o7  —  a); 


ce  résultat  n'a,  jusqu'ici,  de  sens  pour  nous  que  si  a  est  réel. 
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Soit  maintenant  #==  a  -h  [it  :  nous  aurons 
/"  (x  —  a")  â?.r  r        $  i  dx 


Ç    dx  r  (x  —  y.)  dx  r 


P2       J  (^  — a)2-+- 32 
=  -  log[(#  —  a)2  -h  fi2J  -+-  i  arc  lang  — 


II.  —  Intégrales  hyperelliptiques. 

4.  Les  intégrales  les  plus  importantes  qui  aient  donné  lieu  à 
une  théorie  complète  sont  les  intégrales  de  la  forme 

(a)  /  F(x,y)dx, 

F  étant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  y,  et  y  une  fonction  a/ gé- 
brique  quelconque  de  x,  c'est-à-dire  une  fonction  liée  à  x  par  la 

relation 

f(x,y)  =  0, 

où/  est  un  polynôme.  Les  plus  simples  de  ces  intégrales,  après 
celles  où  y  est  une  fonction  rationnelle  de  x,  sont  celles  où  y  est 
liée  à  x  par  la  relation 

R(#)  étant  un  polynôme  que  nous  pouvons  supposer  n'avoir  que 
des  racines  simples.  De  telles  intégrales  sont  appelées  hyperellip- 
tiques. 

Ce  polynôme  peut  être  de  degré  pair  ou  impair;  les  deux  cas  se 
ramènent  l'un  à  l'autre.  Supposons  le  polynôme  de  degré  pair  ip\ 
posons,  en  désignant  par  a  une  racine  de  R(.r), 

1 

x  =  y.  -+-  -  ; 
z 

l'intégrale  se  trouvera  ramenée  à  une  intégrale  de  même  forme, 
mais  où  le  radical  portera  seulement  sur  un  polynôme  de  degré 
ip  —  1  ;  on  aura  en  effet 

R(*)  =  -^r' 

R4  (z)  étant  un  polynôme  de  degré  ip  —  1 . 

Inversement,  si  l'on  a  un  polynôme  R(x)  de  degré  impair  ip —  1, 
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il  suffira  de  poser 


i 

x  =  - 
z 


pour  êlre  ramené  au  cas  d'un  polynôme  de  degré  ip. 

Ceci    dit,    considérons  l'intégrale  (2)  :   la  fraction  rationnelle 
F  (oc.  Y)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

les  M  et  N  étant  des  polynômes  en  x.  On  élimine  pour  cela  toutes 
les  puissances  de  y  autres  que  la  première  en  remplaçant  y-n  par 
R"  ely2n+l  par  yR". 

Si  nous  multiplions  les  deux  termes  de  F  par  M,  ■ —  N, y,  nous 
aurons 

P  et  Q  étant  des  fractions  rationnelles  de  x  ;  ou  encore,  en  rempla- 
çant  y  par ,  nous  aurons,  a  une  manière  générale, 

r,       .  B 

F  =  A  -h  .  1 


i/H(x) 


A.  et  B  étant  des  fractions  rationnelles  quelconques  de  x.  En  for- 
mant l'intégrale  (2)  nous  avons  d'abord 

/  A.ûfcr, 

«y 

intégrale  dune  fraction  rationnelle  déjà  étudiée,  et  l'intégrale,  dont 
nous  devons  maintenant  nous  occuper, 


/ 


r  dx. 


La  fraction  rationnelle  B  peut  se  décomposer  en  un  polynôme 
et  en  une  suite  de  fractions  simples  dont  le  dénominateur  est  une 
puissance  d'un  binôme  {x  —  a).  Nous  avons  donc  finalement  les 
deux  types  suivants  : 


/%f(x)dx  r        o(x)dx 

\/\\{x)  J  (x  —  a)*)/ii(x) 


J(x)  et  (d(x)  désignant  des  polynômes,  et  a  un  entier  positif. 
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o.  Prenons  d'abord  les  intégrales  du  premier  type 

'/(  x  )  d x 


■ 


sjR(x) 


La  discussion  se  fera  de  la  même  manière  que  R  soit  de  degré 
pair  ou  impair;  il  est  néanmoins  indispensable  de  faire  une  hypo- 
thèse particulière.  Nous  supposerons  dans  la  suite  que  R(x*)  est  de 
degré  ip  -+-  i.  Sans  être  essentiel  au  fond,  le  choix  d'un  polynôme 
de  degré  impair  est  préférable  pour  le  développement  de  la  théorie  ; 
nous  ne  nous  en  rendons  pas  encore  bien  compte  en  ce  moment, 
mais  nous  le  verrons  plus  tard  dans  l'étude  plus  complète  de  ces 
intégrales. 

Soit  m  le  degré  def(x),  nous  allons  montrer  que  ce  degré 
peut  être  abaissé  au  degré  ip  —  i .  Supposons  donc  m  supérieur 
à  ce  nombre  et  posons 

m  =  ip  -h  À        (  X  ^  o  ) . 

Je  dis  que  de  l'expression  on  peut  retrancher  la  dérivée 

\/R(x) 

de  C a?^ y/R ( 3? ) ,  C  étant  choisi  de   telle  sorte  que  le  numérateur  de 

i .  On  a  en  effet 


la  différence  soit  de  degré  tu  —  i .  On  a  en  effet 


G-ét^/RôO]  =-C 


le  degré  du  numérateur  est  2/?-f-À,  nous  pouvons  donc  choisir  G 
de  telle  sorte  que,  dans  la  différence 

f(x)  —  G  rX.r>-i  RO)  4-  i^>-R'(^)|  , 

le  coefficient  de  xm  soit  nul.  Par  une  série  de  soustractions  succes- 
sives nous  ramènerons  donc,  notre  intégrale  à  une  partie  toute  in- 
tégrée et  à  une  intégrale 

^f\(x)  dx 


F 


V/K(a?) 


mais  où  cette  fois  f  K  (x)  sera  un  polynôme  au  plus  de  degré  zp  —  i , 
car  la  réduction  pourra  se  faire  pour  la  dernière  fois  quand  on 
aura  X  —  o. 
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Nous  obtenons  donc  ip  intégrales  de  la  forme 
xV*  dx 


f 


V/R(a?) 


(\X  =  O,  1,    2,    .  ..,   ip  —  i). 


En  général,  ces  intégrales  sont  des  transcendantes  nouvelles  et 
distinctes  les  unes  des  autres,  qui  ne  sont  pas  susceptibles  de 
s'exprimer  à  l'aide  des  fonctions  introduites  dans  les  éléments.  On 
doit  étudier  sur  elles-mêmes  leurs  propriétés  extrêmement  intéres- 
santes; mais  nous  ne  pourrons  qu'ultérieurement  entreprendre 
cette  étude.  Montrons  seulement  qu'on  peut  les  partager  en  deux 
espèces  :  les  intégrales  de  la. première  espèce  sont  celles  qui  resteront 
finies  quand  x  augmentera  indéfiniment,  les  autres  seront  dites  de 
seconde  espèce.  IN  ou  s  pouvons  ici  appliquer  le  théorème  du  para- 
graphe 21  (Chap.  I)  :  la  fonction  ——==.  est  comparable  pour  x  très 

\/R(x) 

«rand  à  ■ 

<3  1 

X 


Sid 


onc 


/>-*  ~\—  lJ->ï         ou         V<P—\y 


l'intégrale  sera  de  première  espèce. 

On  aura  donc  p  intégrales  de  première  espèce,  c'est-à-dire  res- 
tant finies  pour  x  =  <x>  (pour  y.  =  o,  i ,  2,  ...,/?  —  1)  ;  les  autres 
intégrales  seront  de  seconde  espèce. 

Rappelons  d'ailleurs  que  toutes  ces  intégrales  restent  finies 
quand  x  tend  vers  une  racine  de  R(#)  ==  o. 


(3) 


6.   Passons  maintenant  aux  intégrales  du  second  type 

f        y ( x )  dx 


(x—a)*s/K(x) 


Deux  cas  sont  à  distinguer,  suivant  que  a  est  ou  non  racine  du 
polynôme  R(#).  Je  me  place  d'abord  dans  le  second  cas.  Je  vais, 
en  supposant  a  >>  1 ,  retrancher  de  l'intégrale  une  expression  de  la 
forme 

C  \/R(x~) 
(x  —  a)«-*J 
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de  telle  sorte  que  la  différence  soit  une  intégrale  de  la  forme  ini- 
tiale, mais  où  a  sera  remplace1  par  a  —  t.  On  a,  G  désignant  une 
constante, 

-^,-i)K{x)+-(x-a)K'{x) 
C.JLf     ^K(g)      \=Ct  ^ 


dx  \(x  —  a)*-lJ  (x  —  a)*)/R(x) 

Dans  la  différence 

(a:  —  a)«  /K(a7)  <^  \(#  —  a)**/ 

le  numérateur  sera  divisible  par  a?  —  a  si  Ion  a 

et  (a)  -h  C(a  —  i)  R(rt)  =  o, 

égalité  qui  détermine  C,  puisque  R(a)  n'est  pas  nul  et  que  a  est 
supposé  plus  grand  que  l'unité.  Ainsi,  par  la  soustraction  précé- 
dente, nous  sommes  conduit  à  une  intégrale  de  la  forme 


/. 


<pi(a?)  dx 


(*  —  a)a~VKO) 

es,  étant  toujours  un  polynôme.  Nous  pourrons  continuer  ainsi 
cette  réduction  jusqu'à  ce  que  nous  arrivions  à  une  intégrale  de  la 
forme  (3)  où  l'on  ait  a r  =  i.  D'ailleurs,  en  divisant  z*(x)  par  x —  a, 
cette  dernière  intégrale  se  ramènera  aux  intégrales  du  paragraphe 
précédent  et  à  l'unique  intégrale 


/ 


dx 


(x  —  a)  \/W(x ) 


Dans  le  cas  où  R(a)  =  o,  les  considérations  précédentes  ne 
s'appliquent  plus;  mais,  avec  une  petite  modification  dans  les  rai- 
sonnements, nous  allons  pouvoir  effectuer  la  réduction  aux  seules 
intégrales  du  premier  type.  Reprenons  donc  l'intégrale  (3)  en 
supposant  que  a  soit  racine  de  R  (x).   Nous  formons  la  différence 


(4)  T      ', -C  — 


?(*)  r   d        v/K( 


(x  —  a)*y/R(x)  lix  \(#  —  «)a/ 


x 
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le  second  terme  peut  s'écrire 

-R'(j)-aR,(^) 


c2 


(x  —  a)«-s/\\{x) 
en  posant 


x  —  a 


Or  a  est  racine  simple  de  R(#),  donc  R,  (a)  =  Rr  (a)  ^é  o,  et 
par  suite  on  peut  déterminer  C  de  manière  que  la  différence  (4) 
soit  de  la  forme 

(x—  a)»-1  \/W(x) 
11  suffit  pour  cela  que 

(?(a)-c(^-aj  R'(.a)  =  o,. 

Le  coefficient  de  G  est  différent  de  zéro,  même  pour  a  ==  i  :  on 
pourra  donc  effectuer  de  proche  en  proche  la  réduction  jusqu'à 
faire  disparaître  toute  puissance  de  x — a  au  dénominateur  et 
finalement  il  ne  restera,  dans  ce  cas,  que  des  intégrales  du  premier 
type. 

En  résumé,  le  second  type  se  ramène  au  premier  et  à  des- 
intégrales  de  la  forme 

dx 


h 


{x  —  a)  \/K(a7) 
la  constante  a  n'étant  pas  racine  de  R(#)  =  o. 

7.  Nous  avons  fait  les  réductions  précédentes  en  supposant  le- 
polynome  R(#)  de -degré  impair  ip  -}-  i  ;  cette  hypothèse  n'avait 
aucun  intérêt  pour  la  réduction  faite  en  dernier  lieu,  qui  en  est 
évidemment  indépendante.  Il  n'en  est  pas  de  même  pour  celle  qui 
concerne  les  intégrales  de  la  forme 


/ 


'■o  (  x  )  dx 

v/K(.r) 


Les  raisonnements  peuvent  néanmoins  être    faits  avec  peu  de 
modifications.  Il  suffira  d'énoncer  le  résultat  : 

Si  le  polynôme  R(#)  est  de  degré  2/?,   toutes  ces  intégrales  se 


PICAHI).    —    T.    I. 
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xV-  dx 


ramèneront  aux  intégrales 


/ 


s/W(x) 


où  |jl  devra  prendre   les  valeurs  o,  i ,  2,  .  .  . ,  à  p  —  2  ;  il  y  a  donc/ 
dans  ce  cas,  ip  —  1  intégrales  du  premier  type. 

8.  Donnons  quelques  exemples  simples.  Je  supposerai  d'abord 
le  polynôme  R(a?)  du  second  degré.  D'après  ce  qui  précède  (§  7), 
toutes  les  intégrales  de  la  forme 


!  F  (à-,  /A  a?2 -h  Bx  -h  C)  dx, 


F  désignant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  \/Ax*-\-  Bx  -f-  C, 
se  ramèneront  aux  deux  intégrales 


dx  r  dx 


f,  dX         -     «       f 


{x  —  a)  v/Aa?2-+-  B.r  h-  C 

a  désignant  une  constante.  Ces  deux  intégrales  se  trouvent  immé- 
diatement; elles  se  ramènent  d'abord  l'une  à  l'autre,  car  il  sulïit 

de  poser  dans  la  seconde  x —  a  =  —  pour  la  ramener  à  la  forme 

de  la  première.  Quanta  celle-ci,  deux  cas  seront  à  distinguer  sui- 
vant le  signe  de  A.  Selon  que  A  sera  positif  ou  négatif,  nous  au- 
rons,  par  un  changement  linéaire   de   variable,   l'une   ou  l'autre 

forme 

/dx  r      dx 
•            OU           /  -> 
s/x^  +  y.               J  /a2  —  X1* 

qui  sont  respectivement,  comme  le  montre  la  différentiation, 

\o™(x  -+-  \/x2-+-  a)     et     arc  sin  —  • 


Passons  au  cas  où  R(a?)  serait  un  polynôme  du  troisième  degré  ; 
les  intégrales  du  premier  type  sont  alors  au  nombre  de  deux  : 


/dx  r  x  dx 

l'intégrale  est  dite  alors  une  intégrale  elliptique. 
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Le  cas  où  R(#)  est  nu  polynôme  du  quatrième  degré  peut  se 
ramener,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  d'une  manière  générale, 
au  cas  où  le  polynôme  est  du  troisième  degré.  On  a  pris  longtemps, 
comme  polynôme  normal,  le  polynôme  du  quatrième  degré;  on 
tend  maintenant  à  faire  la  théorie  des  intégrales  elliptiques  et  des 
fonctions  qui  s'en  déduisent  en  prenant  comme  polynôme  normal 
le  polynôme  du  troisième  degré.  Indiquons  cependant,  relative- 
ment aux  polynômes  du  quatrième  degré,  une  transformation  qui 
a  joué  un  rôle  très  important  :  elle  consiste  en  ce  qu'on  peut  sup- 
poser seulement  des  termes  de  degré  pair  dans  le  polynôme. 
Employons  en  effet  la  transformation 

1 

J         p  —  x 

p  désignant  une  constante,   ce  qui  revient  à  faire  la  substitution 
.x  =  p On  a  alors 

R(.r)=^Z). 

Nous  allons  déterminer  p  de  façon  que  la  somme  de  deux  ra- 
cines du  polynôme  transformé  en  y  soit  égale  à  la  somme  des  deux 
autres.  Si  nous  désignons  par  a,  b,  c,  d  les  quatre  racines  de  R(a?), 
les  racines  de  R,  (y)  seront 

1  T  I  F 

,     -,     ,     -. 

p  —  a       p  —  o       p  —  c       p  —  d 

Ecrivons,  par  exemple, 

1  1  1  1 

=  o, 


p  —  a  .     p  —  b        p  —  c        p  —  d 

équation  qui  est  du  second  degré  en  p.  Si  l'on  prend  pour  p  une 
de  ses  racines,  le  polynôme  R,  (y)  sera  de  la  forme 

Ri(7)  =  A'(jk24-),jk+  u)  0>*-f  XjKH-i*r), 

le  coefficient  de  y  étant  le  même  dans  les  deux  facteurs.  11  suffira 
alors  de  poser  y-\--  =' z  pour  avoir  le  polynôme  bicarré 
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On  peul  donc  supposer  que  le  polynôme  K(x)  est  bicarré^  soit 
B(.r)  =  a0x4-f-  a^x--*-  a2. 

Les  intégrales  de  la  première  catégorie  sont  alors 

/dx  r  x  dx  r  .r2  dx 

\/a0x'+ -+-  atx'2^-  a*         J  \/a0x'+^-  a{x'2  -+-  a-        J  \/a0  x'*  -+-  «t  x7  H-  a- 

La  seconde  de  ces  intégrales  se  ramène  aux  fonctions  élémen- 
taires :  il  suffît  en  effet  de  poser  x2  =  y  pour  la  ramener  à  l'inté- 
grale 

dy 


f: 


\Az0  J2  +  ay  y  -+-  a2 


III.  —  Intégrales  de  différentielles  algébriques, 
réduction  des  intégrales  abéliennes. 

9.     Le  cas  général  d'une  intégrale  de  différentielle  algébrique 
est  une  intégrale  de  la  forme 


/ 


F(x,y)dx, 


F  étant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  y\  y  est  liée  à  x  par  la 
relation 

/O,  y)  =  o3 

f  étant  un  polynôme  irréductible  en  x  et  y,  c'est-à-dire  que  la 
courbe  algébrique  représentée  par  cette  équation  est  indécompo- 
sable. Nous  allons  faire  sur  l'intégrale  précédente  quelques  réduc- 
tions cV une  nature  purement  algébrique;  ce  ne  sera  qu'après 
avoir  étudié  plus  tard  les  principes  de  la  Théorie  des  fonctions 
dune  variable  complexe  que  nous  pourrons  pénétrer  plus  avant 
dans  la  théorie  de  ces  intégrales,  appelées  intégrales  abéliennes, 
du  nom  du  géomètre  norvégien  Abel,  qui  a  fait  connaître  à  leur 
sujet  un  théorème  d'une  extrême  importance. 

Je  supposerai  la  courbe/ =  o  de  degré  m\  de  plus,  l'ensemble 
des  ternies  homogènes  de  degré  m  dans/(#,jr)  se  compose  de 
m  facteurs  linéaires  distincts  et  aucun  d'eux  ne  se  réduit  à  x  ou 
ky.  En  langage  géométrique,  ceci  revient  à  dire  que  les  m  direc- 
tions asjmptoliques  de  la  courbe/ sont  distinctes  et  ne  sont  pas 
parallèles  aux  axes.  Cette  supposition  est  toujours  permise,  car  on 
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peut  commencer  par  faire  sur  la  courbe  une  transformation  homo- 
graphique  ou  une  perspective  qui  la  réalisera. 
Ceci  dit,  j'écrirai  l'intégrale  sous  la  forme 


(5)  1=  /  ty(x,y)-£j 

J  J  y 

ce  qui  revient  à  poser 


fr(*,-r)=-/rF(*».r): 
à  (.r,  y)  sera  une  fraction  rationnelle  de  x  et  y,  soit 

M  et  N  étant  des  polynômes  en  x  et  y.  Montrons  d'abord  qu'on 

peut  remplacer  la   fraction  rationnelle  ^  par  une  autre  dont   le 

dénominateur  ne  renferme  que  la  variable  x.  Nous  nous  appuie- 
rons pour  cela  sur  le  théorème  d'Algèbre  suivant  : 

Etant  donnés  deux  polynômes  premiers  entre  eux  f(x,y)  et 

N  (x,  y),  on  peut  trouve?*  deux  polynômes  en  x  et  en  y,  A  et  B, 

tels  que 

A/ -h  BN  =  X, 

X  étant  un  polynôme  en  x. 

Ce  théorème  se  démontre  comme  la  proposition  analogue  rela- 
tive à  deux  polynômes  ne  renfermant  qu'une  seule  variable. 
Soient 


N  =  bnyn  -+-  bv  y'1-1 


a 


ni) 


les  deux  polynômes  ordonnés  par  rapport  à  y  :  les  a  et  b  sont 
des  polynômes  en  x.  Prenons  le  résultant X  de  ces  deux  polynômes 
en  y.  On  peut  le  mettre  sous  la  forme  d'un  déterminant  bien  connu 
d'ordre  m  -f-  n  : 

«0      fi\        ...       Uni  O  O         ...  O 


X 


o  «0 

o  0 

b0  bi 

0  o 


a. 


bn     . 


O 
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Si  l'on  multiplie  les  éléments  de  la  première  colonne  vertical 
par  y'"+"-',  ceux  de  la  seconde  par  ym**r"%  et  ainsi  de  suite,  el 
qu'après  les  avoir  ainsi  multipliés  on  les  ajoute  à  la  dernière, 
celle-ci  se  trouvera  remplacée  par 

En  développant  le  déterminant,  on  a  l'identité 

X  =  A/+  BN, 

A  et  B  sont  des  polynômes  en  x  et  y,   et  X  ne  dépend  que  de  x. 

On  aura  donc 

(        M        BM        BM 

V  ~  N  ~  BN  ~~    X  ' 

puisque  y  est  définie  par  la  relation/ '(#, y)  =  <>.  La  fraction  •l  a 
alors  pour  dénominateur  X,  qui  ne  dépend  que  de  a?,  et  nous  pou- 
vons écrire  l'intégrale  (5)  sous  la  forme 


/ 


P(x,  y)  dx 


Nous  obtenons  ainsi,  en  décomposant  la  fraction  ^  en  éléments 
simples,  des  intégrales  des  deux  types 

ÇV\xry)  dx         (!Q(œ.  y)dx 
J  7y  '     J  (x-a)*f>; 

P  et  Q  étant  des  polynômes  en  x  etjK,  et  ces  deux  formes  rap- 
pellent celles  que  nous  avons  trouvées  pour  les  intégrales  hyper- 
elliptiques. 

10.    Nous  allons   montrer  que  dans  les  intégrales  du  premier 
type 


(6) 


P  (x,  y)  dx 


on  peut  ramener  le  degré  du  polynôme  P,  qui  est  arbitraire, 
à  être  au  plus  :  2  m  —  4- 

Soit  p  le  degré  du  polynôme  P  et  supposons 


p^im  —  3. 
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Retranchons  de  l'intégrale  (6)  un  polynôme  homogèneenr  et  y 
de  degré  p —  m  +  2  :  soit  X{#,  y).  Ce  polynôme  A  peut  évidem- 
ment s'écrire,  en  tenant  compte  de  la  relation /(a?,  y)  =  o, 

A(*;"r)=  fVx^~Vy^xdx. 

J  J'y 

Pouvons-nous  choisir  A  de  telle  sorte  que  la  différence 

(7)  P(^r)-(^/;—  *yf'x) 

soit  un  polynôme  de  degré  p  —  i  ? 

Désignons  par  P»  (#,  y)  l'ensemble  des  termes  homogènes  de 
degré/?  dans  P(jr,  y)  et  v(x,y)  l'ensemble  des  ternies  homo- 
gènes de  degré  m  dans  f\x,y)]  l'expression  (7)^ se  réduira  à  un 
polynôme  de  degré  p  —  1 ,  si 

(8)  Pi(f,r)-(>'*T^-^?i) 

est  divisible  par  co(\r,  y)  :  car  alors,  <x(x,  jr)  étant  le  quotient,  il 
suffira  de  retrancher  de  (7)  le  produit  ul(  x,  y)f(x,  y)  pour  avoir 
un  polynôme  de  degré  p  —  1 .  Cette  soustraction  ne  change  d'ail- 
leurs rien  à  l'expression  (7),  puisque  f(x,  y)  =  o.   Remplaçons 

>4  par  sa  valeur 

(p  —  m  •+-  2 )X  —  ?' Àj 


a? 


tirée  du  théorème  d'Euler  relatif  aux  fonctions  homogènes  :  l'ex- 
pression (8)  deviendra 

x  P  !  (  x,  y  )  —  (/?  —  7»  H-  fc  )  X  (  a?,  y  )  cpy  -h  m  X'v  çp 

x 

Elle  sera  divisible  par  o(x,y)  si  le  numérateur  est  divisible 
par  o  qui,  par  hypothèse,  ne  contient  pas  x  en  facteur.  Nous  avons 
donc  à  choisir  A  de  telle  sorte  que 

x?x{x,  y)  —  {p  —  /?i-h2)X(.r,  y)yy 

soit   divisible    par   ©(#,  j')7   ce  qui  sera  possible   si  le  degré   de 
\( x.  y )  est  supérieur  ou  égal  à  m  —  1 ,  c'est-à-dire  si 

p  —  m  +  2^m-i  ou         p^-iîn  —  3. 

Le  degré  de  P(/:  y  )  se  trouvera  donc  ainsi  abaissé  d'une  unité 
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et  l'on  pourra  continuer  jusqu'à  ce  que  ce  degré  atteigne  im  —  \ 
Donc,  en  résumé,  dans  les  intégrales  du  premier  type 


s 


P(.r,  y)  dx 


fi- 

le  polynôme  P(#,  y)  peut  être  abaissé  au  degré  im  —  \, 

11.  Avant  de  passer  aux  intégrales  du  second  type,  il  nous  faul 
faire  quelques  remarques  préliminaires. 

Soit  x.=  a  une  droite  rencontrant  la  courbe /(x,  y)  en  m  points 
distincts,  dont  nous  désignerons  les  coordonnées  parj^n  J'27  •  •  -j 
}w,  et  admettons  d'autre  part  qu'un  polynôme  €>(#,  y)  en  x  et  y 
s'annule  en  ces  m  points  :  je  dis  quelle  quotient 

$>(x,y) 

1 

x  —  a 

en  SLipposant  x  et  y  liées  par  la  relation  f(x,  y)  =  o,  peut  se 
mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  en  x  et  y. 

En  effet,  $>{x,  y)  peut  être  ordonné  suivant  les  puissances  de 
x  —  a,  et  l'ensemble  des  termes  ne  dépendant  pas  de  x  sera  un 
polynôme  en  y,  o(y)]  nous  devons  montrer  que 

(9)  -*^ 

J/  x  —  a 

peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  en  x  et  y.  Or  v(y) 
s'annule  pour  j,,  y2,  .  .  .  iym-  D'autre  part,  en  ordonnant  le  poly- 
nôme f{x,  y)  suivant  les  puissances  de  x  —  <7,  l'équation  y  =  o  se 
met  sous  la  forme 

(r  — ri)---(r  — rm)+(^  — «)/>i(j)  +  (^  — «)2/>2(j/)+...  =  o, 

les  p  désignant  des  polynômes  en  y)  donc 

lr-.r,)(y-r>).--(y-.r,„)  rsilit       ?M_ 

x  —  a  x  —  a 

se  mettront  sous  la  forme  d'un  polynôme  en  x  et  y. 

En  second  lieu,  supposons  que  la  droite  x  =  a  soit  tangente  à 
la  courbe/^,  en  un  point  simple,  deux  points  de  rencontre  seule- 
ment étant  confondus  au  point  de  contact,  et  les  (m —  2)  autres 
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points  de  rencontre  étant  distincts.  Je  suppose  le  polynôme  <b(x,y) 
tel  que  la  courbe 

*<>>7)  =  ° 

soit  rencontrée  par  la  droite  x  =  a  en  deux  points  confondus  au 
même  point  que  y,  et  passe  par  les  (m  —  2)  autres  points  de  ren- 
contre. 

Je  dis  encore  que 

> 

x  —  a 

en  supposant  x  et  y  liées  par  la  relation/ (,r,  y)  =  o,  peut  se  mettre 
sous  la  forme  d'un  polynôme  en  x  et  en  j.  La  démonstration  sera 
analogue;  l'expression  se  réduit  à  la  forme  (g).  Or,  en  désignant 
par  j-,  l'ordonnée  correspondant  à  la  racine  double  et  pary2?  •  •  -7 
ym-\  les  ordonnées  des  (m  —  2)  autres  points  de  rencontre,  ®{y) 
contiendra  en  facteur 

(y  —  y\)Hy  —  y*)-  --(y  —  ym-i); 

d'autre  part,  l'équation  f  =  o  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(y— yi)-(y  —  y*)---(y—  r»*-i)+<7i0/)<>  —  «)-+-  q2(y){x— a)*  -+-..'.=  o, 

les  q  étant  des  polynômes,  et  la  démonstration  s'achève  comme 
plus  haut. 

12.  Revenons  maintenant  aux  intégrales  du  second  type 

Nous  allons  démontrer  que  : 

On  peut  ramener,  de  proche  en  proche,  celte  intégrale  à 
une  intégrale  analogue,  mais  dans  laquelle  le  degré  a  est  égal 
à  r unité. 

En  d'autres  termes,  on  peut  toujours  abaisser  d'une  unité  le 
degré  a,  si  a  ^>  1 . 

Je  suppose  d'abord  que  la  droite  x  —  a  rencontre  la  courbe 
f(x,  y)  =  o  en  m  points  distincts. 

Employons  le  même  genre  de  considérations  :  nous  retranche- 
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ions  de  l'intégrale  (  io),  en  tenant  compte  de  L'équation  J  I  / .  y)  =  <>r 
une  expression  de  la  forme 

À,\r;.r)    =  ry  r  M*, y)  \d± 

J    dv  l{x—  ai*-'  j 


(  a',-./V  —  Ay/f  )  (rr  —  a)  —  (a  —  i  )/.(>.  .r  >/>' 


(ar~a)V; 


c/.r, 


ai  r,  >')  étant  un  polynôme  que  nous  choisirons  de  telle  sorte  que 
cette  différence  soit  une  intégrale  analogue  à  (10*),  mais  a  étant 
remplacé  par  a  —  i .  Pour  cela  il  suffit  que 

Q  O,  y  )  h-  (  *  —  Q  X(-y.  y)fy 

(x  —  a  )x 

i     r               Qx(x.  y  )         ,         ,     ,. 
puisse  se  mettre  sous  la  tonne  — -r — r'  c  est-a-dire  que 

Q(x,  y)-r-  (ct-i)ï(x,  y). t'y 
(x  —  a  ) 

se  réduise  à  un  polynôme.  Or  ceci  aura  lieu  si  le  numérateur  s'an- 
nule pour  les  m  points  de  rencontre  de  x  =  a  avec  la  courbe  (  §  1 1 1 . 
On  satisfait  à  cette  condition  en  prenant  pour  A  un  polynôme,  en 
y  seul,  de  degré  771—1,  qui  se  trouvera  ainsi  complètement  déter- 
miné, puisque/'  est  différent  de  zéro. 

Le  théorème  est  donc  démontré,  et,  en  continuant  de  proche 
en  proche,  on  est  ramené  uniquement  à  l'intégrale  qui  correspond 
à  a  =  1 . 


13.  La  réduction  est  moins  immédiate  si  la  droite  x=a  est 
tangente  à  la  courbe  dans  les  conditions  du  n°  11,  mais  par  un 
artifice  simple,  on  peut  ramener  ce  cas  au  cas  précédent. 

Par  hypothèse,  la  droite  x  =  a  est  tangente  à  la  courbe  en 
V,  (  a,  y ,  )  et  la  rencontre  en  outre  en  m  —  2  points  simples  dis- 
tincts A?(a,<y2)i  •  •  •,  Aw_,(>,€i^_,). 

On  a  évidemment 


J=    rQ(x,y)dx  =_   r  Q(x1y)dy 
J    (*-«)*/./"        J    (*-a)*fx 


dx  dy 

car  —  —        77- * 

J  y  Jx 


à  cause  de 

/(*i  y  )  =/(*i  r>+  ix  —  a)\{x,  r)  =  o, 
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~\ 


on  voit  que 


el  ï  prend  la  forme 


(x 


J _    ["_  X(.r.  j 


/. 


Qi(^,.r) 


r) 


-dy, 


\A«,y)\xJ, 

Q,  étant  un  polynôme. 

Or, 

f(a,  y)=  K(.y  —  yi)~(y  —  y*)..  Ày  —  ym-i), 

el  en  décomposant  — t-  en  éléments  simples  on  ramènera  I  à 

mie  somme  d'intégrales  du  type 

Q2(-r,.r) 


y 


(r- W 


-  ç?r, 


où  j3  a  nécessairement  les  valeurs  jt,  y.2->  •  •  •  ?  ^m-i  • 

La  variable  y  jouera  ici  le  rôle  que  jouait  x  an  n°  12,  car  on  peut 
supposer  les  axes  orientés  de  telle  façon  qu'aucune  des  droites 
y  —  p  ne  soit  tangente  à  la  courbe  et  ne  passe  par  un  point  double  : 
ceci  ne  serait  impossible  en  effet  que  si  par  tout  point  de  la  courbe 
passaient  toujours  deux  tangentes  rectangulaires  à  cette  courbe  ou 
si  la  courbe  était  sa  propre  podaire  par  rapport  à  un  point  double, 
et  il  est  clair  que  par  une  homographie  arbitraire  on  pourra  tou- 
jours faire  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi.  I  se  ramènera  donc,  en  vertu 
du  n°  12.  à  une  somme  composée  à? une  fraction  rationnelle  en 
x  et  y  et  d'intégrales  du  type 


S; 


Q<>,  y) 
(y— M 


-  dy, 


On  a 


.  >/„_,.  Revenons  alors  à  la  variable  x. 


o  =  f(x,  y)  =  f(x,  Pj)  -+-  (y  —  (3)  'b(x,  y)         (>b  polynôme  en  w,  y) 


avec 


/(a?,  fi)  ==  X0(x  —  a)  (x  —  ai). .  .(x  —  am  ) 


(  A„  constante),  chacune  des  droites  y  =  (3  coupant  la  courbe  en 
m  points  distincts,  dont  l'un  a  pour  abscisse  a,  puisque  c'est  l'un 
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des  points  At ,  A2,  .  .  . ,  Am_i .  De  là  il  suit 

?n —  1 

y—§~        /(ar,  fi)       Zd    x  —  at  x  —  a 

1 

et  l'on  voit  finalement  en  reprenant  x  comme  variable  dans  les 
dernières  intégrales  que  I  se  trouvera  ramenée  à  la  somme  d'une 
fraction  rationnelle  en  #,  y  et  d'intégrales  du  type  voulu 


/ 


(x-a)J' 


a  ayant  l'une  des  valeurs  #,   a,,    ...,   am_s    et  Q  polynôme  en 

On  peut  présenter  d'une  façon  plus  directe  la  réduction  de  l'in- 
tégrale  I   et  c'est  ce  que  nous  allons  faire  maintenant  par   une 
méthode  à  la  vérité  plus  longue  que  celle  qu'on  vient  d'exposer. 
Nous  allons  retrancher  de  l'intégrale  (10)  une  expression  de  la 
forme 

M**  y) 

{x  —  a)*' 

Pour  effectuer  la  même  réduction  que  précédemment,  "k(x,  y) 
devra  être  tel  que  l'expression 

(l{x,  y)(x  -  a)  +  ryX(x,  y)/;-  -  (x  -  a)^/;-}^/!,) 

(x  —  a)*+l 

soit  de  la  forme 

Qi(^r)  . 

(x  —  a )*-*  " 

11  faudra  d'abord  que        ''  ^ '■'  r  puisse   se   mettre  sous  la  forme 
1  x  —  a      l 

d'un  polynôme.  Il  suffit  pour  cela  que  À(#,  y)  s'annule  pour 

(a,  jKi),     (a,  J2),     ...,     (a,  ym-\), 

puisque  déjà  /'  s'annule  pour  (#,  y{).  Le  polynôme  \(xyy)f'Y, 
pour  #=<?,  deviendra  alors  un  polynôme  en  payant  la  racine 
double yx  et  les  racines  simples  y2-l  .  •  .^ym-\  et,  par  suite,  d'après 
le  lemme  (§  H), 

M*,y)fï 

x  —  a 
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pourra  se   mettre   sous  la  forme  d'un  polynôme.   Nous  pourrons 
prendre  pour  ).  le  polynôme  en  y 


*  =  (y-  yi)(y  —  y-2)(.y  —  y 


m—l 


f*O0i 


p(y)  étant  un  polynôme  en  y. 
Il  faut  ensuite  que 


tè^+Wa 


x  —  a 


x  —  a 


se  mette  encore  sous  la  forme  d'un  polynôme.  Nous  allons   une 
nouvelle   fois   appliquer   le  lemme  (§  11).    Le  numérateur   peut 


s  écrire 

(il)  Q(x,y)-i-y. 


(y  —  y\)(y  —  y-2)'--(y- ym-\ )fj-   ( 

x  —  a 

y  -  yi)-  -  -(y  —  ym-i)p'(y)f'x 


+^j^rf(r~r,y~-y'-,)- 

Cette  expression  doit  d'abord  s'annuler  pour  (#,  yt),  (a,  y2),  •  -., 
(#j  ym-î)  '■  cette  condition  nous  fait  connaître  les  valeurs  de 

lx(yi),    \J-{yz),     ...,     p(ym-i). 

Ces  quantités  seront  parfaitement  déterminées.  En  effet,  cher- 
chons le  coefficient  de  [a(Vi  ),  correspondant  au  point  de  contact  : 
ce  sera 


Ci 2)   y- 


(y  —yi)(.r—j 


x  —  a  J  r=„         L 


d(y  —  Yj)...(y—y, 
dy 


-} 

J.r=a 


Or,  dans  le  cas  actuel,  on  a  (§  11) 

ftx\  y)  =  (y-  yOHy  —  y%  >•  •  -Cr  —  y-n-%)  +  O  —  *)?i00  -h.  ..=  o. 

Cette    relation    permet    de    calculer    immédiatement   l'expres- 
sion (12)  :  elle  se  réduit  à    , 

(i3)  (—  ia-^Dqi(yi)(yi  —  y%)'--(yi  —  y»i-\  >; 

or  r/,  (y,  )  n'est  pas  nul  si  le  point  (a,  yK  )  es/,  comme  nous  le  sup- 
posons, un  point  simple  de  la  courbe  /'.  Donc  le  coefficient  de 
u.(y{  )  est  différent  de  zéro. 
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Les  autres  coefficients  se  calculent  d'une  manière  analogue  : 
celui  de  \>*{yi)  par  exemple  est 

et  dans  celte  expression  q\(y-2)  n'est  pas  nul  si  au  point  (a,  )  '•_>  ! 
/<2  tangente  à  la  courbe  f  nest  pas  parallèle  à  V axe  des,  j\ 
comme  nous  pouvons  le  supposer;  nous  avons  d'ailleurs  a  >  1 . 

11  nous  faut  encore  écrire  que,  dans  l'expression  (  i  i)  mise  sous 
forme  de  polynôme  et  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 
de  x — a  et  y — y^  il  n'y  a  pas  de  terme  du  premier  degré  en 
y- — Y) ..  Cette  condition  détermine,  sans  impossibilité  aucune,  la 
valeur  de  u'(j',  ).  On  trouve  en  effet  que  la  partie  du  coefficient 
de  y — yK  qui  dépend  de  )f  {j\  )  se  réduit  à 

2,  ï  _  z)  {J;[yx  )ql(y1)(yl  —  y\  >.  .  .{y{  —  ym-\)\ 

M-'(yr)  sera  donc  déterminée  par  la  condition  indiquée. 
Ainsi  y.{y)  doit  être  un  polynôme  iel  que 

fJ-Oi)}     !J-(J2),      ••-,     H-Cf**-i)         et  en  outre         ^'(/i) 

aient  des  valeurs  données.  Il  existe  une  infinité  de  tels  polynômes. 
Soit,  par  exemple,  o(j')  un  polynôme  d'un  degré  au  moins  égal  à 
m  —  2  ayant  pour  y  ■==.  (yt,  .  .  . ,  ym-\  )  les  valeurs  données,  il  en 
sera  de  même  du  polynôme 

{x(y)  =  v(y)-+-  0(7  —  70.  ..(y—"ym-t)i 
dans  lequel  on  déterminera  la  constante  C  par  la  condition  que 

lx'(yi)  =  (?'^yi')-^C(yl  —  y2).  ..(yi  —  y ,n-\) 

ait  une  valeur  donnée. 

Le  théorème  énoncé  (§12)  est  donc  encore  démontré  dans  le 
cas  où  la  droite  x  =  a  est  tangente  à  la  courbe  f  en  un  point 
simple. 

14.  D'autres  circonstances  pourront  se  présenter.  La  courbe 
peut  avoir  des  points  singuliers.  Supposons  qu'elle  ait  seulement 
des  points  doubles  à  tangentes  distinctes,  et  que  la  parallèle  à 
icixe  des  y  menée  par  un  point  double  ne  soit  tangente  en  ce 
point  à  aucune  des  deux  branches  de  courbes  qui  y  passent. 
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Dans  ce  cas,  les  réductions  faites  plus  haul  ne  peuvent  plu» 
être  employées. 

Si  a  est  l'abscisse  d'un  point  double,  la  droite  x  =  a  rencon- 
trera la  courbe  au  point  double  dont  nous  désignerons  l'ordonnée 
par  y,,  et  en  m  —  i  autres  points  simples  dont  nous  désignerons 
comme  ci-dessus  les  ordonnées  par  y2l  •••7  J'/«-i«  Par  Ie  point 
double  («,  yK  )  passent  deux  branches  de  courbes,  et  si  l'équation 
de  la  courbe  est  mise,  dans  le  voisinage  du  point  double,  sous  la 
forme 

/(>>  X)  =  -Ma?  —  af-  h-  -2  B  (  .r  —  a  )  (y  —  y{  )  ■+■  Ç(  j  —  ^1  >2  -h .  .  .  =  o, 

on  aura  pour  une  des  branches,  dans  ce  voisinage, 

y  —  y{  =  mx(x  —  «)-+-..., 
■et,  pour  l'autre, 

y  —  jKi  =  m2(x  —  «)-+-..., 

les  termes  non  écrits  étant  de  degrés   supérieurs  au  premier  en 
x  —  a\  /??,  et  m2  désignant  les  deux  racines  de  l'équation 

A  +  'iBfli+C  m'1  =  o. 

Nous  aurons  besoin  d'avoir  /v  sur  l'une  et  l'autre  branche.  Or 

-  f'y  =="B(a?  —  a}  -h  C(jr  —  yi  )  ■>¥■ 

Par  suite,  sur  la  première  branche, 

-  f'y  =  1  x  —  a  )  (  B  -h  C  m 1  )  -+- .  .  . , 

mais  on  trouve  de  suite 

B  -t-  Cm'i  ==  /B2—  AC,         B  -+-  G  mt  =  —  y'B*  — AC. 
Sur  l'une  et  l'autre  branche,  les  coefficients  de  x  —  a  dans  -  I  ' 

7  -2''   -? 

développée  suivant  les  puissances  de  x  —  a  sont  donc  égaux  et  de 
signes  contraires. 

Ceci  posé,  remarquons  encore   qu'il  n'y  a   presque  rien  à   mo- 
difier au  second  lemme  du  paragraphe  11   pour  en  déduire  que,  si 

la  courbe 

<Im  x,  y  )  =  o 
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a   un   point   double   en   (a,  ys)  et  passe   par  les   ///  —  2    points 
(a,  y2),  . .  . ,  (a,  Jw_i),  lé  quotient 

a;  —  a 

en  supposant  a?  et  y  liées  par  la  relation  j "(a?,  y)  =  o,  yoe«£  5e 
mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  en  x  et  y. 

lo.  Reprenons  maintenant  la  réduction  de  l'intégrale 


(j).  •  / 


Q ( x,  y)  dx 

<*  —  «>«/;■ 


(a  >  I). 


Si  l'on  développe  le  coefficient  de  dx  en  les  puissances  de  (x  —  à) 
et  si  l'on  intègre,  le  développement  de  l'intégrale  précédente  com- 
mence, pour  chacune  des  branches,  au  voisinage  du  point  double, 
par  un  terme  en 


(x  —  tt)a' 

et,  dans  le  voisinage  de  chacun  des  points  (  cv,  v;)  (i  ^>  1),  par  un 

terme  en 

1 


(x  —  «)<*-' 


Supposant  d'abord  a  >»*2,  nous  allons  montrer  qu'en  retranchant 
de  l'intégrale  J  l'expression 

(l4)  (a?_a)«+i' 

on  peut,  si  l'on  choisit  convenablement  le  polynôme  A,  s'arranger 
de  manière  que  le  développement  de  cette  différence  commence, 
pour  le  point  double,  par  un  terme 


O  —  a)a-J 
(H,  pour  chacun  des  points  (a,  y,),  par  un  terme  en 


(x—  a;«-2 
Pour  le  point  double,  le  polynôme  \(x,  y)  devra  s'annuler,  et 
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si  l'on  pose 

X(à?,  y)=   \(x  —  a)-+-B(y  —  JKi)  +.  .., 

on  devra  choisir  A  et  H  de  manière  que 

A  -h  B  m  i     et     A  -+-  B  ni-, 

aient  des  valeurs  données  représentant  les  coefficients  de 

1  (x  —  a)* 

dans  le  développement  de  l'intégrale  sur  l'une  et  l'autre  branche. 
Pour  un  point  (a,  yi),  il  faut  que,  quand  on  remplace  y  par  son 
développement,  le  développement  de  A  commence  par  un  terme 
en  {x  —  a)2,  et  que  le  coefficient  de  (x  —  a)2  ait  la  valeur  corres- 
pondant au  coefficient  de r- — -  dans  le  développement  de  J. 

v  (x  —  a)*-1  rr 

Ces  diverses  conditions  sont  évidemment  compatibles,  et  l'on 
peut  d'une  infinité  de  manières  avoir  un  pol>nome  \(.x,y)  satis- 
faisant aux  conditions  requises. 

Ceci  posé,  la  différence  de  l'intégrale  J  et  de  l'expression  (i4)  se 
présente  tout  d'abord  sous  la  forme 

P( x.  y)  dx 


ia-1-2  f 


fy 


mais  nous  savons  que,  dans  le  voisinage  du  point  double,  les  déve- 
loppements commencent  par  un  terme  en 


(x  —  a)*-* 
et,   dans  le  voisinage  des  points  simples  (a,  yt),  par  un  terme  en 


(x  —  «)a-2 

Nous  avons  supposé  y.  >>  2  ;  si  l'on  avait  a  =  2,  une  petite  modi- 

1 

O  —  a)a"2 


lication  devrait  être  faite;  au  lieu  du  terme  en rz~zi  il  fau- 


drait dire  le  terme  en 

Iog(.r  —  a  1. 

Or,  si  nous  envisageons  l'intégrale  (i5),  nous  allons  voir  facile- 
ment qu'elle  est  susceptible  d'une  autre  forme.  Tl  faut,  en  premier 
lieu,   que  P(#,  y)  s'annule  aux  points  simples  (#,  yf),  et  que  la 

courbe 

\>{x,y)  =  o 

PICAKD.    —    T.    r.  <> 
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ait  un  point  double  en  (a,  t)'i),  ear  autrement  les  développements 
de  l'intégrale  rie  pourraient  commencer  delà  manière  indiquée. 

Par  suite, 

P(*,jn 
x  — a 

peut  se   mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  en  x  ely,  et  l'inté- 
grale (i5)  prend  la  forme 

P,  (  x,  y)  dx 


06)  /; 


(x  —  a)*+ij± 

P,  étant  un  polynôme.  Mais  nous  pouvons  ici  encore  faire  la  même 
remarque  ;  le  quotient 

Pi(*,.r) 

(x  —  a  ) 

sera  encore  susceptible  de  se  mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme, 

et  nous  avons 

P2(a7,  y)  dx 


I 


(x-a)«J> 


Nous  ne  pouvons  plus  continuer  le  même  raisonnement,  mais 
cependant  nous  pouvons  encore  conclure  immédiatement  de  la 
nature  des  développements  que  P2(#,  y)  s'annule  aux  points 
(a,  y{),  (a,  y 2),  .  .  . ,  (a, ym__ t  ).  Finalement,  nous  sommes  ramenés 
aune  intégrale  de  la  forme  J,  mais  avec  la  condition  que  le  poly- 
nôme Q  s'annule  en  tous  les  points  de  rencontre  delà  droite 
x  —  a  avec  la  courbe. 


16.  Partons  donc  de  nouveau  de  l'intégrale 


Q  (  a?,  y  )  dx 


Q  s'annulant  en  {a,  y{),  (a,  y2),  .  .  .,  {a,  ym_{). 

Je  dis  que,  en  retranchant  de  (1)  l'expression  algébrique  conve- 
nablement choisie 

H*,. y) 


(x  —  a)a' 


la  différence  sera  de  la  forme  de  l'intégrale  I,  mais  où  a  aura  été 
remplacé  par  a  —  1 . 

Faisons  le  raisonnement  d'abord  pour  a=  2.  (Ce  cas  présente 
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quelques  particularités  spéciales.)  Nous  avons 


117) 


/ 


Q(  x,  y  \  dx 
(or-a.)V;' 


Les  développements  commencent,  pour  le  point  double,  par  des 

termes  en 

1 


x  —  a 


pour  les  points  simples  (a,  yi),  par  des  termes  en 

\og(x  —  a). 
Envisageons  l'expression 


(18) 


nous  pouvons  nous  arranger  de  façon  qu'elle  reste  finie  aux  points 
simples,  et  que,  au  point  double,  ses  développements  sur  l'une  et 
l'autre  branche  commencent  par  des  termes  en 


x  — a 


dont  les  coefficients  soientles  mêmes  que  pour  l'intégrale  proposée. 
Donc  la  différence  des  intégrales  (17)  et  (18)  aura  tous  ses  déve- 
loppements commençant  par  des  termes  en 

log(a?  —  a). 

<  )r  cette  différence  se  présente  d'abord  sous  la  forme 

P(x,  y)  dx 


f 


o-a)*/; 


P(x,y)  devra  s'annuler  aux  points  simples,  et  la  courbe  P  =  o 
aura  un  point  double  en  (a,  yK  );  sinon,  il  y  aurait,  dans  les  déve- 
loppements de  l'intégrale,    d'autres  termes  infinis  que  des  termes 

en  log(#  —  a).  Par  suite, 

P(x,  y) 


x  —  a 


est  certainement  susceptible  de  se  mettre  sous  la  forme  drun  poly- 
nôme. Nous  avons  donc 

Pt(x,y\dx 

(x-a)\f[ 


f 
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niais  nous  pouvons  recommencer  le  même  raisonnement,  et  nous 
avons  finalement  l'intégrale 

rVj(  x,  y)dx 
J     (x-a)/;.   ' 

Le  raisonnement  est  tout  à  fait  de  même  nature  si  a  est  supérieur 
à  deux;  il  n'y  a  aucune  difficulté  :  on  passera  du  cas  de  a  au  cas  de 
a  —  i  par  une  soustraction  de  la  forme  indiquée,  sous  la  condi- 
tion a  >>  1  ('  ). 

17.  La  réduction  est  donc  faite  dans  tous  les  cas  pour  les  inté- 
grales du  second  type 


Q(x,  y)  dx 

^7; 


(«>i), 


en  supposant  toutefois  que  la  courbe  ait  seulement  des  points 
doubles  à  tangentes  distinctes.  Une  telle  intégrale  peut  toujours, 
par  la  soustraction  d1 une  fraction  rationnelle  convenable  en 
x  et  y,  être  ramenée  à  V intégrale 


s 


R(iF,  y)  dx 

{.x—a)fy  ' 


R  désignant  encore  un  polynôme. 

On  peut,  d'ailleurs,  supposer  que  le  polynôme  R(#,  y)  ne  ren- 
ferme y  qu'au  degré  m  —  1  au  plus,  si  l'on  se  sert  de  l'équation 
/(  x,  y)  =  o  pour  faire  disparaître  les  puissances  de  y  supérieures 
à  m  —  1 .  Ordonnant  alors  R(#,  y),  ainsi  réduit,  par  rapport  aux 
puissances  de  x  —  a,  on  voit  que  cette  intégrale  se  ramène  en  défi- 
nitive à  une  intégrale  du  premier  type  et  à  la  suivante 


/ 


R(y)dx 

(x-a)f^ 


où  R(y)  est  un  polynôme  en  y  seul,  de  degré  m  —  1  au  plus. 


(M  Dans  la  première  édition  de  cet  Ouvrage  cette  réduction  est  traitée  de 
façon  moins  simple,  quoique  plus  élémentaire.  Ici  nous  admettons  que  de  la  rela- 
tion algébrique  f(x,  y)  =  o  l'on  peut  déduire  un  développement  âe  y  en  puis- 
sances entières  de  (x  —  a).  On  admettra  sans  peine  ce  point  qui  est  établi  dans 
la  théorie  des  fonctions  algébriques. 
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IV.  —  Intégrales  des  fonctions  rationnelles  de  sinx  et  cos.r. 

18.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  des  intégrales  de  dilïé- 
rentielles  algébriques;  on  rencontrera  souvent,  dans  les  applica- 
tions, des  intégrales  de  la  forme 


/  Jisinx,  cosx)dx, 


j  étant  une  fonction  rationnelle  de  sin  x  et  cos  x.  Ces  intégrales  se 
ramènent  immédiatement  à  des  intégrales  de  fonctions  rationnelles  : 
si  l'on  pose,  en  effet, 


x 
tang  -  '=  y, 


on  a,  comme  on  sait, 


iy                               i  —  y2 
sina?=  '■ — — j  cos  x  = : — ; 

d'autre  part,  de  la  relation  entre  x  et  y,  qui  peut  s'écrire 

x  =  i  arc  tangj', 

dx  = 


on  tire 

2  dy 


Après  ces   substitutions,   notre  intégrale  prendra  donc  la  forme 


fF(y)dy, 


F  étant  une  fraction  rationnelle  de  y. 

On  peut  ramener  d'une  autre  manière  l'intégration  à  celle  d'une 
fraction  rationnelle;  en  posant 


exl  —  z. 


on  a,  d'après  les  formules  d'Euler, 


iiz 
on  aura,  de  plus, 


Z2—  I  z*+t 

s  î  n  x  = r—  j  cos  x  =  ; 


,  dz 

dx  =  — :  : 

Zl 
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nous  aurons  donc  encore,  après  les  substitutions,   à  intégrer   une 
fraction  rationnelle. 

Gomme  exemple  de  la  première  méthode  d'intégration,  calcu- 
lons l'arc  de  la  parabole.  Soit  y2  =  zpx  l'équation  de  la  courbe 
rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet.  Exprimons  les 
coordonnées  x  ely  d'un  point  arbitraire  de  la  courbe  à  l'aide  de 
l'angle   a  que  fait  la  tangente  en  ce  point  de  la  courbe  avec  l'axe 

des  x.  ( )n  a 

P 


2tang-a  J        tanga 


et  l'on  trouve  de  suite 

/>*  dry} 


ds*  =  dx*  ■+■  dy*  = 


si  ne  a 


Nous  allons  compter  l'arc  à  partir  du  sommet  :  ds  et  dy.  seront  de 
signe  contraire.  Nous  aurons  donc 


/•*   da 


Pour  calculer  cette  intégrale,  posons 

tang^  =  y; 
il  vient  alors 

*-~pl  — w< — ' 

dont  l'intégration  est  immédiate 

s=-/jXrfe-*-^+f)rf/=/'G^-iiog^-H> 

et.  en  remplaçant  y  par  tang-» 

p  /  COS  Cf.  .  <x\ 

—  (  -t-t log  tang-  )  • 

•2  \sm2a  b         &  2/ 


19.  On  peut  modifier  la  seconde  méthode  d'intégration  de  façon 
à  présenter  cette  théorie  sous  la  forme  la  plus  élégante.  C'est  ce 
que  fait  M.  Hermite  dans  son  Cours  d'Analyse,  et  ce  que  nous 
allons  indiquer  rapidement  d'après  lui. 
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Reprenons  l'intégrale 

/  f(  sina°,  cpsa?)  dx. 

«y 

En    remplaçant  sin  x  et  cos#   par  leur    valeur  en  fonction  de 

y(sin:r,  côsa?)  =  P(.s), 


<?•*"',  on  a 


l*  étant  une  fonction  rationnelle  de  ^.  Nous  allons  chercher  à 
mettre  P(s),  considérée  comme  fonction  de  x,  sous  la  forme  la 
plus  favorable  pour  l'intégration.  En  décomposant  P(z)  en  fractions 
simples,  nous  avons 

'îî(s)  étant  un  polynôme;  on  voit  que  le  second  terme  provient  de 
la  racine  3  =  0  qui  pourrait  se  trouver  au  dénominateur  de  P(s), 
et  que  nous  mettons  ainsi  en  évidence.  Les  autres  racines  a  sont 
différentes  de  zéro.  Posant  alors 

a  =  e'a, 
nous  avons  d'abord 

e~ a'  /  .         x  —  y. 

- 1  —  i  cot I  : 


conséquence  immédiate  de  la  relation  qui  donne  cot  x  en  fonction 
de  exl.  Les  termes 

a?  —  a 


se  présentent  maintenant  sous  la  forme  d'un  polynôme  en  cot 
Cette  forme  est  peu  favorable  à  l'intégration;   mais  nous  pouvons 
exprimer   les    différentes    puissances    de    cot  ■ en    fonctions 

Linéaires  de  cot et  de  ses  dérivées.   On  a  en  effet,  pour  la 

seconde  puissance, 

1  „  dç,K)\x 

C<>l237    =    —    I r • 

dx    . 
Supposons  d'une  manière  générale  que  l'on  ait  jusqu'au  rang  // 

k  —  n—l 

\^     „    dk'co\x 

Col"  a*  =        >        (./,  -—. t 

Jmd  dxk 

k  =  0 
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les  C  étant  des  constantes;  il  en  sera  de  rnémé  pour  col"+l  '.  Déri- 
vons en  effet  les  deux  membres  de  l'identité  précédente;  on  aura 

k  =  n—l 

.     ,                   „     x          V^     ^    dh+x  cota? 
n  cot"-i#(—  I  —  cot2a?)  =      >      G/e -r-, — ; — ', 


*  =  o 


or,  cotra-H  .2?  sexprimant  comme    il  a  été   dit,   la  même  propriété 
subsistera,  d'après  cette  relation,  pour  col"*'  x. 
Nous  avons  donc,  après  ces  réductions, 


k  =  n-l         d&  COt 


a        (2  —  a)2  (-  —  a  )n  Ad  dxk 


Multiplions  cette  expression  par  dx^  et  intégrons.   Le  résultat 
est  immédiat,  car  la  seule  quadrature  à  effectuer  sera 


./' 


x  —  oc 
cot dx, 


[ui  donne  2  log  sm  - 


i 

Pour  toutes  les  racines  a  différentes  de  zéro,  on  fera  un  calcul 
analogue.  Il  resle  donc  seulement  à  considérer  les  termes 


*<*)*2& 


mais,  en  remplaçant  z  par  cos.r  -j-  j'sina?,  cette  expression  prend 
la  forme 

y  t(%n  cos  n  x  -+-  [3„  si ii  nx), 

dont  l'intégration  est  immédiate. 

Ces  généralités  nous  suffiront;  je  renverrai,  pour  les  applica- 
tions, au  Cours  d'Analyse  de  M.  Hermite,  où  le  lecteur  trouvera 
les  développements  les  plus  intéressants  sur  cette  méthode  de 
réduction. 


CHAPITRE  III. 

INTÉGRALES  CURVILIGNES 


I.  —  Définition  des  intégrales  curvilignes. 

I,  C'est  la  notion  de  la  somme  simple  d'éléments  de  la  forme 
f{Xi)  dxt  qui  a  joué  jusqu'ici  le  rôle  essentiel;  nous  allons  cher- 
cher à  la  généraliser.  Commençons  par  une  extension  qui,  tout 
en  n'impliquant  aucune  idée  nouvelle,  nous  sera  très  utile  dans  la 
suite. 

Considérons  une  fonction  P(.^,y)  des  deux  variables  x  et  y  et 
prenons  dans  le  plan  (Oa?,  Oy)  deux  points  a  et  (â  de  coordon- 
nées (a,  À)  et  (b,  B)  :  on  les  joint  par  une  courbe  C  {fig.  5). 

Vis.  5. 


Divisons  l'arc  aji  en  un  certain  nombre  d'intervalles  par  les 
points  de  subdivision  a,,  a2,  ...,  a„_,  dont  les  coordonnées 
seront  (#, ,  yK  )  (#2,  y2)  .  .  .  (xn_{ ,  yn_  ,  )  ;  nous  formons  la  somme 

tout  à  fait  analogue,  comme  on  voit,  à  celle  qui  nous  a  conduit 
à  l'intégrale  définie,  avec  la  seule  différence  que  la  fonction  P  ne 
dépend  pas  seulement  de  #,  mais  aussi  de  y. 
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Quand  tous  les  intervalles  (a,,  a/+,  )  tendent  vers  zéro,  leur 
nombre  augmente  indéfiniment,  cette  somme  tend  vers  une  limite. 
Pour  s'en  rendre  compte,  on  pourrait  répéter  les  raisonnements 
faits  au  début;  il  est  plus  rapide  de  ramener  cette  somme  aux 
sommes  jusqu'ici  considérées.  Prenons  le  cas  le  plus  simple  où  la 

courbe  a8  est  telle  qu'à  chaque  valeur  de  x  correspond  une  seule 

valeur  de  y.  Soit  jk  =  <£>(#)  l'équation  de  cette  courbe  aj3;  nous 
supposons  la  fonction  <p(#)  continue  de  a  à  b.  En  posant 
P[#,  ©(#)]  =rF(.2>),  la  somme  précédente  n'est  autre  chose  que 

F(a  )  (Ti  —  a)  -h  F(>i)  (^?2 —  scx)  -+-*.. -t-  F(^/t_,)(6  —  #»-i); 
elle  a,  par  conséquent,  pour  limite  l'intégrale  définie 

f    P[x,  «p(ar)]obr. 

Cette  intégrale  se  représente  par  le  symbole 

on  dit  que  c'est  une  intégrale  curviligne  prise  le  long  de  la 
courbe  C  depuis  a  jusqu'à  [6.  Pour  que  cette  intégrale  ait  un  sens, 
il  ne  suffit  pas  de  donner  les  points  extrêmes  a  et  (3,  il  faut,  en 
outre,  indiquer  le  chemin  suivi  pour  aller  de  a  à  (3. 

Il  peut  arriver  que  la  courbe  joignant  a  à  p  soit  rencontrée  en 
plus    d'un    point   par   une    parallèle    à   Taxe  des  y.   Nous   parta- 


gerons alors  l'arc  de  courbe  en   un    certain   nombre   de  parties 
pour  lesquelles  à  chaque  valeur    de    x    ne  correspondra  qu'une 
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valeur  de  y.  Les  extrémités  de  ces  arcs  seront  les  points  où  la  tan- 
gente à  la  courbe  est  parallèle  à  Oy.  Prenons,  par  exemple,  la 
figure  6.  Il  y  aura  sur  l'arc  (a£J)  un  point  y  où  la  tangente  est 
parallèle  à  Oy.  L'intégrale  de  a  à  y  se  calculera  comme  plus  haut 
et  pareillement  celle  de  y  à  (3;  mais,  dans  le  second  cas,  la  fonc- 
lion  jr=©(;r)  à  substituer  dans  P  ne  sera  pas  la  même  que  dans 
le  premier. 


2.    On  définira  de  même  l'intégrale  curviligne 

/  Q(*,y)dy   . 

prise  le  long  d'un  arc  C  et  dans  laquelle  la  variable  de  sommation 
est  y.  Elle  est  la  limite  de  la  somme  des  éléments 

Q(«,  k)(yx  —  A)  H-  Qi^i,  yl)(y.2  —  yl)-i-...-{-Q(xn-i,  yn-i)(B  —yn-i), 

et  les  mêmes  considérations  serviront  à  la  ramener  à  une  intégrale 
définie. 

On  peut  indiquer  pour  l'intégrale  curviligne  une  méthode  de 
calcul  plus  générale  dont  nous  ferons  fréquemment  usage. 

Soient 

*=/(')»        .T  =  ?'(•*) 

les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  exprimées 
en  fonction  d'un  paramètre  t.  Ces  deux  fonctions  seront  suppo- 
sées des  fonctions  continues  de  t\  quand  t  variera  de  t0  à  t{1  le 
point  (a?,  y)  décrira  l'arc  de  courbe  C.  Admettons  en  outre  que 
les  fonctions /(i)  et.  f(t)  aient  des  dérivées  f'(t)  et  ^'(f)  et  que 
ces  dérivées  soient  des  fonctions  continues  de  £,  sauf  peut-être  en 
un  nombre  limité  de  valeurs  de  /,  pour  lesquelles/* \t)  et'f'(t) 
pourront  passer  brusquement  d'une  valeur  finie  à  une  autre 
valeur  finie.  Dans  ces  conditions,  si  l'on  se  reporte  à  ce  que  nous 
avons  vu  relativement  au  changement  de  variable  dans  les  inté- 
grales définies  (§  19,  Chap.  I),  et  aux  discontinuités  possibles 
(  §  21,  Chap.  I)  dans  les  fonctions  que  l'on  intègre,  il  est  clair  que 
l'intégrale  curviligne 


fvdx, 
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prise  le  long  de  la  courbe  C,  s'exprimera,  en  prenant  /  comme 
variable  de  sommation,  par  l'intégrale  définie  ordinaire 


i 


lp(y,<?)f(tydt. 


En  admettant  comme  possibles  les  discontinuités  indiquées  de 
f'(l)  et  »'(£),  nous  pouvons  avoir  des  courbes  présentant  des 
points  anguleux  où  la  tangente  change  brusquement  de  direction; 
c'est  pour  avoir  plus  de  généralité  dans  les  courbes  employées  que 
nous  avons  fait  cette  hypothèse. 

Les  intégrales  curvilignes  les  plus  importantes  et  dont  nous 
aurons  le  plus  souvent  à  nous  occuper  se  présentent  sous  la  forme 
de  la  somme  des  deux  intégrales  précédentes 


I   P (a-,  y)  dx  -+-  Q  ( x,  y  )  dy. 


Si   l'on  emploie  comme   précédemment  le    paramètre   ?,   cette 
intégrale  pourra  s'écrire 
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?)/'+Q(/,  ?)*']de. 


II.  —  Conditions  pour  que  l'intégrale  curviligne    /  P  dx  -h  Q  dy 
ne  dépende  que  de  ses  limites. 

3.  Nous  allons  nous  proposer  une  question  d'une  grande  impor- 
tance pour  l'Analyse  pure  et  pour  la  Physique  mathématique.  Je 
suppose  que  nous  ayons  dans  le  plan  une  région  limitée  par  un 
seul  contour,  et  que,  dans  cette  région,  les  fonctions  P(#,  y) 
et  Q(#,  y)  soient  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du 
premier  ordre.  Il  est  entendu  que  le  point  (x,y)  ainsi  que  les 
courbes  que  nous  aurons  à  tracer  ne  sortiront  pas  de  la  région 
envisagée.  Posons-nous  le  problème  suivant  : 

Quelle  condition  devront  remplir  les  fonctions  P  et  Q  pour 

que    l  intégrale   /      Pdx-i-Qdy,  prise  le  long  d'une  courbe 

quelconque  tracée  entre  deux  points  arbitraires  A  et  A',  ne 
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dépende  pas  du  chemin  Suivi,  mais  seulement  des  coordonnées 
de  ces  deux  points  ? 

Pour  trouver  cette  condition,  nous  allons  avoir  recours  à  une 
méthode  d'une  extrême  généralité  en  Mathématiques  et  qu'on  a 
appelée  la  méthode  des  variations.  Ce  ne  serait  pas  le  lieu  de 
1  exposer  ici  en  détail.  Bornons-nous  aux  remarques  suivantes 
dont  nous  aurons  à  faire  usage  : 

Soit  y  =f(x)  l'équation  d'un  arc  de  courbe  joignant  le  point  À 
de  coordonnées  (a,  b)  au  point  A'  de  coordonnées  (a! ,  b').  On 
peut  considérer  la  courbe  précédente  comme  faisant  partie  d'une 
famille  de  courbes  dépendant  d'un  paramètre  a  et  passant  toutes 
par  les  points  A  et  A',  la  courbe  donnée  correspondant  à  la  va- 
leur a0  de  ce  paramètre.  Telle  est,  par  exemple,  la  famille  de  courbes 

(f)  y  =  /(a?)  -+-  (a  —  y.0)(x  —  a)(x  —  a  )ç(a?,  a), 

»(#,  a)  étant  une  fonction  continue  quelconque  de  x  et  de  a.  Ceci 
posé,  formons  l'intégrale  curviligne  de  A  enA'  sur  une  quelconque 
de  ces  courbes  :  cette  intégrale  sera,  en  général,  une  fonction  de  a, 
puisqu'elle  variera  avec  la  courbe.  Si  nous  supposons,  comme 
dans  le  problème  proposé,  que  l'intégrale  ne  dépende  pas  du 
chemin,  cette  fonction  de  a  devra  se  réduire  à  une  constante. 

Nous  allons  avoir,  dans  la  suite,  à  prendre  des  différentielles  par 
rapport  à  x  et  par  rapport  à  a  :  les  premières  seront  représentées 
par  la  lettre  <i,  les  secondes  par  8.  La  différentielle  par  rapport 
à  a  d'une  fonction  S  (x.  a)  est  souvent  appelée  la  variation  de  cette 
fonction.  Il  est  clair  que  l'on  aura  dSS  =  8<iS,  puisque  l'on  peut 
intervertir  l'ordre  de  la  différentiation,  les  deux  variables  x  et  a 
étant  indépendantes   :   l'égalité   précédente    exprime    simplement 

.,.  ,       :  ,    (PS  d*S 

1  identité 


dx  da         ày.  àx 
Revenons  à  l'intégrale 


-s. 


I  =  /      P  dx  -+-  Q  dy, 


prise  en  faisant  varier  x  de  a  en  a',  y  étant  définie  par  l'équa- 
tion (i),  et  calculons  sa  différentielle  par  rapport  à  a,  c'est-à-dire 
sa  variation  81.   Sous  le  signe  d'intégration  P,  Q  et  dy  sont  des 
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fondions  de  a,  puisque  y  est  fonction  de  x  el  a.  Appliquons  la 
règle  de  la  différenciation  sous  le  signe  somme  :  ce  qui  nous  donne 

r"' 

ol  =    /      3P  dx  -4-  ÔQ  rfj  _  Q  3  ^. 

Or 

-p       ';P-  s«       ^ 

et,  comme  nous  l'avons  dit, 

o  d 'y  ==  dty; 
nous  pouvons  donc  écrire 

Intégrons  par  parties  cette  dernière  intégrale;  nous  aurons 

•  j*  Qdfy = (qW-jT  "  (g*  +  f f  )^- 

Or  ûjk  est  nul  pour  x  =  a  et  pour  #  =  a',   puisque  toutes  les 
courbes  de  la  famille  (i)  passent  en  A  et  en  A'.  Il  reste  donc  pour  SI, 

en  remarquant  que  les  termes  en  ■—  disparaissent  d'eux-mêmes, 


'=jf-(?-S)v-. 


et  cette  quantité  doit  être  nulle   puisque  1  ne  doit  pas  dépendre 
de  a. 

Supposons  que,    dans  l'équation  (i),  ce  ne   dépende  que  de  x. 

On  aura 

oy  =  ( x  —  a)  (x  —  a')o(x)  oa. 

Donc  la  variation  de  81  est,  dans  ce  cas,  donnée  par  la  formule 

81  =  ôa   /        (  - ^  )o(x)(x  —  a)  (x  —  a')  dx. 

J„       \ôr        dxJJK 

On  intègre  le  long  d'une  courbe  C  de  la  famille  (i)  ;  sur  cette 

l      àV        àQ    ,    .  •    ,  ,  .  ,  ,.,         ,     . 

courue, —  doit  être  nul  identiquement  :  car,  s  il  en  était 

7   à  y  dx  * 
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autrement,  cette  différence  aurait  sur  la  courbe  tantôt  un  signe, 
tantôt  un  autre.  Or  ©(#)  est  une  fonction  continue  arbitraire  qui 
pourrait  être  prise  de  telle  sorte  que  le  produit 

(ôp      oq\ 

- -t—      <£>(X) 

\0y       Ar/Tv    J 

fût  d'un  signe  invariable,  et  par  conséquent  81  ne  serait  pas  nulle. 
Sous  aurons  donc  identiquement 

dP       àQ 
ôy        Ox 

sur  toute  courbe  joignant  A  à  A',  et  par  suite  pour  toute  valeur 

de  (j-\  y). 

ï.  Nous  avons  supposé,  dans  le  calcul  qui  précède,  que  la 
courbe  était  donnée  par  une  équation  de  la  forme  y  =  <?(#)•  Il  est 
utile  de  calculer  la  variation  de  l'intégrale  en  supposant  que  x  ely 
soient  des  fonctions  de  t<  f(t)  et  <c(/),  définissant  une  courbe 
passant  en  A  et  en  A',  de  telle  sorte  que,  pour  £  —  f0,  on  ait#  =  a, 
y  z=z  b  et  que,  pour  t  =  f , ,  on  ait  x  =  a\  y  =  b' . 

Prenons,  en  suivant  la  même  idée  que  plus  haut,  une  famille  de 

courbes 

^=/(0-+-(a  — ao)U  —  'i  >('—  <o)<K',  a), 
y  =  çp( t  )  -f-  ( >  ~  a0  )  (t  —  ti)  (t  —  t0)'/Xt,  a). 

L'intégrale 

I  =    f     Pdx-hQdy 

*   'o 

aura  pour  variation 

o\  =   f    oP  dx -+- oQ  dy -h  Podx-h  Qody; 


or  ni 


or  =  —  ox  -+-  —  or,  o()  =  —  ox  -h  -r-1  ov. 

<9.r  ày  J  àx  <)y    J 

On  intègre  par  parties,   comme   précédemment,  les  deux  der- 
niers ternies,  ce  qui  donne 

f      p  8  <&?  =  /      P  d  ox  =  -         r/P  Sx, 

'u  '0  '0 
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et  une  intégrale  de  même  forme  pour  le  dernier  terme.  Il  vient 
donc  finalement,  en  remplaçant  dP  par 

<)P   .        àP   , 
—  dx  H-  —  dy, 

dx  dy    ** 

r'wôP      <)Q\n    ,       ft    , 

ol  =   /       ( ■ —     (or  dx  —  ox  dy  ). 

J,      \ày         dx      K 

r.  -,  ,.  •  dP         dQ 

On  retrouve  ainsi  La  condition  nécessaire,  —  —  — - ",   pour  que 

7  dy         ôx     l  * 

cette  intégrale  ne  dépende  pas  de  a. 

5.  Nous  allons  établir  maintenant  que  cette  condition  est  suffi- 
sante. Supposons  que  nous  ayons  deux  courbes  passant  en  A  et 
en  A',  et  soit  la  première  donnée  par 

et  la  seconde  par 

les  points  extrêmes  correspondant,  pour  l'une  et  l'autre,  à  t  =  £0,      S 

f  ="*!- 

J'envisage  la  famille  de  courbes,  avec  un  paramètre  a,  définie 
par  les  équations 

,   .  x  1  al a2 

J  .   .  a  —  a* 

^  =  c?u)â — r  +  ^K 

at  et  a2  sont  deux  constantes  :  pour  a  =  at,  on  aura  la  première 
courbe,  et  a  =  a2  donnera  la  seconde.  Or,  en  se  reportant  à 
l'expression  de  SI,  on  voit  que  cette  variation  est  nulle,  puisque 

—  ==  t— .  Donc  I  ne  dépendant  pas  de  a  aura  la  même  valeur 

pour  la  première  et  la  seconde  courbe  :  c'est  ce  que  nous  vou- 
lions établir. 

Une  remarque  est  nécessaire.  Les  courbes  représentées  par 
l'équation  (2),  quand  on  fera  varier  a  de  a,  à  a2,  se  déformeront 
d'une  manière  continue  en  passant  de  la  courbe  (/,  ©)  à  la  courbe 
(/, ,  <p,);  elles  balayeront  donc  tout  l'espace  compris  entre  ces 
deux  courbes.  Il  faut  donc  que  dans  cet  espace  les  deux  fonctions 
P(x,  y)  et  Q_(x,y)  soient  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  du 


a 

<*i 

a2 

— 

«i 

a 

— 

«1 
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premier  ordre;  c'est  bien  ce  qui  arrivera  d'après  nos  hypothèses, 
car,  l'aire  considérée  étant  limitée  par  un  seul  contour,  deux 
courbes,  comprises  dans  cette  aire  et  ayant  les  mêmes  extrémités, 
pourront  se  ramener  l'une  à  l'autre  sans  sortir  de  cette  aire. 


6.  Nous  pouvons  donner  une  autre*forme  aux  résultats  précé- 
dents ;  mais  auparavant  donnons  une  nouvelle  définition.  On  entend 
par  intégrale  le  long  d'un  contour  fermé  une  intégrale  curvi- 
ligne où  le  point  d'arrivée  coïncide  avec  le  point  de  départ.  Si  la 
fonction  à  intégrer  n'est  susceptible  que  d'une  seule  valeur  en  tous 
les  points  du  contour  d'intégration  considéré,  cette  intégrale  aura 
évidemment  la  même  valeur,  quel  que  soit  le  point  origine.  De  plus, 
celte  intégration  peut  être  effectuée  dans  un  sens  ou  dans  l'autre; 
nous  le  préciserons  de  la  manière  suivante  en  nous  plaçant  au 
point  de  vue  plus  général  d'une  aire  A  limitée  par  une  ou  plusieurs 
courbes  fermées  C,  G',   G'.  Ce  sera,   dans  le  cas  de  la  figure  7, 


Fis. 


o*    1- 


l'aire  intérieure  à  G  et  extérieure  aux  courbes  G  et  G" '.  Gonsidérons 
autour  d'un  point  P  de  cette  aire  un  élément  de  surface  limité  par 
le  contour  y.  Le  sens  positif  sur  ce  contour  sera  tel  qu'un  mobile 
en  le  décrivant  se  meuve  dans  le  sens  de  Oj  vers  Oy  par  rapport 
au  point  P.  Supposons  maintenant  que  le  point  P  soit  voisin  d'une 
portion  quelconque  du  contour  G,  G',  G"  et  qu'une  partie  du  péri- 
mètre V  appartienne  à  ce  contour;  un  sens  déterminé  se  trouvera 
alors  fixé  sur  celui-ci,  et  nous  le  désignerons  encore  sous  le  nom 
de  sens  positif . 


PICARD.    —   T.    I. 
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Cela  posé,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

U1  intégrale  I  P  dx  -f-  Q  dy,  effectuée  le  long  de  tout  contour 
fermé  limitant  une  aire  en  chaque  point  de  laquelle  les  joue- 
ra        r\  •  •    /•  o  î        ■  1       •       à?  dû 

twns  r  et  U  sont  continues  et  satisfont  a  la  relation  -—  =  -—, 

^  J  <)y         dx 

est  nulle.  •» 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  immédiate  :  il  suffit  de 
prendre  deux  points  A  etB  sur  le  contour  {fi  g.  8);  l'intégrale  le  long 

de  Tare  ACB  sera  égale  à  l'intégrale  prise  le  long  de  l'arc  AG'B 

f    Pdx-+-Qdy=  f     P dse '-+>■  Q  dy. 

Donc  on  aura 

P  dx  -h  Q  dy  =  o, 


./■ 


en  prenant  l'intégrale  le  long  de  ACBC'A,   puisqu'une  intégrale 

Fig.  8. 


curviligne  change  de  signe  quand  on  parcourt  en  sens  inverse  l'arc 
d'intégration. 


'!V 


7.  Il  a  été  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  l'aire  où  restait 
le  point  (#,  y)  et  où  les  fonctions  P  et  Q  étaient  continues,  ainsi 
que  leurs  dérivées  du  premier  ordre,  était  limitée  par  un  seul 
contour.  D'intéressantes  conséquences  résultent  encore  du  théo- 
rème établi,  dans  le  cas  où  l'aire  est  limitée  par  un  nombre  quel- 
conque de  contours.  D'abord  il  est  manifeste  que  l'intégrale  prise 
le  long  d'un  contour  fermé  sera  certainement  nulle  quand  ce  con- 
tour pourra  être  ramené  à  un  point  par  une  déformation  continue 
sans  traverser  le  contour  de  l'aire.  Si  maintenant  nous  considérons 
une  courbe  fermée  quelconque  tracée  dans  le  contour  (fig.  9), 


INTÉGRALES   CURVILIGNES.  09 

par  exemple  la  courbe  Y  dans  Taire  À  limitée  par  les  courbes  G, 
G'  et  G",  en  général  l'intégrale  prise  le  long  de  T  ne  sera  pas  nulle; 
mais  envisageons  une  seconde  courbe  V  qui  puisse  se  ramener  à  F 
par  une  déformation  continue  sans  traverser  aucune  des  courbes  G; 


les  intégrales  prises  le  long  de  Y  et  de  V  dans  le  même  sens 
le  sens  positif,  par  exemple,  seront  égales,  si  l'on  a  dans  l'aire  A 
comme  nous  le  supposons,  la  relation 


(3) 


àQ 

ôx 


et  si  les  fonctions  P  et  Q,  ainsi  que  leurs  dérivées  du  premier  ordre, 
sont  continues.  Gela  résulte  de  ce  que  la  variation  de  l'intégrale 
est  nulle  quand  on  passe  de  V  à  Y  par  une  déformation  continue. 
Dans  certains  cas,  la  déformation  pourra  être  faite  de  telle  sorte 
que  le  nouveau  contour  se  compose  de  deux  ou  plusieurs  parties 
distinctes.  Ainsi  (fig.  10)  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour  Y 

Fi<~.  io. 


enveloppant  les  deux  courbes  limites  Cr  et  G"  sera  égale  à  la 
somme  des  intégrales  curvilignes  prises  le  long  des  contours  Yf 
et  Y'  qui  enveloppent  respectivement  G'  et  G". 


sgîmx 


■?, 


■</> 


SCIENME 


IOO      •  INTEGRALES   SIMPLES   ET   MULTIPLES. 

On  peut  en  effet  déformer  T  de  manière  à  le  réduire  au  contour 
Y' mnT" nm]  il  faut  ici  considérer  mn  comme  une  ligne  ayant  deux 
bords.  Les  intégrales  prises  le  long  de  mn  et  de  nm  se  détruisent 
évidemment. 

III.  —  De  l'intégrale  curviligne  considérée  comme  fonction 
de  sa  limite  supérieure. 

8.  Pour  fixer  les  idées,  prenons  un  contour  simple  à  l'intérieur 
duquel  les  fonctions  P  et  Q  et  leurs  dérivées  partielles  sont  conti- 
nues et  satisfont  à  la  condition  (3). 


L'intégrale 

P  dx  -+-  Q  dy, 


f 


prise  d'un  point  (a,  b)  à  un  point  variable  (#,  y),  ne  dépendant 
pas  du  chemin  suivi,  peut  être  regardée  comme  une  fonction  u 
de  x  et  y.  Cherchons  ses  dérivées  par  rapport  à  x  et  y.  Laissant 
d'abord  y  constant,  nous  faisons  varier  x  de  A  a?,  et  nous  aurons 
ainsi 

Jr  (X4-Ax,  y) 
P  dx  -+-  Q  dy  ; 
[x,y) 

car  on  peu  t  supposer  qu'on  va  du  point  (a,  b)  au  point  [x  -j-  A#,jk) 
en  suivant  d'abord  le  même  chemin  que  pour  aller  en  (x^y)', 
puis,  pour  aller  du  point  (x,  y)  au  point  (x-\-\x,  y),  en  sui- 
vant le  chemin  rectiligne  :  alors  l'intégrale  se  réduit  à 


£ 


■A.r 

P(x,  y)  dx  s=  \x.P(x  -+-  8  Aa?,  y),         (o  <  6  <  i). 


Nous  aurons  donc 

u(x  -t-  kx,  y)  —  u(x,  y) 
àx 
d'où  se  conclut 


=  P(x  +  Qù.x,y), 


et,  par  un  raisonnement  analogue, 

Ainsi  la  fonction  u(x,y)  a  pour  dérivées  partielles  P  et  Q. 


INTEGRALES   CURVILIGNES.  101 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  si  Ton  a  une  fonction  u(x,  y)  ayant 
des  dérivées  partielles  P  et  Q,  on  aura 

dP_       dQ 

dy        dx 

ce  qui  résulte  des  identités 

<Pu         dQ  à*  u  dP 

dx  dy        dx  dy  dx        dy 

9.  Etant  données  deux  fonctions  P(#,  y)  et  Q(x,y)  satisfai- 
sant à  la  relation  précédente,  on  peut,  d'une  manière  plus  élémen- 
taire, rechercher  la  fonction  w(#,  y)  ayant  ces  deux  fonctions 
pour  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  De  la  relation 

rxrV{œyy) 

on  déduit,  en  intégrant  par  rapporta  x  et  considérant  y  comme 
un  paramètre  arbitraire, 


u=   !      P(x,y)dx  +  y(y), 

<t>(y)  étant  une  fonction  arbitraire  de  y. 

Peut-on  choisir  y  (y)  de  manière  que  y-  =  Q?  On  doit  avoir 

rx '  dP 

QO,  7)  =  /    ^<**  +  <p'(r)> 
-  xn    y 

t  dP  dQ       .      ,  rx  dO   , 

ou,  en  remplaçant  -r—  par  — -  et  intégrant    /      ~  dx. 
1      *         dy  r        dx  °  /       dx 

Q(^,  y)  =  QO,  y)  —  Q(*o,  y)  -+-  <p'(r); 

donc 

?(y)  =  /    QOo,  y)dy, 
et  il  vient  finalement 

u=  I    P(x,  y)dx-h  J     Q.(&9,  y)-dy. 
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Remarquons  que  l'intégrale  curviligne 

i  P  dx-±-Qdy 

Jfro,  y») 

pouvait  nous  conduire  à  la  même  forme  de  u.  Prenons  en  effet, 
pour  contour  d'intégration,  les  deux  portions  de  droite  obtenues 
en  menant  respectivement  par  (#0,  y0)  et  par  (a?,  y)  des  parallèles 
à  Oy  et  Ox  :  l'intégrale  sur  la  parallèle  à  Oy  se  réduira  à 


/ 


Q(x0jy)dy, 

et  l'intégrale  sur  la  parallèle  à  Ox  à 

P(a?,  y)  dx. 


I 


La  somme  de  ces  deux  intégrales  fournit  bien  la  valeur  trouvée 


plus  haut  pour  u. 


IV.  —  Exemples  d'intégrales  effectuées  le  long  d'un  contour  fermé 
Racines  communes  à  deux  équations. 

10.  Nous  avons  dit  que  l'intégrale  effectuée  le  long  d'un  contour 
fermé  n'était  pas  nécessairement  nulle;  prenons  par  exemple  l'in- 
tégrale 

x  dy  —  y  dx 


i      T  x  dy 
■2iz,J        x% 


■y 


La  condition  d'intégrabilité  est  satisfaite.  Cherchons  la  valeur 
de  l'intégrale  prise  le  long  d'un  cercle  ayant  l'origine  pour  centre, 
et  dans  le  sens  positif  par  exemple. 

Nous  aurons,  R  désignant  le  rayon  du  cercle  et  G  l'angle  po- 
laire, 

a?  =  Rcos6,        y  =  R  sin  6  ; 
et  par  suite 

xdy  —  ydx=  R5  db. 


L'intégrale  se  réduira  donc  à 

-f 


2  71 

db  =  \. 
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L'intégrale  prise  le  long  de  ce  cercle,  et  plus  généralement  le 
long  de  toute  courbe  fermée  tournant  une  fois  autour  de  l'origine, 
sera  égale  à  un. 

11.  L'intégrale  précédente  pouvait  s'écrire 

1     C  /  y 

—   /  a  arc  tan  g—  ; 

itz  J  °  x  ' 

prenons  maintenant  l'intégrale 

F 2  et  Ft  étant  des  polynômes  en  x  et  y,  ou  même  plus  générale- 
ment des  fonctions  de  x  et  y  développantes,  dans  le  voisinage  de 
toute  valeur  (#0,  y0)  et  de  x  et  jf,  en  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  croissantes  de  x  —  x0  ely  — JV  Cette  intégrale  peut 

s'écrire 

i     f¥tdF2—  ¥td¥t 

2 

Q.dy, 


27T  J 

F? 

ou 

encore 

(4) 

i 

=  —    fp  dx 

2TZJ 

en 

posant 

P  = 

?! 

dF2 

ôx. 

-+- 

F    dF* 

Fi 

ç 

F    dF* 

F2 

dF, 
ôy 

F2 
1  i 

H- 

Fi 

Q  = 

^  •      j  ôP         dQ 

Un    voit  de  suite  que  —  =  -—• 
1        oy  ôx 

Considérons  maintenant  un  contour  fermé  quelconque  C,  à  l'in- 
térieur duquel  les  deux  fonctions  F4  et  F2  ne  s'annulent  jamais 
simultanément.  L'intégrale  (4),  prise  le  long  de  ce  contour  dans  le 
sens  positif,  a  une  signification  remarquable  que  nous  nous  pro- 
posons d'obtenir.  Tout  d'abord  s'il  n'y  a,  à  l'intérieur  du  contour, 
aucune  racine  commune  aux  deux  équations 

l'intégrale  sera  nulle  d'après  le  théorème  fondamental  (§  6).  Maïs 
supposons  qu'il  y  ait  une  ou  plusieurs  racines  communes  à  ces 
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deux  équations  :  autour  de  chacune  de  ces  racines  nous  pouvons 
décrire  un  contour  et  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  initial 
sera  égale  à  la  somme  des  intégrales  prises  le  long  de  chacun  de 
ces  contours. 

Cherchons  la  valeur  de  l'une  quelconque  d'entre  elles,  en  sup- 
posant qu'elle  est  à  l'origine. 

Nous  aurons  alors  dans  le  voisinage  dé  X  —  o,  y^=  o, 

F20,  y)  =  a2x-+-  b2y  +..., 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  au  premier  :  nous 
nous  bornons  essentiellement  au  cas  où  aK  ù>  —  a2bi  n'est  pas  nul, 
c'est-à-dire  à  celui  où  le  point  (x  =  o,  y  —  o)  est  un  point  simple 
de  rencontre  pour  les  courbes  F,  =  o,  F2'=  o. 

Je  dis  que  l'intégrale  ne  change  pas  de  valeur  si  nous  rédui- 
sons F,  et  F2  à  ses  termes  du  premier  degré.  En  effet,  concevons 
qu'on  intègre  le  long  d'un  cercle  de  rayon  p  ayant  l'origine  pour 
centre,  nous  aurons,  dans  l'intégrale  I,  un  terme  indépendant  de  c 
et  une  partie  devenant  infiniment  petite  avec  p.  Le  terme  indépen- 
dant de  o  n'est  autre  que  l'intégrale  I  où  F<  et  F2  sont  remplacées 

par 

ciyx -+-  bxy     et     a2x  -+-  b2y; 

la  seconde  partie  doit  disparaître,  puisque  l'intégrale  ne  dépend 
pas  de  p,  et  nous  avons 


I  = 


-  f— 

2  7t  J   [{ai 


x  cl  y  —  y  dx 


x  ■+-  b\ y)2-+-  {a2x  -h  b2y)2] 
en  posant 

D  =  «j  b->  —  a\b\i. 

Pour  effectuer  rapidement  le  calcul  de  cette  intégrale,  prenons 
comme  nouveau  contour   d'intégration   V ellipse  représentée  par 

l'équation 

(alx  -h  6jjK)2-+-  (a2x  -h  b.2yY=  i, 

supposée  parcourue  dans  le  sens  positif. 
L'intégrale  se  réduit  alors  à 


1  =  —j xdy—y 


dx. 
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Mais  si  nous  nous  servons  des  coordonnées  polaires  c   et  G,  de 

telle  sorte  que 

3?=pcos0,         jk  =  p  s i  11 0 , 


ou  aura 
donc 


x  dy  —  y  dx  =  p2  dO  ; 


=  -/" 


271 


c°-^0. 


La  signification  géométrique  de  l'intégrale  essentiellement  posi- 
tive, qui  figure  dans  le  second  membre,  est  facile  à  trouver;  c'est 
le  double  de  Taire  de  notre  ellipse.  Or  celle-ci  a  pour  aire,  comme 
on  le  trouve  aisément, 


- 
u 


(en  désignant  par  |D|  la  valeur  absolue  de  D).Nous  avons  donc 

D 


I  = 


D 


et,  par  suite,  I  =  zh  i.  suivant  que  D  est  positif  ou  négatif. 

Quant  à  D,  c'est  la  valeur  que  prend  le  déterminant  fonctionnel 


c)F,  dVt 

dx  dy 

dF2  dF2 

dx  dy 


([iiand  on  substitue  à  x  et  y  ^es  coordonnées  du  point  racine  con- 
sidéré. Chaque  racine  donne  donc  -f-  i  dans  l'intégrale  quand  ce 
déterminant  est  >>  o,  et  —  i  si  ce  déterminant  est  <<  o.  Nous  pou- 
vons donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 


V  intégrale 


ITZ  J 


F)  dF2—FîdFt 


prise  le  long  dun  contour  fermé  dans  le  sens  positif,  est  égale 
à  l'excès  du  nombre  des  racines  du  système  d'équations 

»  tr      i     j  'a  •  r        *  •  i  àFt  ()F-y         <)Fa  dFi 

pour  lesquelles  le  déterminant  fonctionnel — • — — —  est 

^  dx    dy  dy    dx 

positif,  sur  le  nombre  des  racines  pour  lesquelles  ce  détermi- 
nant est  négatif. 
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On  voit  l'importance  du  signe  du  déterminant  fonctionnel  : 
nous  verrons  au  Chapitre  IV  (sect.  VII,  nos  24-25)  une  formule 
donnant  pour  les  deux  équations  précédentes  le  nombre  des  racines 
contenues  dans  un  contour.  Remarquons  seulement  pour  le  mo- 
ment que,  si,  quels  que  soient  x  ely,  le  déterminant  fonctionnel  a 
un  signe  invariable,  l'énoncé  précédent  permettra  de  trouver  le 
nombre  des  racines.  Prenons,  en  particulier,  un  polynôme /*(,s)  à 
coefficients  quelconques;  si  l'on  pose 

z  =  x  -h  iy , 
on  aura 

/(*)  =  F4 (a?,  y)-±iF,_(x,  y), 

F \  et  F2  étant  deux  polynômes  en  x  et  y.  Or  en  differentiant,  par 
rapport  à  x  et  ky,  l'identité  précédente,  on  trouve 

,,,  •  \       0¥x        ^F8 


et  par  suite 


dF,        dF,  dFt  dF. 

y 


ôx  <)y  ôy  âx 

Le  déterminant  fonctionnel  de  F1  et  F2  se  réduit  à 


•ôF\\ 


\  ôx  )         \ày 

et  est  positif;  par  suite  l'intégrale  I  donnera  le  nombre  des  racines 
contenues  dans  un  contour  fermé.  Nous  retombons  ainsi  sur  un 
important  théorème  dû  à  Cauchy,  que  nous  aurons  à  étudier  d'une 
manière  plus  complète  dans  la  Théorie  des  fonctions. 


CHAPITRE  IV. 

DES  INTÉGRALES  DOUBLES 


I.  —  Définition  des  intégrales  doubles. 

1.  Nous  allons  donner  à  là  notion  d'intégrale  une  nouvelle  ex- 
tension qui,  en  partant  toujours  de  la  même  idée  fondamentale, 
nous  conduira  à  la  notion  àeV  intégrale  double.  Soit /(a*,  y)  une 
fonction  de  deux  variables  x  et  y,  faisons  varier  x  entre  x0  et  X, 
et  y  entre  yd  et  Y.  On  supposera  quef(x, y)  reste  continue  pour 
toutes  ces  valeurs  de  x  et  y.  Pour  passer  d'une  sommation  simple 
à  une  sommation  double,  il  est  naturel  de  partager  les  intervalles 
(x0,  X)  et  (yo,  Y)  comme  nous  l'avons  déjà  fait;  6n  aura  ainsi  les 
suites 

a?o?       3?lj       ^2i        •••?       ^re— 1»       ^j 

r<h  yû  y*>    ...,  rP-i,   y, 

et  l'on  considérera  la  somme  double 

i  =  n  —  1     /,=  p—  1 
.       i  =  0  A  =r  0 

en  l'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  i  et  de  k  respectivement  de 
o  à  n  —  i  et  de  o  à  p  —  i .  Nous  allons  démontrer  que,  x0  et  X 
ainsi  que  y0  et  Y  restant  fixes,  si  tous  les  intervalles  xi+s  — xi 
et  yh+i  — y  h  tendent  vers  zéro  suivant  une  loi  quelconque, 
lorsque  leur  nombre  augmente  indéfiniment,  V expression  précé- 
dente a  une  limite  déterminée. 

Une  représentation  géométrique  facilitera  le  langage  (fig.  n): 
prenant  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  nous  menons 
les  droites  x=  x0,  x  =  X  et  y=y0,  y=  Y  qui  forment  un  rec- 
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tangle  MNPQ  (on  suppose  x0  <X  ely0  <  Y).  Ce  rectangle  sera 
divisé  par  les  droites  correspondant  aux  subdivisions  x,,  #2,  .  .  ., 
#n_i,  et  ri,  y?,  .  .  . ,  Yp^\  en  un  réseau  de  rectangles  plus  petits. 
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Soit  le  point  a  de  coordonnées  (27,  JKa)  ?  j'appellerai  rectangle 
correspondant  à  ce  point,  le  rectangle  ayant  ce  sommet  et  ayant 
pour  côtés  xi+i  — xi  etj/>+i  — yk-  Pour  former  la  somme  S,  on 
envisage  donc  chacun  des  points  (x/,  yk)-,  on  prend  la  valeur  de  la 
fonction  en  ce  point,  on  la  multiplie  par  l'aire  du  rectangle  corres- 
pondant, et  l'on  fait  la  sommation. 


2.  Pour  démontrer  le  théorème  énoncé,  nous  devons  établir  un 
lemme  analogue  à  celui  qui  nous  a  servi  dans  la  théorie  de  l'inté- 
grale simple.  Rappelons  d'abord  la  définition  de  la  continuité 
dune  fonction  f(  x,  y)  de  deux  variables.  Une  telle  fonction  est 
continue  dans  le  voisinage  d'un  point  (#,  y),  si,  étant  donné  un 
nombre  positif  s  aussi  petit  qu'on  veut,  on  peut  déterminer  une 
quantité  positive  0,  telle  qu'on  ait 

\f^\y')-f(x,y)\<Z 

pour  tout  point  (&',  y')  dont  les  coordonnées  satisfont  aux  inéga- 
lités 

\x'—  #!<§,       |y_j|<8. 

Ceci  posé,  dans  l'hypothèse  où  la  fonction  f(x,  y)  est  continue 
dans  le  rectangle  indiqué,  on  pourra  énoncer  le  lemme  suivant  : 
Etant  donné  un  nombre  z  aussi  petit  quon  voudra,  on  peut 
trouver  une  quantité  0  telle  qu'à  f  intérieur  de  tout  rectangle, 
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de  côtés  parallèles  aux  axes,  compris  dans  le  rectangle  MNPQ 
et  ayant  ses  côtés  moindres  que  o,  l'oscillation  de  la  fonction 
f(x,  y)  soit  moindre  que  e. 

Nous  entendons  encore  par  oscillation  de  la  fonction  dans  une  aire 
la  différence  entre  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fonction  dans 
cette  aire.  Ce  lemme  est  une  conséquence  immédiate  de  la  conti- 
nuité de  la  fonction/' (#,  y)  à  l'intérieur  du  rectangle  ;  on  le  démon- 
trera en  raisonnant  comme  au  paragraphe  2(Chap.  I).  Partageons 
MN  etMQ  en  un  certain  nombre  de  parties  égales,  puis  de  la  même 
manière  chacune  de  ces  parties  et  ainsi  de  suite.  On  décomposera 
ainsi  le  rectangle  MNPQ  en  un  réseau  de  rectangles  égaux  de  plus 
en  plus  petits;  il  arrivera  un  moment  où  l'oscillation  de  la  fonction 
dans  chacun  de  ces  rectangles  sera  inférieure  à-»  Si,  en  effet,  il 
en  était  autrement,  on  aurait  nécessairement  un  premier  rectangle 
dans  lequel  l'oscillation  serait  supérieure  à  -  >  puis  dans  celui-ci 
un  second,  et  ainsi  de  suite.  Ces  rectangles  sont  compris  les  uns 
dans  les  autres,  et  leurs  dimensions  tendent  vers  zéro;  ils  ont  donc 
nécessairement  un  point  pour  limite.  A  l'intérieur  d'un  rectangle 
de  dimensions  aussi  petites  qu'on  voudra  autour  de  ce  point  limite, 

•  £ 

l'oscillation  de  la  fonction  serait  supérieure  à  ->  ce  qui  est  en  con- 
Iradiction  avec  l'hypothèse  delà  continuité  de  la  fonction.  Raison- 
nant alors  comme  dans  le  cas  d'une  fonction  d'une  variable,  on 
voit  qu'il  suffit  de  prendre  pour  o  la  plus  petite  des  dimensions  des 
rectangles,  quand  l'oscillation  dans  tous  ces  rectangles  est  devenue 

inférieure  à  —  • 
2 

3.  Nous  pouvons  maintenant  aborder  la  démonstration  de  l'exis- 
tence de  la  limite.  Prenons  d'abord  une  loi  particulière  de  subdi- 
vision, pour  laquelle  on  passera  d'un  mode  de  subdivision  au  sui- 
vant en  conservant  toujours  les  lignes  de  subdivision  précédentes. 
Dans  ces  conditions,  désignons  par  M;, *  le  maximum  de  la  fonc- 
tion/ dans  le  rectangle  correspondant  au  point  (#;,  j>),  et  for- 
mons la  somme 

(  ^  )  2  2 M  *• k  ^ Xi+ 1  ~ xt  )  ^*+'1  ~~ yi<  )■ 

Cette  somme  aura  certainement  une  limite  quand  les  rectangles 
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tendront  vers  zéro  en  suivant  la  loi  indiquée.  En  effet,  elle  ne  peut 
que  diminuer  quand  on  passe  d'un  mode  de  subdivision  au  suivant, 
et,  d'autre  part,  elle  reste  supérieure  à 

m(X  —  ar0)(Y—  yt>), 

en  désignant  par  m  le  minimum  de  f(x,  y)  dans  le  rectangle 
MNPQ.  Soit  donc  ul  la  limite  de  l'expression  (2).  Revenons  à  la 
somme  S  :  elle  aura  dans  les  mêmes  conditions  la  même  limite.  En 
effet,  on  peut  prendre  un  mode  de  subdivision  assez  avancé  dans 
la  suite,  pour  que,  dans  tout  rectangle  (/,  À),  on  ait 

|M/,/k—  f(ochyk)\<z 

(il  suffira  que  les  côtés  de  tous  les  rectangles  soient  inférieurs  à  0 
d'après  le  lemme).  Les  sommes  (1)  et  (2)  auront  une  différence 
moindre  que 

£22  (^'+1  —  xïï  ^/i+1  ~y^  =  £(x  —  xo)  (  Y  —  jK0)  ; 

et,  comme  z  est  aussi  petit  que  l'on  veut,  il  en  résulte  que  S  a  u 
pour  limite. 

A.  11  nous  faut  maintenant  démontrer  qu'il  y  aura  toujours  une 
limite  égale  à  m,  quelle  que  soit  la  loi  de  subdivision  adoptée. 
Nous  allons  comparer,  à  cet  effet,  la  somme  S  correspondant  à  un 
mode  de  subdivision  (#,  y)  pris  dans  là  loi  précédemment  étu- 
diée, avec  la  somme  S'  correspondant  à  un  mode  quelconque  de 
subdivision  que  nous  désignerons  par  (^,  t).  Nous  donnant  à 
l'avance  un  nombre  s  aussi  petit  qu'on  voudra,  prenons  un  mode 
de  subdivision  (x,  y)  assez  loin  dans  la  série  pour  que  chacun 
des  intervalles  œi+i  — ^-etjA+t  — yk  soit  moindre  que  0;  sup- 
posons d'autre  part  les  intervalles  ('45,  /)  assez  petits  pour 
qu'entre  deux  x  et  entre  deurx  y  consécutifs  il  y  ait  au  moins  un  z 
et  un  t. 

Au  rectangle  (î,  à)  correspond  dans  la  somme  S  le  terme 

fi&u  fk)  (xt+\  —  xt)  (jka+1  —  y  h). 

Ecrivons,  d'autre  part,  la  somme  S'  en  décomposant  chaque 
rectangle  (45,  t)  empiétant  sur  plusieurs  rectangles  (#,  y),  en  une 
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somme  de  rectangles  contenus  chacun  tout  entier  dans  un  seul  de 
ces  rectangles.  Nous  pouvons  alors  comparer  la  part  de  la  somme  Sr, 
provenant  du  rectangle  (/,  /c),  à  la  part  de  la  somme  S  provenant 
du  même  rectangle.  Comme  la  valeur  de  la  fonction  /à  associer  à 
chacun  des  rectangles  partiels  formant  le  rectangle  (t,  k)  est  la 
valeur  de  cette  fonction  pour  un  point  situé  dans  un  rectangle 
(.r,  y)  limitrophe  du  point  (i,  k •),  il  s'ensuit  que  cette  valeur  dif- 
férera de  /(xi,  yk)  de  moins  de  s;  par  suite,  la  différence  des  deux 
parts  considérées  de  S  et  S'  sera  moindre  que  z  multipliée  par  la 
somme  des  aires  des  rectangles  partiels,  c'est-à-dire 

£  (  #i-t4  —  m  )  <  jk/.+i  —  yk\ 

Nous  en  concluons  que 

|S'-S|<£(X-^0)(Y-ro). 

Or  S  a  [x  pour  limite;  il  résulte  de  l'inégalité  précédente  que  S' 
aura  la  même  limite,  comme  nous  voulions  l'établir.  On  représente 
cette  limite  par  le  symbole 


// 


f(x,y)dxdy; 

il  rappelle  que  cette  limite  est  la  somme  des  éléments  y* (a?,  y)dxdy, 
ou  les  deux  accroissements  dx  et  dv  sont  positifs,  et  l'on  dit  que 
cette  intégrale  double  est  étendue  à  l'aire  du  rectangle  MNPQ. 

o.  Le  calcul  de  cette  intégrale  peut  être  fait  en  effectuant  succes- 
sivement la  recherche  de  deux  intégrales  définies.  En  effet,  écri- 
vons la  somme 

22-^(  xti  yk)  ( ■Xi+i  ~ Xi)  {y/i+i  ~™ yk) 

sous  la  forme 


M      > 


et  faisons  tendre  tous  les  intervalles  (xi+l  — xi)  vers  zéro  en  lais- 
sant d'abord  les  y  constants.  La  somme  dans  la  parenthèse 
deviendra 

/    fyx,yk)dx. 
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Substituons  cette  valeur  et  faisons  tendre  les  intervalles  (jKa+1  — y*) 
vers  zéro,  nous  aurons  enfin 


En  effectuant  la  première  intégration    /    j\x.  y)  dx,  on  regarde 

y  comme  un  simple  paramètre  :  le  résultat  est  une  fonction  de  y. 
qui,  multipliée  par  dy,  est  intégrée  entre  y0  et  Y.  On  aurait  pu 
faire  les  intégrations  dans  l'ordre  inverse,  et  le  résultat  eût  été 

dx        f{v,y)dy, 

qui  doit  avoir  la  même  valeur,  puisque  la  loi  suivant  laquelle  les 
intervalles  tendent  vers  zéro  est  indifférente.  On  n'oubliera  pas  que 
les  quatre  lettres  x0,  X,  y0,  Y  représentent  ici  des  constantes. 

6.  Telle  est  la  première  généralisation  de  l'intégrale  définie  qui 
s'offrait  immédiatement;  la  forme  géométrique  que  l'on  donne  à 
cette  notion,  en  parlant  d'intégrale  double  étendue  à  l'aire  d'un 
rectangle,  inspire  une  généralisation  plus  étendue.  Prenons  en 
effet,  au  lieu  de  Faire  d'un  rectangle,  une  aire  plane  quelconque  (') 
limitée  par  une  courbe  C  (fig-  12)  et  traçons  dans  le  plan  une 
succession  de  parallèles  à  Ox  et  à  Oy.  Nous  rangeons  encore,  par 
ordre  croissant  de  grandeurs,  la  succession  des  abscisses  des  pa- 
rallèles à  Oj',  et  des  ordonnées  des  parallèles  à  Ox.  Nous  aurons 
ainsi  un  réseau  de  rectangles  :  le  rectangle  (/,  A)  sera,  comme 
plus  haut,  celui  qui  correspond  au  point  (xi,  y  h)  et  qui  aura  pour 


(x)  Pour  bien  préciser,  nous  supposons  que  la  courbe  C  peut  être  partagée  en 
un  nombre  fini  de  parties,  telles  que  chacune  d'elles  soit  déterminée  par  une 
équation  de  la  forme 

y  =/(a?)i 

f{jo)  étant  une  fonction  continue  de  x,  n'ayant  pas  un  nombre  infini  de  maxima 
et  de  minina.  C'est  donc  le  cas  usuel  et  élémentaire  que  nous  examinons  ici.  On 
pourrait  se  placera  un  point  de  vue  beaucoup  plus  général;  nous  renvoyons  pour 
ces  considérations  délicates,  où  la  théorie  des  ensembles  joue  le  rôle  essentiel, 
au  Traité  d'Analyse  de  M.  Jordan. 
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côtés  x;+i  —  xi  elyk+\  — ffe  Formons  la  somme 


U3 


(3) 


S  =2  2  f(xh  Xk)  (J?t+l—  Xi  )  (JK/.M-1—  J/,), 


en  l'étendant  à  tous  les  rectangles  (t,  A  )   contenus  à  l'intérieur  de 
l'aire.  Nous  allons  montrer  que  la  somme  précédente   tend  vers 


Fig.    12. 


une  limite  quand  tous  les  rectangles  tendent  vers  zéro  suivant  une 
loi  quelconque. 

Supposons  d'abord,  pour  commencer,  /(œ,  y)  =  i.  La  somme 
précédente  se  réduit  alors  à  l'aire  totale  A  des  rectangles  («,  k) 
intérieurs  à  l'aire  limitée  par  C.  Lorsque  toutes  les  dimensions  des 
rectangles  (i,  k)  tendront  vers  zéro,  cette  aire  A  aura  une  limite 
égale  à  faire  X  limitée  par  la  courbe  G.  11  est  clair  en  effet  que, 
si  la  courbe  G  peut  être  partagée  en  un  nombre  fini  de  parties 
telles  que  chacune  d'elles  soit  déterminée  par  une  équation 
y=f(x),f(x)  étant  continue,  avec  un  nombre  fini  de  maxima  et 
de  minima,  chacune  de  ces  parties  détermine  avec  ox  et  ses  ordon- 
nées extrêmes  une  aire  déterminée  (voir  n°  8- du  Chapitre  1)  d'où 
l'on  déduit  que  C  délimite  une  aire  déterminée.  Et  de  la  définition 
même  des  aires  partielles  précédentes  (■)  il  résulte  que  A  aura 


('  )  Comme  limite  de 


2jM,-(a?/+1  —  a?,), 


M-  maximum  de  y  dans  (xixi+l). 
picard.  —  T.  i. 
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pour  limile  A,.  On  peut  dire  encore  que,  si  l'on  considère  la 
somme  s  des  aires  de  tous  les  rectangles  (/,  k)  qui  ont  à  leur  inté- 
rieur un  point  de  la  courbe  C,  cette  somme  s  tend  vers  zéro  ('; 
quand  les  dimensions  des  rectangles  (/,  k)  tendent  vers  zéro. 

Si  maintenant  f(x,  y)  est  une  constante  m,  la  somme  S  aura 
pour  limite  m<Às. 

On  peut  alors  toujours  supposer /(#,  y)  >  o  dans  l'aire  JU,  car, 
en  envisageant  la  somme  S  relative  à 

o(x,y)  =f(x,y)  —  m, 

m  étant  inférieur  à/(^,  y)  sur  toute  l'aire,  on  voit  que  o  (#,  y)  >  o, 
et  la  somme  Sf  relative  à  f  est  liée  à  S<p  relative  à  o  par  la  relation 

S/=  S9+  m  A, 

et  si  Sm  a  une  limite,  S^  aura  aussi  une  limite  égale  à  la  précédente, 
augmentée  de  m  (h. 

Supposons  donc/>>  o  dans  toute  l'aire.  Nous  désignerons  par 
tnik  et  M;*  le  minimum  et  le  maximum  de  /  dans  le  rectangle  (j,  k). 
Considérons  la  somme 

relative  aux  rectangles  (a,  A)  intérieurs  à  G.  Si  les  dimensions  des 
rectangles  (/,  k)  sont  <C  S,  on  a 

I/O,  jn~ '>^-|  <  e, 
et  par  conséquent 

|  S  —  <j|  <  sA. 

Si  o-  a  une  limite  quand  les  dimensions  des  rectangles  (/,  k)  tendent 
vers  zéro,  S  tendra  donc  vers  la  même  limite. 

Or,  si  partant  d'une  certaine  division  du  plan  en  rectangles  (j,  k) 
on  la  subdivise  indéfiniment,  la  somme  <7  ne  peut  qu'augmenter, 
d'abord  parce  que  A  augmente   et  parce  qu'ainsi  s'introduisent  à 


(')  Car,  pour  chacun  des  arcs  considérés,  cette  somme  s  diffère  de 

^(M,-m,)(^,+1-a:,) 
d'une  quantité  infiniment  petite  avec  les  (xi+l  —  xc). 
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chaque  subdivision  de  nouveaux  termes  dans  la  somme  <j,  termes 
qui  sont  positifs  comme  les  m/jf  qui  leur  correspondent,  ensuite 
parce  que,  dans  les  termes  correspondant  à  une  même  aire  totale  A 
de  rectangles  (i,  A),  le  fait  de  passer  d'un  rectangle  (/,  k)  à  une 
somme  de  rectangles  partiels  en  lesquels  on  le  subdivise,  fait  aug- 
menter la  partie  de  a-  qui  correspond  à  ce  rectangle  (i).  Ainsi  a- 
qui  est  toujours  inférieur  à  MJU  [M  maximum  de  /  dans  JU],  et  qui 
croît  dans  les  subdivisions  successives,  aura  une  limite  pi.  Mais  <r  a 
la  même  limite  \j.  quelle  que  soit  la  façon  de  décomposer  l'aire  JU 
en  rectangles  (i,  k).  On  le  verra  immédiatement  en  considérant  deux 
divisions  de  l'aire  X  en  rectangles  de  côtés  <<  o;  soient  <jt  et  cr2  les 
sommes  <r  correspondantes  et  <ji2  la  somme  obtenue  en  adoptant 
à  la  fois  les  parallèles  aux  axes  de  la  première  et  de  la  deuxième 
division;  o-,2  correspond  à  une  subdivision  de  la  division  qui  a 
fourni  <7i  et  aussi  de  la  division  qui  a  fourni  <72.  On  voit  alors  que 
°"i2  —  $i  <C£j  et  0*12  —  t2  <^  î2,  £(  et  e2  étant  arbitrairement  petits 
avec  o.  Donc 

|  Jt  —  <72  |  <  S,  -4-  e2, 

et  par  suite  a-,  et  a2  ont  bien  même  limite  {/,. 

7.  Si  au  lieu  de  considérer  la  somme  S  relative  aux  rectangles 
intérieurs  à  G  on  avait  pris  tous  les  rectangles  ayant  un  point 
commun  intérieur  avec  C,  la  nouvelle  somme  S  différerait  de 
l'ancienne  d'une  quantité  <C  Ms,  s  étant  Faire  des  rectangles  (/,  k) 
ayant  à  leur  intérieur  quelque  point  de  C.  Lorsque  les  dimensions 
des  rectangles  tendent  vers  zéro,  s  tend  vers  zéro.  La  nouvelle 
somme  a  donc  même  limite  que  l'ancienne. 

J'ajoute  qu'au  lieu  de  la  somme  (3)  on  peut  considérer  d'une 
manière  plus  générale  la  somme 

22*^'''  y'k  ]  '  "r/+1  ~  Xi  ]  {yk+x  ~yk  '' 
où  x\  ety'ft  sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  situé  dans 

(')  On  voit  aisément  que  si  tous  les  côtés  des  rectangles  sont  <  o,  A  diffère 
de  -lo  de  moins  de  r,,  donc  les  nouveaux  termes  de  la  somme  <r  sont  <  tjM;  quant 
aux  tcrriio  correspondant  aux  rectangles  anciens  de  <A>,  leur  augmentation  est 
moindre  que  z\.  Donc   la   variation   de   a  par  subdivision   est   <  t,M  -h  sA  =;  e., 

quantité  qui  tend  vers  zéro  avec  8. 


Il6  INTÉGRALES    SIMPLES    ET   MULTIPLES. 

le  rectangle  (/,  /»);  la  limite  est  la  même.  En  effet,  f(x'n  y'k)  dif- 
fère de  f{xi, yit)  de  moins  de  s,  si  les  dimensions  des  rectangles 
sont  moindres  que  o;  les  deux  sommes  ayant  une  différence 
moindre  que 

Xi)(yk+x  —  yk) 


£22  (  *** 


auront  la  même  limite. 

Le  calcul  de  cette  intégrale  pourra  s'effectuer  comme  il  suit. 

Supposons,  ce  que  l'on  peut  faire  en  général  par  un  partage  d'une 
aire  en  plusieurs  autres,  que  la  courbe  C  soit  seulement  rencontrée 
en  deux  points  par  une  parallèle  à  Oy  (Jigr  1 3).  Effectuant  d'abord 

Fig.   i3. 


la  sommation  en  laissant  x  constant,   nous  avons,   pour  chaque 
accroissement  dx, 

'J    Jiv,y)dy, 


dx 


en  désignant  par  y{  et  y2  (y\  <Cyï)  les  ordonnées  des  points  de 
rencontre  avec  C  d'une  parallèle  à  Oy  d'abscisse  x.  Sommant  en- 
suite par  rapport  à  xy  nous  aurons 


j     dx  j     f(x,y)dy, 


a  et  À  étant  deux  constantes  qui  représentent  les  abscisses  des 
parallèles  extrêmes  à  Oy,  rencontrant  la  courbe.  On  remarquera 
que  les  limites  y,  et  y2  de  la  première  intégrale  sont  au  contraire, 
en  général,  des  fonctions  de  x.  On  aurait  pu  effectuer  ces  som- 
mations dans  un  autre  ordre,  mais  les  limites  eussent    été    tout 
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autres  :  cela  eût  donné  pour  expression  de  l'intégrale 


/     dy  I      f(x>y)dx, 


xt  et  x2  désignant  les  abscisses  des  points  de  rencontre  avec  C 
d'une  parallèle  à  Ox  (x{  <^x2),  b  et  B  désignant  les  ordonnées 
extrêmes. 

Arrêtons-nous  sur  le  cas  simple  où  f(x,  y)  =  1  ;  on  a  alors  l'in- 


tégrale double 


//■ 


dx  dy, 
dont  la  valeur  sera  donnée  par 

f      dx  /      dy=         (y.2  —  yi)dx. 

a  **yl  J  a 

On  reconnaît  là  l'expression  de  l'aire,  donnée  par  une  intégrale 
simple.  L'aire  limitée  par  une  courbe  C  peut  donc  être  considérée 
comme  la  limite  de  la  somme  des  aires  des  rectangles  élémen- 
taires dx  dy. 

Remarques.  —  i°  Plus  généralement  on  aurait  pu  diviser  l'aire  A> 
limitée  par  C  en  aires  partielles  a^  a2,  . .  .,  r/n,  choisir  dans  cha- 
cune d'elles  ai  un  point  Mi^Xi,  yt)  et  former  la  somme 

n 

1 

a/  étant  la  mesure  de  l'aire  a;,  on  verra  que  cette  somme  S  a  encore 
pour  limite  l'intégrale  double 


/    /    f{x*  X)  dxdy 


étendue  à  l'aire  Jl>,  lorsque  le  nombre  n  des  aires  ai  augmente 
indéfiniment,  toutes  les  dimensions  de  chacune  d'elles  tendant 
vers  zéro. 

Nous  y  reviendrons  plus  loin  au  n°9,  section  II  du  présent  Cha- 
pitre. 

2°  Nous  avons  jusqu'ici  supposé  f(x,  y)  continue  dans  l'aire  X. 
Plus  généralement,  f(x,  y)  étant  bornée  dans  -A,,  et  ayant  M/  et  m  ; 
pour  maximum  et  pour  minimum  dans  l'aire  partielle  <7/,  on  consi- 
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dère  les  deux  sommes 


Si  =2-^ 


=2 


micii 


et  l'on  cherche  ce  qu'elles  deviennent  lorsque  les  dimensions  des  at- 
tendent vers  zéro,  n  devenant  infini.  On  voit  alors  que  S  et  s  ont 
respectivement  des  limites  I  et  I'  qu'on  appelle  intégrales  doubles 
par  excès  et  par  défaut  de  f(x,  y)  dans  X.  Lorsque  1  =  F,  /(a?,  y) 
est  dite  intégrable  dans  X  et  I  s'appelle  l'intégrale  double  de 
f(x,  y)  dans  X)  nous  avons  montré  que  toute  fonction  continue 
est  intégrable.  (Pour  tout  ceci  on  fera  des  raisonnements  ana- 
logues à  ceux  faits,  dans  la  section  III  du  premier  Chapitre,  pour 
les  fonctions  d'une  variable.) 

3°  Si  l'on  peut  diviser  l'aire  X  en  un  nombre  fini  d'aires  JUi, 
Aoo,  .  .  . ,  Xn  telles  que  dans  chacune  d'elles  J '(a?,  y)  soit  continue, 
des  discontinuités  pouvant  se  produire  au  passage  dune  aire  Xi 
dans  une  autre  Xj,  mais  de  façon  que  y  soit  toujours  bornée,  la 
somme  S  envisagée  précédemment  aura  encore  une  limite  et  cette 
limite  sera 

/    /      /O?  y)dxdy  =       I    /     f(x,y)dxdy 
J  J(X)  J  Jxt 

f(x,  y)  dx  dy 


IL 


J   «AA 


f(x,y)dxdy. 

4°  Théorème  de  la  moyenne  :  Sif(x,y)  et  v(oc,y)  sont  inté- 
grables  et  si  cp  a  un  signe  constant  dans  X,  par  exemple  o  ^>  o,  on 
aura,  M  et  m  étant  le  maximum  et  le  minimum  de  f  dans  X, 

22  M  ®^Xh yk)  (Xi+i  ~  Xi)  {y.k+i—yk) 

="22*^^  Oyt)^{xh  Yk)  0*+i  —  xt)  (y/c+1  —  yk  | 

=22  m  ^œu yk)  (xi+i  ~ xt)  (  jk/i+i — yk^ 
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et  en  passant  à  la  limite  on  verra  que  l'intégrale 

/     /       f(x,  y)y(x,  y)dxdy 
J  J(X) 

est  comprise  entre 

M  /     /       ç(#,  y)  dx  dy     et       m  j    j  ?{#,  y)  dx  dy\ 

I     I  ff  dx  dy  z=  \x  \     I  ®(  x,  y  )  dx  dy         ( m  <  \j.  <  M). 

Si  en  particulier  f( x,  y)  est  continue  dans  X  on  trouvera  clans  X 
un  point  £,  y\  où  /(£,  'f\)  —  u  : 

/     /       .f^x^y)^^,y)àxdy  =f(l  ?))  /    /       y(x,y)dxdy. 

C'est  la  formule  de  la  moyenne  pour  les  intégrales  doubles. 
Pour  e  =  i  on  a 

/     /       /(#,  y)dxdy  =*=/(£,' ij)   /     /       dxdy  =  ~XfCç,rt), 
J    J(X)  J   J(X) 

X  étant  l'aire  enclose  par  la  courbe  G. 


II.        Changement  de  variables  dans  les  intégrales  doubles. 

8.  Soit  à  effectuer  sur  x  et  y  le  changement  de  variables 

*=/(«,  P), 
y  =  ©(«,  (S). 

Nous  supposons  que  cette  transformation  établisse  une  corres- 
pondance uniforme  entre  les  points  d'une  aire  A  située  dans  le 
plan  (a?,  y),  et  une  aire  A'  située  dans  le  plan  (a,  [j);  on  entend 
par  là  qu'à  un  point  de  A  correspond  un  seul  point  de  A',  et 
inversement  (').  Il  est  nécessaire  pour  cela  que  le  déterminant 
fonctionnel 

Ùf  <)'S  df  <)v 

=  ïFj.  j§  —  d$  ôi. 

(')  On  dit  quelquefois  qu'une  telle  correspondance  est  biunlvoque. 
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ne  s'annule  pas  à  l'intérieur  de  A'.  Nous  supposerons  donc  que  D 
garde  un  signe  invariable  sans  s'annuler. 
Soit  maintenant  l'intégrale 


il 


F(#,  y)  dx  dy 


étendue  à  l'aire  A.  Une  question  importante  se   présente   :  Par 
quelle  intégrale  étendue   à  l'aire  A'  pouvons-nous  remplacer 


cette  intégrale? 


Montrons  que  l'on  a 

f  fF(r,r)dxdy=  f   f  F[/(a,  p),.?(a,  [i)]\D\d*d$. 

Introduisons   pour  cela,  outre  le  point  M(x,  y)  qui  décrit  A  et  le 
point  M'(a,  P)  qui  décrit  A/,   le  point  M,  dont  les  coordonnées 

sont 

X  =  a, 

il  est  parfaitement  déterminé  par  M  et  M'  (fig>  i4)- 

Fig.  i4- 


uk 


,'/ 


i/i 


^ 


a,|X,  x]X 


Lorsque  M  décrit  une  parallèle  à  ox,  le  point  M'  qui  lui  corres- 
pond décrit  dans  A'  une  certaine  courbe;  si  cette  courbe  n'est  ren- 
contrée qu'en  un  seul  point  par  une  parallèle  à  oy,  à  chaque  point 
M  de  A  ne  correspond  qu'un  seul  point  M,  et  réciproquement;  de 
même  à  chaque  point  M'  de  A'  ne  correspond  qu'un  seul  point  M' 
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et  réciproquement;  si  au  contraire  la  courbe  précédente  était  ren- 
contrée en  deux  points  par  une  parallèle  à  oy,  il  existerait  deux 
points  M  sur  la  parallèle  à  ox  considérée  dont  les  points  M'  corres- 
pondants seraient  sur  une  même  parallèle  à  oy  :  à  ces  deux  points 
M  correspondrait  le  même  point  M,.  Or  on  peut  toujours  diviser 
A  en  régions  assez  petites  pour  que,  à  toute  parallèle  kox  contenue 
dans  une  de  ces  régions,  corresponde  dans  A'  un  arc  de  courbe  qui 
ne  soit  coupé  qu'en  un  seul  point  par  une  parallèle  à  oy  ('  ).  On 
peut  aussi  supposer  que  le  contour  de  chaque  région  partielle  n'est 
rencontré  qu'en  deux  points  par  toute  parallèle  aux  axes.  Si  l'on 
démontre  la  formule  ci-dessus  pour  chacune  des  régions  partielles, 
en  ajoutant  les  formules  obtenues  on  aura  établi  l'exactitude  de 
cette  formule  pour  la  région  totale  A.  On  peut  donc  supposer  sans 
restreindre  la  généralité  que  la  région  A  jouit  de  la  propriété  établie 
pour  les  régions  partielles  précédentes.  Le  point  M,  décrit  alors 
une  région  A<  qui  correspond  point  par  point  à  la  région  A  et  à  la 
région  A'. 


On 


a  ainsi 


x  =  /i(x,   Y)  (  X  =  a, 

r=Y  (  Y  =  <p(a,  (4), 


avec  la  relation 

/iO,  ?(<*,(*)]  =/(a,  p). 

Il  est  bien  connu  que 

D(^>)  _  D(x,y)        PCX,  Y) 
"  D(a,  p)    ""  D(X,  Y)         D(a,  P)  ' 

propriété  classique  des  déterminants  fonctionnels. 
Ceci  posé,  on  a 

1=    /     /   F(x,  y)  dx  dy  =  j      dy  j       F(<r,  y)  dx     (voir  [a  figure  14); 


(l)  Si  les  courbes  précédentes  étaient  des  parallèles  à  oy,  on  changerait  simple- 
ment la  direction  des  axes  rectangulaires  ox,  oy  pour  faire  disparaître  cette  par- 
ticularité. Il  ne  serait  impossible  de  la  faire  disparaître  que  si  la  correspondance 
entre  A  et  A'  était  une  homothétie  suivie  d'une  rotation  de  go°.  Mais  alors  la 
formule  à  démontrer  est  évidente  en  remontant  à  la  définition  des  intégrales 
double^. 


!  11 

or 
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f    F(x,y)dx=*f     F[/t(X,  Y),  Y]  X  ^rfX, 

d'après  le  changement  de  variables  dans    une  intégrale  simple,  la 
correspondance  M,  M(  étant  biunivoque.  Donc 


1  =/    dXJ  2f[/i(X'  Y)'  Y]  Ê  dK  =ff  F[/"  Y] 

car  Xo  ">Xf  si  -^  ">  o  et  Xa  <C  X|  si  -4è  <To. 
dX  '  -  \      i       ^ 

Maintenant  cette  dernière  intégrale  peut  s'écrire 


àf. 


àX 


dX  .-/Y, 


I 


:  f   \lX  f   2F[/l(X,  Y),  Y] 


àfi 


dX 


d\. 


et  la  correspondance  entre  M,  et  M'  étant  biunivoque  on  a,  si  $'{  et 
t3'2  correspondent  à  Y\  et  \'%1  par  Y  =  cp(a,  3), 


dX 


dY 


f     F[/,(X,Y),  Y] 

3' 
=  /";aFJ/,[a,T(«,  ?.)],?(«,  P)j   J£[«,  *<«.P)1 


PI 


HP- 


r,  _.       d© 


On  aura  [j'2  >>  P't  avec  Y'a  _>Y'X  si  -^  >  o  et  au  contraire  j3's  <^  #\  si 


d3 


-|  <^  o.  On  aura  donc  en  définitive 


<)$ 


i=/XF[/i'Y] 


àfx 


<)X 


dXdY 


:   f   'da  f    "Fj/i[«,<p],  o(x,P) 


fc 


4/i  r         i    ^? 


<3, 


[3,  et  f}2  étant  cette  fois  les  ordonnées  des  points  où  la  parallèle  à 

oy,  d'abscisse  a,  pénètre  dans  l'aire  A'  et  en  sort.  Or,  remarquons 

que 

/i[a,  ?(«,  P)]=/(«,  P). 

D(g,.y)        ^/\  D(X,Y)        d?  _ 

D(X3  Yj  ~  âX  6t  D(a,  |5)   ~  d$' 


De  plus, 
donc 


^         D(.r,  y)         d/.  ;       OA_        do 
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Par  conséquent,  la  formule  précédente  n'est  autre  que 

i  =f  f F(r'  y)  dx  dy  =  ffv{fi  a?  ?j  l',<p(a' ?  )]>|  D  i d* d^ 

qui  est  la  formule  à  démontrer. 

9.  Le  théorème  précédent  nous  permet  S'élargir  notre  notion 
d'intégrale  double;  jusqu'ici,  pour  l'obtenir,  nous  avons  partagé 
le  plan  en  deux  réseaux  de  droites  perpendiculaires,  et  nous  avons 
considéré  les  rectangles  formés  par  deux  droites  du  premier  ré- 
seau et  deux  droites  du  second.  Prenons  d'une  manière  plus  géné- 
rale deux  réseaux  de  courbes  a  et  JJ  (fig.  i5),  tels  que,  par  chaque 
point  à  l'intérieur  d'une  courbe  C,  passent  une  courbe  et  une 
seule  du  premier  réseau  ainsi  qu'une  courbe  et  une  seule  du 
second.  Désignons  par  w  l'aire  d'un  quelconque  des  quadrilatères 
curvilignes,  tels  que  mnpq,  obtenus  en  traçant  un  certain  nombre 

Fig.  i5. 


de  courbes  de  l'un  et  l'autre  réseau.  Soit  (#,  y)  un  point  à  l'inté- 
rieur du  quadrilatère  mnpq,  et  formons  la  somme 

S  =  ^^Fcr,  y)<o. 

Cette  somme  double  aura  encore  une  limite  quand  tous  les  qua- 
drilatères curvilignes  tendront  vers  zéro,  leur  nombre  augmentant 
indéfiniment,  et  cette  limite  sera  toujours  la  même  intégrale  double. 
Pour  le  montrer,  évaluons  l'aire 


(6) 


/    /  dx  dy. 
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comprise  entre  deux  courbes  a  et  deux  courbes  (3.  Désignons  par 

#=/(«;  P), 

les  équations  définissant  les  deux   familles  de   courbes.   Quand, 
a  restant  constant,  on  fait  varier  (3,  on  a  ce  que  nous  avons  appelé 
une  courbe  a,  et  de  même  les  courbes  fi  correspondent  à  une  va- 
leur fixe  de   fi.    Si  nous  substituons  les  variables  a  et  fi  aux  va- 
riables x  et  y,  l'intégrale  (6)  deviendra 


Jf\D\d*d?>; 


donc  l'élément  de  surface  to  compris  entre  les  courbes  a,  v.-\-dy. 
et  les  courbes  (3,  (5  -+-  rf(3  est  égal  à  I  D  |  dy.dfi,  et  la  limite  de  la 
somme  S  n'est  autre  chose  que 

ffv(*,y)\D\daLdfl, 

c'est-à-dire 

/     /  F(  x,  y  )  dx  dy, 

cette  dernière  intégrale  étant  étendue  à  l'aire  limitée  par  G. 

10.  Comme  exemple  de  changement  de  variables,  substituons 
aux  coordonnées  rectangulaires  des  coordonnées  polaires.  Les  for- 
mules de  substitution  sont 

x  =  p  cosO,        y  =  p  sinQ. 

Les  courbes  p  =  const.  sont  des  cercles  et  les  courbes  9  —  const. 
des  droites  issues  de  l'origine.  Calculons  le  nouvel  élément 
s  D  dp  d§  qui  devra  remplacer  dx  dy.  On  aura  ici  D  =  p,  s  ==  i , 
et,  par  suite, 

/     /  dx  dy  =    I     I  p  dp  rfô. 
Supposons  qu'étant  donnée  une  courbe  C  on  ait  à  calculer  Faire 


d'un  secteur  compris  entre  le  rayon  fixe  OA0,  le  rayon  variable 
OA  et  la  courbe.  On  étendra  l'intégrale    /    /  p  dp  a%  à  l'aire  de  ce 


INTÉGRALES   DOUBLES.  125 

secteur;  l'aire  cherchée  sera  donc 


f  fp  dp  d%  =  f  db  f    p  dp  =   f   £  d6. 


Appliquons,  avec  Poisson,  la  même  transformation  à  l'intégrale 
double 

f   fe-x'-y*  dxdy  =   f  f  e-p2  p  dp  d§. 

Etendons  d'abord  cette  intégrale  au  carré  de  centre  O  dont  les 
côtés  sont  parallèles  à  Ox  et  Oy  et  égaux  à  ia.  Nous  aurons  ainsi 


l'intégrale 


u: 


e~xi  dx 


Si  l'on  étend  cette  intégrale  au  cercle  de  rayon  R  ayant  pour 
centre  l'origine,  elle  sera  égale,  en  se  servant  des  coordonnées  po- 


laires, à 


J.-,  Il  ^  2  71 

f      dp  e~Fpd%  =  7t(i  —  e-R2). 

o  *so 

Or  Taire  du  carré  considéré  est  comprise  entre  l'aire  du  cercle 
de  rayon  a  et  celui  de  rayon  a  \Ji  ;  par  suite, 

tc(  i  —  e-2"2  )  >  (    f        e-xi  dx\    >  tt  (  i  —  e~ai  ). 

Si  donc  nous  faisons  croître  a  indéfiniment,  il  viendra 

/  e~ x~  dx  =  \tk. 

III.  —  Applications.  —  Volumes  et  surfaces. 

11.  Comme  exemple  de  transformation  d'intégrale  double,  et 
pour  trouver  en  même  temps  une  formule  importante,  j'envisage 
l'intégrale 

étendue  à  l'aire  limitée  par  une  courbe  fermée  G.  Prenons  d'abord 
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la  première  intégrale 

nous  pouvons  effectuer  une  première  intégration  et  l'écrire 

/     dx[?{ae,y%).—  P<  x,  y\  )] 

J  a 

si  nous  supposons,  uniquement  pour  simplifier  le  langage,  qu'une 
parallèle  à  l'axe  des  y,  répondant  à  l'abscisse  x,  rencontre  la  courbe 
seulement  en  deux  points  de  coordonnées  yx  et  y2  {y\  <iy>2),  et  si 
a  et  A  (a  <^  A)  désignent  les  abscisses  extrêmes  des  ordonnées 
rencontrant  la  courbe.  Or,  si  nous  considérons  l'intégrale  curvi- 
ligne 

Çv  dx, 


prise  dans  le  sens  positif,  on  aura 

J'    Pdx  =   I     [P(x,  yi)  —  V(  x,  y,,)]dx. 
r.  J  n 


C 

Nous  avons  donc 


/     /   —  dx  dy  =  —  /   P  dx. 

J  J  <>y        J        Je 

Un  calcul  analogue  montre  que 
d'où  la  formule  fondamentale  que  nous  voulions  obtenir 

//(f-ë)^^=-;Xprfa?+Q^ 

l'intégrale  curviligne  étant  prise  dans  le  sens  positif  (§6,  Chap.  111). 
Cette  formule  porte  le  nom  de  formule  de  Green. 

On  peut  tirer  de  cette  formule  la  condition  pour  que  l'intégrale 
curviligne,  qui  figure  au  second  membre,  soit  nulle  le  long  de 
tout  contour  fermé;  l'intégrale  double  du  premier  membre  doit, 
dans  ce  cas,  être  nulle,  quand  on  l'étend  à  une  aire  quelconque, 
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ce  qui  entraîne 

dy        dx 

condition  que  nous  avons  obtenue  précédemment. 

Faisons  une  application  très  particulière  de  la  formule  fonda- 
mentale, en  faisant  d'abord  P=y,  Q  =  o,  puis  P  =  o,  Q  =  ^r; 
nous  obtenons  ainsi 

/     /  dx  dy  =  —  /  y  dx,  I    l  dx  dy  =   /  x  dy  ; 

el  par  suite 


/     /  dx  dy  =  —    !   x  dy  — y  dx. 


ce  qui  nous  donne  Y  aire  limitée  par  la  courbe  C,  au  moyen  d'une 
intégrale  curviligne  étendue  à  cette  courbe,  et  prise  dans  le  sens 
positif.  Ainsi,  par  exemple,  si  la  courbe  G  se  réduit  au  périmètre 
d'un  triangle  dont  les  sommets  <2f,  a2,  a3  ont  pour  coordonnées 
(.Ti,^),  {x\1  y-2)-i  (#3,^3)7  l'aire  A  du  triangle  sera  donnée  par 
la  formule 

x2     y.2      I 
oc*    y-i     1 


A=  - 

2 


ce  déterminant  représente,  en  effet,  l'intégrale  curviligne  prise 
positivement  le  long  du  périmètre  du  triangle,  si,  en  le  parcourant 
dans  ce  sens,  on  rencontre  les  sommets  dans  l'ordre  #,,  a2,  a3. 

Reniai  que.  —  En  partant  de  la  formule  de  Green,  on  peut 
obtenir  très  simplement  la  formule  relative  au  changement  de 
variable  dans  les  intégrales  doubles. 

Soient 

y  =  ©(a,  £) 

les  formules  qui  établissent  la  correspondance  point  à  point  des 
deux  aires  A  (#,  y)  et  A' (a,  [3). 

Aux  parallèles  à  Ox  correspondent  des  courbes  cp(a,  (3)  =  const. 
et  aux  parallèles  à  Oy  correspondent  des  courbes  /(a,  p)  =  const. 
Ces  courbes  découpent  A'    en  quadrilatères  curvilignes.  Soit  aLh 
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l'aire  du  rectangle  (i,  k)  de  la  division  de   A  en  rectangles  qui 
conduit  à  la  notion  d'intégrale  double.  On  a 


at/e=  /    xdy 

Jcik 


étendue  au  contour  Q*  du  rectangle  et  à  cause  du  changement  de 
variables  dans  les  intégrales  curvilignes 


^sf/fe  P)'«*P<«,  P), 


Cil- 


C/A  étantle quadrilatère  curviligne  qui  correspond  au  rectangle  (t,  k)\ 

s  =  -+-  i  si  la  correspondance  entre  A  et  A'  conserve  les  sens  de 

T)(x    y) 
rotation,  c'est-à-dire  si  D  =  ^)    '  , /  >>  o  et  e  =  —  i   dans  le  cas 

D(a,   P) 

contraire. 
Or 

jf^/Ca,  P)  ^(,,  P)  =^ /g  ^  "H/g  <8  ^/X..  ^S)  ^  ^  ' 

d'après  la  formule  de  Green, 


aik=II, 


D(/,y) 

D(»,P) 


doL  a?  (3, 


et  en  appliquant  le  théorème  de  la  moyenne, 

«/*=  <v.x  |  D  |M't , 

D  |mJa  étant  la  valeur  de  |  D  |  en  un  certain  point  M'lk  intérieur  au 
quadrilatère  curviligne  Clk.  11  va  sans  dire  que  les  dérivées  par- 
tielles qui  entrent  dans  D  sont  ici  supposées  continues. 

Gela  étant,  la  somme  S,  dont  la  limite  est  /    /  F  (a?,  y)dxdy, 
est 

le  point  (.r/,  yk)  correspondant  dans  Gja  au  point  M'ik(a.,ii  p).)  du 
quadrilatère  curviligne  C^.  et  cette  somme  S  est  égale  à  S'  donnée 
par 

s'  =  22  F[/(a-  ?*>'  ?(a<'  ?'*)]  1  D  l«'i^*- 
Lorsque  les   dimensions  des  rectangles  G/a-  tendent  vers  zéro, 
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celles  des  CyA.  font  de  même  et  la  somme   précédente  S'  a  pour 
limite 

J  j F [(/«,?),  f(«,p)j|D|darfp 

quantité  égale  à  la  limite 

F  (37,  jk)  dx  dy 


il 


de  la  somme  S,  d'où  la  formule  du  changement  de  variables  dans 
les  intégrales  doubles. 

12.  Donnons  maintenant  la  définition  des  volumes  limités  par 
des  surfaces. 

Etant  donnés  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  0#, 
Ojk?  Oz,  on  considère  une  surface  représentée  par  l'équation 
z=j\x,y),  et  dans  le  plan  xQy  une  aire  A  limitée  par  une 
courbe  C.  Construisons  un  cylindre  parallèle  à  O^  et  ayant  pour 
directrice  C;  ce  cylindre  coupe  la  surface  suivant  une  certaine 
courbe  fermée.  Le  volume  à  définir  est  le  volume  limité  par  le 
cylindre,  la  surface  et  le  plan  xQy.  Découpons,  comme  précé- 
demment, l'aire  A  en  quadrilatères  curvilignes  au  moyen  de  deux 
familles  de  courbes  a  et  (3,  et  soit  to  l'aire  de  l'un  quelconque  de 
ces  quadrilatères;  prenons  dans  ce  quadrilatère  un  point  (ç,  yj);  à 
ce  point  correspond  sur  la  surface  un  point  par  lequel  je  mène  un 
plan  parallèle  au  plan  des  xy.  Le  volume  cylindrique  limité  par 
ce  plan,  celui  des  xy  et  la  surface  du  cylindre  parallèle  à  Oz  ayant 
pour  directrice  le  périmètre  du  quadrilatère  curviligne  to,  sera 
co/(ç,  y().  La  somme  de  tous  ces  éléments 

a  une  limite  qui  sera  le  volume  cherché.  Si  l'on  emploie  x  et  y 
comme  variables  sommatoires,  ce  sera  l'intégrale  double 


ss> 


f\x.  y)dx  dy, 

(tendue  à  l'aire  A. 

On  passe  de  là  à  la  définition  d'un  volume  fermé  limité  par  une 
surface  quelconque  :  il  suffit  de  le  considérer  comme  une  somme 
algébrique  de  volumes  analogues  au  précédent. 


IMr.AKI).    —    T.    I. 


I  fa  INTEGRALES   SIMPLES   ET   MULTIPLES. 

Soit    comme    exemple  l'équation   z  =  — ,   qui    représente    un 

paraboloïde  hyperbolique  tangent  au  plan  xOy  à  l'origine.  Si  l'on 
prend  les  plans  x  =  a,  x  =  A  et  y  =  6,  y  =  B,  le  volume  limité 
par  la  surface,  le  plan  des  xy  et  ces  quatre  plans  sera 


/    J    *-Ldxdy 


(A2—  a2)(B2_62) 
1c 


13.  Comme  autre  application  de  la  notion  d'intégrale  double, 
nous  définirons  Maire  dune  surface  courbe. 

Soit  encore  z  =f(x,  y)  l'équation  d'une  surface.  Sur  cette 
surface,  nous  considérons  une  courbe  fermée  C  qui  en  limite  une 
partie.  Que  doit-on  entendre  par  l'aire  de  cette  portion  de  sur- 
face ? 

Projetons  la  courbe  C  sur  le  plan  xOy  suivant  une  certaine 
courbe  c,  et  traçons  dans  ce  plan  les  deux  familles  de  courbes 
dont  nous  avons  déjà  bien  souvent  fait  usage  :  soit  to  l'aire  d'un 
des  quadrilatères  curvilignes  élémentaires.  Concevons  le  cylindre 
parallèle  à  O^  et  ayant  pour  directrice  le  périmètre  de  w  :  il 
découpe  sur  la  surface  une  petite  courbe  fermée  ù',  à  l'intérieur 
de  l'aire  limitée  par  Q,  je  prends  sur  la  surface  un  point  arbitraire 
(Ç,  Yi,  Ç),  et  je  mène  en  ce  point  le  plan  tangent  à  la  surface. 

Ce  plan  coupe  le  cylindre  suivant  une  courbe  enveloppant  une 

aire   te    Faisons    maintenant  la   somme  ^ti  de  toutes  ces    aires 

planes  élémentaires  :  il  est  aisé  de  voir  qu'elle  tend  vers  une 
limite.  Désignons,  en  effet,  par  F(#)t^)le  cosinus  supposé  positif, 
par  le  choix  d'un  sens  convenable,  de  l'angle  de  la  normale  à  la 
surface  au  point  (#,  y,  z)  avec  0.3.  On  aura 

puisque  tc  et  w  sont  des  aires  planes.  Nous  devons  donc  évaluer 

qui  aura  une  limite  si,  comme  nous  l'admettons,  il  n'y  a  pas,  dans 
la  portion  considérée  de  la  surface,  des  points  où  le  plan  tangent 
soit  parallèle  à  l'axe  des  z.  On  pourra  représenter  cette  limite  par 
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l'intégrale 


// 


dx  dy 

¥^x~7y) 


étendue  à  l'aire  c,  dans  le  plan  des  xy. 
En  introduisant  les  dérivées  partielles 

ùz  ùz 

lx=p>        ùy=q 
on  aura 

1 


¥{x,y)  = 


y/i  -h  p~-+-  q'1 
et,  par  suite,  Faire  sera  représentée  par  l'intégrale  double 

I        \Zi-i-p*-i- q~  dx  dy. 

On  verra  au  numéro  suivant  (n°  14)  que  le  nombre  ainsi  évalué 
est  indépendant  des  axes  des  coordonnées,  ce  qui  doit  bien  être, 
à  cause  de  sa  signification  géométrique. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  dans  une  sphère  ayant  pour  centre 
l'origine  et  pour  rayon  R  l'aire  de  la  zone  limitée  par  un  cercle 
de  rayon  /*,  parallèle  au  plan  des  xy  el  inférieure  à  la  demi-sphère. 
Nous  nous  servirons  des  coordonnées  polaires  p  et  0  dans  le  plan  ; 

on  aura  alors 

w  =  p  dp  d§  ; 


et  le  cosinus  de  la  normale,  c'est-à-dire  du  rayon,  avec  O  z  sera 
.  Nous  devons  calculer 


V/Rs- 


K 

R  o  dp  dQ 


II 


^R2  —  p2 


0  devant  varier  de  o  à  2tt,  et  p  de  o  à  r  :  on  aura  donc 


27rH  f'  -7==  =  ^R(R~  \/W^)  =  aac-IU, 
J0    v&2—  p2 

en  désignant  par  h  la  hauteur  de  la  zone. 

1-4.   Nous  désignerons  souvent,  dans  la  suite,  sous  le  nom  d'élé- 
ment de  la  surface,  l'aire  plane  élémentaire  7t.  On  a 

o)  =  t.  cosy, 
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en  désignant  par  y  l'angle  de  la  normale  à  la  surface  avec  l'axe 
des  z.  Les  lettres  w  et  tc  ont  représenté  essentiellement  jusqu'ici 
des  aires  positives;  la  formule  précédente  suppose  donc  que  y 
désigne  un  angle  aigu.  Si  dans  le  plan  des  xy  on  emploie  les 
variables  x  et  y,  w  est  égale  à  dxdy,  quant  à  tt,  nous  le  repré- 
senterons souvent  par  di  pour  marquer  qu'il  représente  un  élé- 
ment de  surface;  nous  pouvons  alors  écrire 

dx  dy  =  cosy  da, 

les  éléments  da  et  dx  dy  étant,  je  le  répète,  des  quantités  posi- 
tives. Nous  maintiendrons  sans  exception  cette  règle  pour  di\  il 
n'en  sera  pas  de  même  pour  dx  dy,  comme  nous  allons  le  voir 
dans  un  moment  en  étendant  encore  le  point  de  vue  sous  lequel 
nous  envisageons  les  intégrales  doubles. 

Mais,  auparavant,  cherchons  l'expression  de  d?  dans  le  cas  où  la 
surface  est  représentée  par  les  trois  équations 

»—/(",«),        y  =  y(u,  v),         z==ty(u,v), 

u  et  v  désignant  deux  paramètres  arbitraires. 

Pour  bien  préciser,  nous  supposerons  que,  quand  le  point  (w,  v) 
décrit  dans  son  plan  une  certaine  aire  S,  le  point  (%,y*  z)  décrive 
la  surface  S  de  telle  sorte  que  les  aires  S  et  S  se  correspondent 
uniformément.  L'aire  est  représentée  par 

(7)  J  J  15if  ' 

en  prenant  dx  dy  positivement  et  cosy  positivement.  Or,  d'après 
la  théorie  du  changement  de  variable,  nous  avons 

,      ,             /dx  dy        àx  dy\  ,  D(.r,  y) 

dx  dy  =  £.(  —  -r- f-  )du  dv  =  z  — — ~  du  dv, 

J  \du   dv        dv   du)  D(u,  v) 

en  employant  une  notation  souvent  adoptée  pour  le  déterminant 
fonctionnel  et  en  prenant  pour  £  les  valeurs  =b  i ,  de  telle  sorte 
que  le  second  membre  soit  positif.  D'autre  part,  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  à  la  surface  sont  proportionnels  à 

P(.Ti*)      D(*,*)       D(^r) 
D(u,v)'      D(u,v)'      D(u,v)' 
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La  valeur  de  cosy,  prise  positivement,  sera  donc 

D(.r,,r) 
'  D(tt,p) 


/rD(y,s)y     \D(z,x)y     rp^.r)]8 

le   radical  étant  pris  positivement.    Nous    aurons,    par   suite,    en 
substituant, 


et  la  surface  sera  alors  représentée  par  l'intégrale  double 


étendue,  dans  le  plan  (m,  p),  à  Faire  S. 

Cette  formule  a  une  généralité  que  n'avait  pas  la  formule  (7). 
Elle  est  applicable  même  dans  le  cas  où,  en  certains  points  de  la 
surface  envisagée,  le  plan  tangent  serait  parallèle  h  Oz.  Elle 
définit  par  conséquent,  dans  tous  les  cas  possibles,  l'aire  limitée 
sur  une  surface  par  une  courbe  fermée  :  on  peut,  en  effet,  toujours 
découper  cette  aire  en  portions  assez  petites  pour  établir  une  cor- 
respondance uniforme  entre  chacune  d'elles  et  une  aire  2  dans  le 
plan  (m,  v). 

Il  est  intéressant  de  vérifier  que  l'expression  trouvée  pour  l'aire 
d'une  surface  est  indépendante  du  système  d'axes  de  coordonnées 
employées.   La  vérification  sera    immédiate    sur   la  formule   (8). 

Soient 

x  =  a  X  -h  a'  Y  h-  a"Z, 

y  =  6X  +  6'Y  -f-6"Z,. 

z  =cX  +  c'Y  H-  c"Z 

les  formules  de  transformation  de  coordonnées;  on  pourra  regar- 
der X,  Y,  Z  comme  des  fonctions  de  a  et  v  :  les  déterminants 
fonctionnels 

D{w,  ç) 


D(w,  v) 


D(r,  *)  . 

DU,  a?) 

D(w,  (,)' 

D(w,  p)' 

s'expriment  à  l'aide  de 

D(Y,Z) 

D(Z,  X) 

DO,  v)' 

L>(«,  ■»)' 
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comme  #,  y,  z  à  l'aide  de  X,  If,  Z.  On  voit  donc  que  la  somme 
des  carrés  de  ces  trois  déterminants  fonctionnels  reste  invariable. 
On  peut  donner  à  la  formule  (8)  une  autre  expression,  en  intro- 
duisant les  coefficients  qui  se  présentent  quand  on  forme  le 
carré  de  l'arc  élémentaire  joignant  le  point  (w,  ç)  au  point 
(u-\-da,  v-\-dv)  de  la  surface.  On  a 


ds*  =  dx*  +  dy*-  ■+■  dz*  =       (  ~  du  -4-  ~  di> 

"*  \du  dv 


I  (-f-  du  -+-  ~  dv  )   -f-  (  --^  d u  4-  —  dv  )   , 
\  OU  0V  \  ou  dv 


ce  que  l'on  peut  écrire 

ds*  =  E  du"-  -+- 1 F  c/m  *fr  ■+■  Grdv* 
en  posant 

dx  dx       dy  dy        dz  dz 
du  dv        du  dv        du  dv 

Orr  si  l'on  considère  la  somme 

/dy  dz        dy  dz\2       /dz  dx        dz   dx\z       /  dx  dy        dx  dy\2 
\dv   du        du  ôv )        \dv  du        du  dv  )        \dv   du        du  dv  J 

on  voit  immédiatement  (identité  de  Lagrange)  qu'elle  se  réduit  à 

EG  —  F2, 

et  la  surface  est  alors  représentée  par  l'intégrale  double 

/EG  —  F*  du  dv. 


//< 


14  bis.  On  peut  se  demander  pourquoi  l'aire  d'une  surface 
courbe  S  n'a  pas  été  définie  comme  la  limite  de  l'aire  dune  sur- 
face polyédrale  Sr  inscrite  dans  la  surface  donnée,  lorsque  les  faces 
de  cette  surface  ont  des  dimensions  qui  tendent  vers  zéro,  le 
nombre  de  ces  faces  augmentant  indéfiniment.  La  raison  est  que, 
si  l'on  n'ajoute  pas  quelque  condition  supplémentaire  ('  ),  l'aire  S' 


(')  Voir  C.  /?.   Acad.  Se.    de  Paris-,   t.  145,  p.    i4o3,  une  Note  de  M.   Cartan, 
où  se  trouve  indiquée  une  de  ces  conditions. 
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peut  n'avoir  pas  de  limite  déterminée.  Un  exemple  très  simple,  du 
à  M.  Schwarz,  va  nous  le  montrer. 

Soit  un  cylindre  de  révolution  de  rayon  r  de  hauteur  h  ;  parta- 
geons la  hauteur  en  m  parties  égales  par  des  plans  équidistants  paral- 
lèles aux  bases;  dans  les  sections  droites  obtenues,  inscrivons  des 
polygones  réguliers  convexes  de  n  côtés,  de  façon  que  la  génératrice 
qui  passe  par  le  sommet  d'un  de  ces  polygones  passe  au  milieu  de 
l'arc  sous-tendu  par  un  côté  dans  les  deux  polygones  voisins  : 
chacun  des  sommets  détermine  avec  le  côté  du  polygone  voisin 
qui  sous-tend  l'arc  précédent  un  triangle  isoscèle.  On  constitue 
ainsi  une  surface  polyédrale  S',  formée  de  imn  triangles  isoscèles 
égaux,  S'  est  inscrite  dans  Taire  latérale  S  du  cylindre.  Chaque 

triangle  isoscèle  a  pour  base  arsia— ,  côté  du  polygone  convexe 

régulier  de  n  côtés,  et  pour  hauteur 


h  4  r-  sin4  — 

ni1  in 


L'angle  a  que  fait  le  plan  d'un  triangle  avec  le  plan  tangent  au 
cylindre  au  sommet  de  ce  triangle  où  aboutissent  les  deux  côtés 
égaux  est  donné  par 


ir        .       iz 

ta  ne  a  =  - —  ni  sin2  — 

//  i  n 


ceci  étant,  l'aire  S  de  la  surface  polyédrale  s'exprime  par 

tc      /  /i2  iz 

S'  =  imnr  sin  -4  / \-  Ar*  sin4 

n  y    m2  i n 

En  tenant  compte  de  a,  on  aura 


S'=  irh.n  sin  —  1  /  i -\ — —  m'2  sin4 =  irh.n  sin  —  i/~i 

n\  h*  m  n 


tan; 


c,        irh       .    7C 

o  =  n  sin  -  • 

cosa  n 


Lorsque   m  et  n  grandissent  indéfiniment,  n  sin  -  tend  vers  té, 

et  l'on  voit  que  S'  n\i  de  limite  que  si  cosa  en  a  une,  et  cette 

limite  sera 

. .      c ,         nzrh 

Jim  s  =  r 

lim  cosa 

Or 

ir        ,  ,   b 
tans a  =  -r  m  sin2  — 
h  i  n 
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équivaut,  pour  m  et  n  infinis  à 

i  r  m  rJ 

et  na  de  limite  que  si  ~  a  une  limite. 

S'  n'a  donc  une  limite  que  si  — -  tend  vers  une  limite,  et  la  limite 

l  ni.  ' 


m 

ni 
n 
de  S'  est  alors 


i  tc  r  h  1  /  i  -h 


[3-(5) 


Pour  que  limS;=  S  =  2îu/,A,  il  faut  et  il  suffit  que  lima  =  o 

ou  bien  lim  tans: a  =  o,  c'est-à-dire  lim  — -  =  o. 

La  surface  poljédrale  S' ne  tend  vers  S  que  si  les  plans  des 
faces  tendent  uniformément  vers  les  plans  tangents  au 
cylindre,  car  c'est  cela  qu'exprime  la  condition  lima  =  o. 

IV.  —  Définition  des  intégrales  de  surface. 

io.  Nous  avons  généralisé  précédemment  la  notion  des  inté- 
grales simples  définies,  en  étudiant  les  intégrales  curvilignes. 
Nous  allons  pareillement  définir  les  intégrales  doubles  étendues  à 
une  surface. 

Quelques  remarques  sur  les  surfaces  nous  sont  indispensables. 
Soit  une  portion  de  surface  S  limitée  par  une  ou  plusieurs  courbes; 
on  la  suppose  telle  qu'on  puisse  distinguer  sur  elle  deux  côtés 
différents  :  l'un  de  ces  côtés,  par  exemple,  peut  être  peint  en 
rouge,  l'autre  en  bleu,  et  l'on  ne  peut  passer  d'un  point  de  l'un  à 
un  point  de  l'autre  d'une  manière  continue  sans  traverser  les 
courbes  limites  (').  En  un  point  P  de  L'un,  on  fixe  sur  la  normale 
une  direction  déterminée,  et  la  direction  opposée  au  point  cor- 


(  '  j  II  existe  cependant  des  surfaces  sur  lesquelles  on  ne  peut  distinguer  deux 
côtés.  On  en  réalisera  facilement  une  de  la  manière  suivante  :  que  l'on  prenne 
un  rectangle  de  papier  abcd,  dans  lequel  je  suppose  que  ob  et  ecl  désignent  deux 
côtés  parallèles,  de  telle  sorte  que  a  et  r/,  ainsi  que  b  et  c,  désignent  des  sommets 
opposés.  On  contourne  la  feuille  de  papier  de  telle  sorte  que  ob  vienne  coïncider 
avec  de,  en  faisant  coïncider  par  conséquent  les  sommets  opposés.  On  réalise 
ainsi  une  surface  limitée  par  un  seul  contour  et  qui  n'a  qu'un  côté.  De  telles 
surfaces  sont  exclues  des  considérations  qui  vont  suivre. 
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respondant  P'  (qui  coïncide  géométriquement  avec  P)  de  l'autre. 
La  direction  de  la  normale  en  chacun  des  points  de  l'un  et  de 
l'autre  côlé  se  trouve  alors  déterminée  sans  ambiguïté  si  le  point  P 
ou  le  point  P;  se  déplacent,  sur  les  côtés  correspondants,  entraî- 
nant avec  eux  la  direction  choisie  de  la  normale,  qui  varie  d'une 
manière  continue. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  simple  d'une  portion  de 
surface  que  rencontre  seulement  en  un  point  toute  parallèle  à 
Taxe  O;.  On*  pourra  sur  cette  surface  distinguer  deux  cotés  : 
si  l'on  associe  à  un  point  P  de  l'un  la  direction  de  la  normale 
qui  fait  un  angle  aigu  avec  Os,  et  au  point  correspondant  P'  de 
l'autre  la  direction  opposée  qui  fait  un  angle  obtus,  ces  deux 
angles  varieront  respectivement  d'une  manière  continue  en  res- 
tant l'un  aigu,  l'autre  obtus,  quand  les  points  P  et  P'  se  déplace- 
ront sur  leurs  côtés  respectifs;  ils  suffiront  par  conséquent  à  les 
distinguer. 

Soient  maintenant  C(«r,  y,  z)  une  fonction  de  a?,  y,  z  et  une 
surface  S,  z  =  z>(x,y),  limitée  par  une  courbe  L,  que  je  suppo- 
serai d'abord  n'être  rencontrée  qu'en  un  point  par  une  parallèle 
à  Oz;  L  se  projette  sur  xQy  suivant  une  courbe  /.  Formons 
l'intégrale  double 

(9)  I  JC(x,  y\  z)dxdy, 

étendue  à  l'aire  /,  en  supposant  que  z  soit  remplacé  par  sa  valeur 
en  fonction  de  x  et  y.  Cette  intégrale  a  un  sens  précis  quand  le 
contour  L  et  la  surface  ;  ==  v(x:  y)  passant  par  ce  contour  sont 
donnés.  Introduisons  les  éléments  di  de  la  surface;  pour  cela, 
remplaçons  dx  dy  par  cos  v-d&.  L'intégrale  (9)  devient  alors 

(10)  /     /  G( \x,  y,  .s)  cos  y  dv. 

Cette  dernière  forme  a  une  généralité  que  n'avait  pas  la  pre- 
mière. Pour  l'obtenir,  nous  avons  supposé  qu'à  une  valeur  de  x 
et  y  ne  correspondait  qu'un  point  de  la  surface;  dans  cette  hypo- 
thèse, cosv  gardait  sur  l'aire  envisagée  un  signe  invariable,  et  c'est 
en  supposant  cosv  positif  que  nous  avons  pu  remplacer  dx  dy 
par  cosyc/T.  L'intégrale  (9)  ainsi  comprise,  en  restant  dans 
l'ordre  d'idées  où  nous  nous  sommes  jusqu'ici  placé,   sera  dite 
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prise  sur  la  surface  S,  du  côté  de  la  surface  où  la  normale,  con- 
sidérée comme  demi-droite,  fait  avec  l'axe  des  z  un  angle  aigu. 
Mais,  comme  nous  l'avons  dit,  sur  notre  surface  S,  nous  pouvons 
envisager  le  second  côté  pour  lequel  ici  la  normale,  considérée 
comme  demi-droite,  fait  un  angle  obtus  avec  Oz  :  l'intégrale  (  10) 
a  toujours  un  sens  précis;  nous  dirons  alors  qu'elle  représente 
l'intégrale  (9)  prise  sur  le  second  côté  de  S. 

La  définition  s'étend  d'elle-même.  Quels  que  soient  la  surface 
que  l'on  envisage  et  le  côté  que  l'on  considère  sur  elle,  l'inté- 
grale (10)  aura  pour  lui  un  sens  parfaitement  déterminé  en  met- 
tant pour  cosy  le  cosinus  de  l'angle  fait  par  Oz  et  la  direction 
delà  normale  correspondant  à  ce  côté.  On  dira  que  cette  inté- 
grale (10)  ainsi  prise  représente  l'intégrale  (9)  étendue  au  côté 
considéré  de  la  surface.  Il  y  a  là,  comme  on  voit,  une  extension 
de  la  notion  d'intégrale  double,  car,  dans  l'intégrale  (9)  ainsi 
généralisée,  l'élément  dx  dy  n'est  plus  nécessairement  positif. 

Dans  l'intégrale  (9),  l'élément  d'intégration  était  dxdy\  on 
peut  de  même  considérer  des  intégrales  telles  que 

/    /  A  (a?,  y,  z)dy  dz  et  /    /  B(x,  y,  z)  dz  dx 

étendues  à  un  côté  déterminé  dune  surface  et  dans  lesquelles 
l'élément  d'intégration  est  dy  dz  ou  dzdx.  Elles  seront  repré- 
sentées respectivement  par 

/     I  A.(x,  y,  z)  cosol  d<j         et  /    /  B(x,  y,  z)  cos{3  da, 

où  a  et  [3  désignent  les  angles  faits  par  la  direction  de  la  normale 
correspondant  au  côté  choisi  avec  les  axes  des  x  et  des  y. 

En   faisant   la  somme  des    trois  intégrales    précédentes,    on   a' 
encore  une  intégrale  de  surface 

(11)  I    I  A  dy  dz  -h  B  dz  dx  -h  G  dx  dy 

qui  est  souvent  employée.  On  peut  l'écrire  sous  la  forme 

/    /  (A  cosa  -+-  B  cos(3  -4-  G  cosy)  dv. 
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16.  11  est  important  d'avoir  l'expression  de  l'intégrale  (11) 
quand  on  exprime  x,  y,  z  en  fonction  de  deux  paramètres  u  et  v , 
comme  nous  l'avons  fait  au  paragraphe  14.  En  se  leportant  à 
l'expression  trouvée  pour  dn,  et  en  se  rappelant  que  cosa,  cos[3, 
cosv  sont  proportionnels  aux  déterminants  fonctionnels 

D{u,  ç)*      D(u,  v)'      D(u,  v)y 

ces  cosinus  sont  déterminés,  au  signe  près  :  on  prendra  un  signe 
ou  l'autre,  suivant  le  côté  envisagé  de  la  surface.  L'expression  (i  i) 
est  donc  égale  à 

(12)  /    /      A      /       ;  4- B  — ) i  +  C         1J/\  dudv, 

ou  à  cette  intégrale  changée  de  signe,  suivant  qu'on  prend  un 
côté  ou  l'autre  de  la  surface.  Cette  intégrale  double  est  une  inté- 
grale définie  ordinaire,  étendue  à  l'aire  S,  dans  le  plan  (w,  v) 
(î'Oi/*§  14)  qui  correspond  uniformément  à  S. 


V.  —  Condition  pour  que  l'intégrale  de  surface 

/    /  A  dy  dz  -+-  B  dz  dx  -+-  G  dx  dy 

ne  dépende  que  du  contour. 

17.  Nous  pouvons  nous  proposer,  sur  les  intégrales  de  surface, 
une  question  analogue  à  celle  que  nous  avons  résolue  (Chap.  III, 
§  3)  pour  les  intégrales  curvilignes.  A  quelle  condition  l'intégrale 
de  surface 

I  =  /   /  Xdv  dz  4-  B  dz  dx  -+-  G  dx  dy 

dépendra-t-elle  seulement  du  contour  limitant  la  surface  à  laquelle 
elle  est  étendue  ? 

Nous  supposons  que,  pour  une  surface  S,  les  coordonnées  x,y,z 
soient  exprimées,  comme  il  a  été  dit,  en  fonction  de  deux  para- 
mètres u  et  v.  Nous  avons  alors  pour  l'intégrale  l'expression  (12). 

Or,  considérons  une  famille  de  surfaces  ayant  la  même  limite 
et  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire  a;  pour  ces  surfaces,  nous 
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concevons  que  a?,  y,  z  soient  exprimées  par  des  fondions  de  u,  v 
et  du  paramètre  a.  Chaque  valeur  de  a  détermine  une  portion  de 
surface  qui  correspond  à  l'aire  S  dans  le  plan  (m,  t>),  et  l'on  peut 
choisir  évidemment  ces  fonctions  de  manière  que  la  courbe  cor- 
respondant au  périmètre  de  S  ne  dépende  pas  de  a,  et  soit,  par 
suite,  la  même  pour  toutes  les  surfaces.  De  plus,  nous  admettons 
que  les  limites  entre  lesquelles  on  fait  varier  a  sont  telles  que, 
dans  tout  l'espace  balayé  par  les  surfaces  correspondantes,  les 
fonctions  A,  B,  G  et  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
restent  continues. 

Calculons  la  variation  de  I,  en  réservant  comme  précédemment 
la  lettre  8  aux  variations,  c'est-à-dire  aux  différentielles  prises  par 
rapport  à  a. 

La  variation  de 

j  j.Kdydz         ou         jJK^à^ud, 

sera  égale  à 

J  J   L      D(">  v)  D(">  ")J 

ou,  en  développant,  à 

(i3)        /     /       -7-  ox  -h  —  ty  -f-  —  oz    — *—dudv 

Y"  T,   r^OF  ^        ()k  ()o;        dZy  dz        dy  dozl    ,      . 

+  /  /  A    "TT^  X"  -1-  :»     "J 1      5 >    T-    f/"  ^p- 

J  J  0Ll    Qç        ou    dv  av     ou        ov    ou  J 

La  seconde  intégrale  peut  être  transformée  au  moyen  d'intégra- 
tions par  parties  :  ainsi  l'on  a 

/    /  A  —  t!—Z.  du  dv  =  —  /     /  —  (  A  —  )  0  y  du  dv, 
J  J      dp    du  J  J    au  V     à?)  J 

en  se  rappelant  que  la  variation  de  oy  est  nulle  sur  le  bord  ;  et 
chacune  des  intégrales  qui  composent  le  second  terme  de  (i3) 
peut  être  transformée  de  la  même  manière.  Remplaçons  ensuite, 
en  développant  les  calculs, 


dk 

dk  dx        dk  dy        dk  dz 

— 

par 

—  —  _i_  —  _^_  _j_  —  — 

du 

dx   du        dy  du        dz  du 
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et  pareillement  pour -y-  :  l'expression  (i3),  après  des  réductions 
qui  se  font  d'elles-mêmes,  se  réduit  à 

r  rà\  [ "D(y,  z)^  D(z,x)^  D(.r,  vK    1    .      . 

J  J    dx  |D(m,  p)  D(m,  p)   '         D(«,  i»)      J 

Finalement,  après  des  calculs  analogues  pour  les  deux  autres  inté- 
grales qui  forment  1,  nous  obtenons 


J  J    \_dx       dy 


dC 
dz 


_  D(«,  t»)  D(tt,  r;  ^        D(m,  r) 


Or,  81  doit  être  nulle  et,  comme  les  signes  des  variations  8a?,  8y,  8; 
sont  arbitraires,  il  en  résulte  que  l'on  doit  avoir  identiquement 

àX       dB       dC 

(I/O  "T"   +    T"    -+-  -T-   =  °' 

02?         o[/         ds 

Cette  condition  nécessaire  est  en  même  temps  suffisante.  Nous 
formerions,  en  effet,  étant  données  deux  surfaces  ayant  même 
contour,  une  famille  de  surfaces  avec  ce  même  contour  et  dépen- 
dant d'un  paramètre  a,  et  dont  feraient  partie  ces  deux  surfaces; 
et  le  mode  de  raisonnement  employé  au  paragraphe  5  (Chap.  III)  est 
encore  applicable. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister  et  en  se  reportant  toujours 
aux  intégrales  curvilignes,  on  voit  que  nous  pouvons  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

La  relation  (izf)  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  V intégrale  1,  étendue  à  une  surface  fermée,  à  V inté- 
rieur de  laquelle  A,  B,  Cet  leurs  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  sont  continues,  soit  égale  à  zéro. 

18.  Il  suffira  aussi  d'énoncer  les  conséquences  immédiates  de 
ce  théorème.  Si  une  surface  fermée  S  contient  à  son  intérieur  des 
points  où  les  fonctions  A,  B,  G  cessent  d'être  continues,  l'inté- 
grale étendue  à  cette  surface  ne  sera  pas  nulle  en  général,  mais 
elle  gardera  une  valeur  constante  quand  on  déformera  la  surface 
sans  lui  faire  traverser  aucun  de  ces  points  singuliers. 

Je  prends,  comme  exemple,  l'intégrale 

i       r   r  x  dy  dz  -h  y  dz  dx  -h  z  dx  dy 
l—  j    j  _ 
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La  condition  (i4)  sera  vérifiée.  L'intégrale  étendue  à  une  sur- 
face fermée  est  nulle,  quand  cette  surface  ne  comprend  pas  l'ori- 
gine à  son  intérieur.  Cherchons  sa  valeur  quand  on  intègre  suivant 
une  surface  fermée  (sans  ligne  double),  comprenant  l'origine  à 
son  intérieur.  Nous  supposerons  que  le  côté  considéré  sur  la  sur- 
face soit  le  côté  extérieur  à  l'origine.  Il  suffira  d'intégrer  sur  une 
sphère  de  rayon  R  ayant  son  centre  en   ce  point;  nous  avons  donc 

à  calculer 

i      r  Çx  cosa  -+- y  cos[B  -f-  z  cosy 

"w  J  ~~^ 


cfo, 


en  désignant  par  a,  (3,  y  les  angles  faits  parla  normale  extérieure  à 
la  surface  avec  les  axes  de  coordonnées  :  on  a,  dans  le  cas  actuel, 


cosa—  -+■  cos  p  -^  -+-  cosy  -  =  i, 
K  K  K 


et  par  suite 


4*R*J  J* 


d<j  =  i. 


VI.  —  Formule  de  Stokes. 
19.  Nous  venons  de  voir  que  l'intégrale  de  surface 
/    /  A  dy  dz  H-  B  dz  dx  -+-  G  dx  dy, 

étendue  à  une  surface  limitée  par  un  contour  L,  ne  dépendait  que 
de  ce  contour,  quand  la  condition 

^       —    _  ^  -- 

Ox        dy        dz 

était  satisfaite. , On  peut  dans  ce  cas  mettre  l'intégrale  double  sous 
la  forme  d'une  intégrale  curviligne  prise  le  long  du  contour  L. 

Montrons  d'abord  que,  étant  données  trois  fonctions  satisfaisant 
à  l'identité  précédente,  on  pourra  trouver  trois  fonctions  a,  [3,  y 
de  #,  y,  z  telles  que 

(,6)  $_'£■  =  A,  à-l-'lï  =  n,  p.-  f=C. 

ôz        dy  dx        dz  dy        dx 

Prenons,  par  exemple,  y  =  o;  nous  satisferons  aux  deux  pre- 
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mières  équations  en  posant 

a  =  — /     ?>{x,y,  ~)dz,  ?=»■/     \(x,y,  z)dz-+-y(x,y), 

zQ  désignant  une  constante  numérique  et  '.p  étant  une  fonction 
arbitraire  de  x  et  y.  En  portant  ces  valeurs  dans  la  troisième  équa- 
tion, il  vient,  en  se  servant  de  l'identité  (io), 

et  l'on  pourra,  par  une  quadrature,  déterminer  une  fonction  v>(x,y) 
satisfaisant  à  cette  équation.  11  est  clair  d'ailleurs  que,  si  a,,  |3,,  y, 
désignent  une  solution  particulière  des  équations  (16),  la  solution 
la  plus  générale  sera  donnée  par 

<)F  0        <)F  OF 


Nous  avons  alors  à  considérer  des  intégrales  de  surface  de  la 


F  étant  une  fonction  arbitraire  de  #,  J',  z 

Noi 
forme 

De  telles  intégrales  se  rencontrent  dans  plusieurs  théories  impor- 
tantes de  Physique  mathématique.  On  peut  exprimer  cette  inté- 
grale au  moyen  de  l'intégrale  curviligne 

(18)  /  a  dx  -f-  (3  ely  -+-  y  dz, 

prise  le  long  du  contour  L. 

Il  importe  de  bien  définir  le  sens  dans  lequel  sera  prise  cette 
intégrale  curviligne.  L'intégrale  (17)  est  étendue  à  un  coté  déter- 
miné de  la  surface  S.  A  chaque  point  de  S  correspond  une  direc- 
tion de  la  normale  :  traçons  autour  de  P  un  élément  de  surface 
limité  par  le  contour  ir.  Le  sens  direct  sur  le  contour  ti  sera  le 
sens  de  gauche  à  droite  pour  un  observateur  placé  sur  la  nor- 
male, avant  les  pieds  en  P  et  la  tète  dans  la  direction  de  cette 
normale.   Supposons  maintenant  que  le  point  P    soit   voisin   du 
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contour  C  et  qu'une  partie  du  périmètre  tu  appartienne  à  ce  con- 
tour. Un  sens  déterminé  se  trouvera  alors  fixé  sur  celui-ci,  et  ce 
sens  sera  évidemment  toujours  le  même,  de  quelque  partie  du 
contour  que  se  rapproche  le  point  P.  Nous  allons  montrer  que,  le 
sens  sur  L  se  trouvant  ainsi  fixé,  les  intégrales  (17)  et  (18)  sont 
égales  et  de  signe  contraire,  si  le  sens  de  rolation  du  trièdre 
(Oxyz)  est  direct  (f). 

20.  Démontrons  d'abord  le  théorème  dans  le  cas  où  le  contourC 
est  plan;  on  passera  ensuite  immédiatement  à  un  contour  quel- 
conque. Nous  allons  simplement  faire  un  changement  de  coor- 
données, en  prenant  un  nouveau  système  d'axes  (OXYZ)  de 
même  sens  de  rotation  que  le  premier  et  tel  que  le  plan  Z  =  o 
soit  le  plan  de  la  courbe  plane  C.  Supposons  qu'on  intègre  sur  le 
côté  du  plan  correspondant  à  la  direction  de  Taxe  QZ ;  le  sens  direct 
sur  la  courbe  C  sera  alors  le  sens  de  OX  vers  0\,  c'est-à-dire  le 
sens  positif  tel  que  nous  l'avons  défini  (Chap.  III,  §  6).  Si  a\  b"  c" 
désignent  les  cosinus  directeurs  de  OZ,  l'intégrale  double  (17) 
peut  s'écrire 

//[(£-£)»HS-£)H$-S)"H 

d'autre    part,    les    formules    de    transformation    de    coordonnées 

donnent 

ce  =  a  X  -+-  à  Y  -h  a!' Z  -+- p , 

y  =  6X  +  6'Yh-6"Z  -hç, 

.-=cX+c'Y  -+-c"Z  -f-r, 
el  l'on  sait  que 

c"  =  ab' — ba',         a" =  bc' — cb',         b" '  =  ca' — etc. 

Gomme  d^L  =  o,  l'intégrale  curviligne  se  réduit  à 

/  {an  -+-  b$  -+-  cy)  dX  -+-  (au  -+-  b' $  4-  c'y)  dY, 
Je. 


(')  Un  trièdre  (Oxyz),  où  Tordre  de  permutation  circulaire  des  arêtes  est 
donné,  a  son  sens  de  rotation  direct,  quand  un  observateur  placé  sur  une  quel- 
conque des  arêtes,  les  pieds  en  O,  voit  l'arête  suivante  coïncider  avec  la  troisième 
au  moyen  d'une  rotation  d'un  angle  droit  en  tournant  dans  le  sens  direct  de  la 
Cinématique,  evest-à-dire  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre,  ou  encore,  de 
gauche  à  droite. 
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qui,  d'après  une  formule  démontrée  plus  haut  (§  11),  est  égale  à 

cette  intégrale  étant  étendue  à  l'aire  L.  Il  faut  calculer  les  dérivées 
partielles  par  rapport  à  X  et  à  Y  de  a,  ^,  y,  qui  sont  des  fonctions 
de  x,  y,  z.  On. aura 

àx        àoL  dx  .        àx  dz        àce.     ,       dct  , ,       àx    , 

oX        ot  oy  az  ax        ax  ôy  ôz 

et  des  formules  analogues  pour  fi  et  y.  Par  suite 

(«£^4)-(-S+*'S-*&) 
-(2-.$)MS-£)r^'-S)'' 

et  la  formule 

est  établie,  dans  le  cas  où  la  courbe  est  plane. 

21.  Il  est  aisé  maintenant  de  passer  au  cas  où  le  contour  est 
quelconque.  Tout  d'abord  on  peut  réduire  ce  contour  à  être  un 
contour  polygonal,  puisqu'il  suffirait  d'augmenter  indéfiniment  le 
nombre  des  côtés  du  polygone  pour  avoir  une  courbe  quelconque. 
On  peut  ensuite  par  ce  contour  polygonal  faire  passer  une  surface 
polyédrale  dont  les  faces  soient  des  triangles.  En  appliquant  la 
formule  démontrée  pour  le  cas  des  aires  planes  à  chacun  de  ces 
triangles  et,  ajoutant  les  résultats  obtenus,  on  aura  évidemment 
la  formule  cherchée,  qui  est  alors  démontrée  dans  toute  sa  géné- 
ralité, et  que  les  géomètres  anglais  désignent  sous  le  nom  de  for- 
mule de  Slokes  (  •  ). 


(  '  )  La    formule    précédente,   au    moins   dans   un   cas   particulier,   était   connue 
d'Ampère,  <|ui  s'en  est  servi,  sous  une  autre  forme,  en  Electromagnétisme. 

picard.  —  T.  I.  in 
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Une  application  immédiate  de  cette  formule  est  la  recherche  des 
conditions  pour  que  l'intégrale  curviligne 


/ 


a  dx  4-  p  dy  -+-  y  dz. 


prise  le  long  d'une  courbe  fermée  quelconque,  soil  nulle,  pro- 
blème tout  à  fait  analogue  à  celui  que  nous  avons  traité  dans  le 
cas  du  plan.  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  sont 

da         d$  â$  _     dy  dy     _  d% 

dy        dx  dz        dy  dx        dz 

Si  elles  sont  remplies,  l'intégrale  curviligne 

•»(•*■,  y,  -•)   • 
/  a  dx  -+-  [j  dy  -+-  y  dz 

sera  une  fonction  u  de  x,  y  et  s,  et  l'on  aura 

du  du  du 

àx^*'  àp^*  dl=1' 

.  22.  Pour  faire  une  seconde  application  de  la  formule  de  Stokes, 
considérons  une  courbe  fermée  L  et  un  point  A  quelconque  de 
coordonnées  a,  6,  c  dans  l'espace.  Soit  une  surface  quelconque  S 
limitée  par  L,  et  sur  laquelle  nous  considérons  deux  côtés.  Un 
élément  d?  de  cette  surlace  est  vu  sous  un  angle  égal  à 

cos(r,  n)    , 

en  appelant  /•  la  distance  du  point  A  à  un  point  M(#,  y,  z)  de 
l'élément,  et  en  appelant  (r,  n)  l'angle  fait  par  la  direction  MA 
avec  la  direction  de  la  normale  en  M  à  la  surface.  Ainsi  compté, 
cet  angle  solide  est  positif  ou  négatif  suivant  que  l'angle  (r,  n)  est 
aigu  ou  obtus.  Or,  en  désignant  par  cosa,  cosjS,  cosy  les  cosinus 
des  angles  de  la  normale  avec  les  axes,  nous  aurons 

.         .        a  —  x  b  —  y         .        c —  z 

cos (r.n)=  cos a  h —  cos  B  H cos  y. 

/*  r  r 

La  somme  des  angles  solides  pour  tous  les  éléments  du  de  S 
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sera  donc 

(19)  I  =    /     /  /  : — - — cosa  H -f-  cosp  -h  — J-  C0ST  )  ^ff- 

Ce  sera  donc  une  intégrale  de  surface  étendue  à  S,  et  elle  sera 
indépendante  de  S,  car  on  a 

)   [a  —  x\         d    Ib  —  y \         à   / «  —  z \ 


On  peut  dire  qu'elle  représente  l'angle  solide  (compté  avec  un 
signe)  sous  lequel  du  point  A  on  voit  le  contour  G. 

Cherchons  d'abord,  avant  d'appliquer  la  formule  de  Stokes, 
quelle  sera  la  valeur  de  l'intégrale  (19)  étendue  à  une  surface 
fermée.  Si  le  point  («,  6,  c)  est  extérieur  à  la  surface,  cette  inté- 
grale sera  nulle  d'après  le  théorème  fondamental  (§  17).  Sup- 
posons (a,  b,  c)  à  l'intérieur  de  la  surface,  et  intégrons  sur  le  côté 
interne  de  celle-ci.  L'intégrale  est  indépendante  de  la  surface; 
prenons  donc  une  sphère  de  rayon  R  ayant  (a,  b,  c)  pour  centre; 
l'intégrale  devient 


// 


On  a  donc 

cos(/',  n)  d-3 


■ 


rl 


=  4^ 


résultat  bien  simple,  mais  dont  Gauss  a  tiré  d'importantes  consé- 
quences. Gomme  nous  le  verrons  ultérieurement,  la  démonstration 
géométrique  est  d'ailleurs  immédiate. 

Revenons  maintenant  à  l'intégrale  1  étendue  à  une  surface  S 
limitée  par  un  contour  C.  D'après  la  formule  de  Stokes,  on  peut 
la  remplacer  par  une  intégrale  curviligne  prise  le  long  de  C.  Cette 
transformation  serait  compliquée  et  présenterait  peu  d'intérêt.  Ce 
qui  est  au  contraire  d'une  grande  utilité  dans  diverses  théories,  et 
en  particulier  dans  l'Electromagnétisme,  c'est  d'exprimer  les 
dérivées  partielles  de  I,  considéré  comme  fonction  de  a,  b  et  c, 
par  des  intégrales  curvilignes.  Nous  allons  y  parvenir  immédia- 
tement au  moyen  de  la  formule  de  Stokes. 

Prenons,  par  exemple,  la  dérivée  partielle  de  I  par  rapport  à  #, 
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nous  aurons 

S  =//K  (^  ) C05ï + é  (^  ) cos  p + .7s(^)  cos\K 

Nous  devons  chercher  des  fonctions  a,  (3,  y  de  #,JK,  s  telles  que 

dp         dy  d    la  —  x\ 

ôz        dy        da  \      r'à      !      , 

dy         dx  ô    (b — y 


ôx        ôz        da 

ôx.         dfi  ô    I  c  —  z 


dy        dx        da  \     r3 

Or,  prenons  a  =  o  ;  nous  devons  choisir,  s'il  est  possible,  (3  et  y 
de  manière  à  satisfaire  aux  équations 

dj_  3(b—y)(a  —  x)  ôfi_  3(c  —  z)(a  —  x) 

ôx  r'6  dx  r° 

et 

dfi        ày         i         3(a  —  xy- 
àz       ây        r3  /'3 

Ces  équations  seront  vérifiées  si  l'on  prend 

y  —  b  z  —  c 

et,  par  suite,  l'intégrale  curviligne 

—  la  dx  -h  (3  dy  -h  y  dz 

se  réduira  ici  à 

r(z~c)dy  —  (y  —  b)dz 

h 
On  trouverait  de  la  même  manière 

àl  r(x  —  a)dz  —  (z  —  c)  dx 

où  -Jc  F5 

<)\  r(  y  —  b)  dx  —  (x-a)dy 

d~c-.L 7* '-* 
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formules  d'un  grand  intérêt  dans  la   théorie  du  Magnétisme  ('). 

Nous  allons  appliquer  ces  formules  à  la  recherche  d'un  nombre 
intéressant  relatif  à  deux  courbes  de  l'espace  C  et  T  ne  se  ren- 
contrant pas  :  c'est  le  nombre  N  de  fois  que  T  tourne  autour 
de  C.  Pour  préciser,  nous  allons  exprimer  ce  nombre  N  par  une 
intégrale  double. 

Reprenons  l'angle  solide 

.       x         (*    C(a  —  x)  cosa-+-  (b  —  y)  cos3  -+-  (c  —  ^)cosv   , 
(19)         J(«,  b,  c)=j  J  '- £f C 2 - l-da 

sous  lequel,  du  point  A(«,  6,  c)  on  voit  la  courbe  C  décrite  par 
M(#, y,  z)  :  c'est  une  fonction  continue  de  <z,  6,  c  tant  que  A  ne 
vient  pas  sur  C,  mais  elle  n'est  pas  uniforme.  Partant,  en  effet, 
de  A0,  faisons  décrire  à  A  un  circuit  fermé  F0  entourant  une  fois 
la  courbe  C  et  coupant  une  fois  S.  Pour  tout  élément  de  surface 
de  l'intégrale  double  (19)  non  traversé  par  T0,  l'angle  solide 
revient  évidemment  à  sa  valeur  primitive;  au  contraire,  si  l'on 
considère  l'élément  de  la  surface  S  traversé  par  T0,  ce  petit  élé- 
ment sensiblement  plan  est  vu  d'un  point  infiniment  voisin  sous 
l'angle  ( —  2tt)  ou  (-}-  2tc),  selon  que  le  point  est  d'un  côté  ou  de 
l'autre  de  cet  élément.  L'angle  solide  I(#,  6,  c)  augmente  donc 
brusquement  de  4^  toutes  les  fois  que  la  courbe  ro  décrite  par  A 
traverse  la  surface  S  dans  le  sens  de  la  normale  positive  à  S. 
I(a,  6,  c)  est  donc  une  fonction  multiforme  de  période  4 tu, 
acquise  par  une  rotation  d'un  tour  autour  de  C.  Plus  générale- 
ment, soit  T  une  courbe  quelconque  ne  rencontrant  pas  G  et  tour- 
nant N  fois  autour  de  C.  Si  l'on  suit  la  variation  de  I(a,  &,  c)  le 
long  de  T,  on  trouvera,  en  revenant  à  la  position  initiale,  que  ï 
s'est  augmentée  de  ]N.  4~« 
Par  conséquent, 

1     C  »  .  àl    ,         01    „        dl   w 

N  =  -—    /   al  ou  d I  =  —  da  -+■  —r  db  h-  —  de. 


da  db  de 


En  formant  t/I,   on  verra  de  suite  que  l'on  peut  mettre  cette 


(')  On  trouvera    d'intéressantes   applications    géométriques   <!<>   la   formule  de 
Stokes  dans  un  Mémoire  de  M.  Kœnigs  (Journal  de  Jordan,  1889). 
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différentielle  sous  la  forme  d'un  déterminant, 

da  db 

dx  dy 

x  —  a    y  —  b 


i 
r3 


On  a  donc 


de 
dz 


N 


>*Jr\'. 


da 
dx 

x  —  a 


db 


y 


de 

dz 
b     z  —  c 


.3 


où  Ton  intégrera  en  laissant  d'abord  A  (a,  b,  c)  tixe  et  faisant 
décrire  à  M(xr  y,  z)  la  courbe  C,  puis  en  faisant  décrire  à 
A  (a,  6,  c)  la  courbe  T.  N  ne  change  pas  si  l'on  permute  les  rôles 
de  C  et  T.  Si  l'on  suppose  que  C  a  pour  équation» 


et  F 


fo(x,y,  z)  =  o. 
fi(&,  y,z)-  o. 

f.2(xry,z)  =  0. 
f:i(x,y,z)  =e, 


N  est  ce  qu'on  appelle  avec  Kronecker  la  caractéristique  des 
quatre  fonctions /*„,  /, ,  y'2,  f3  {voir  la  section  suivante  n°  23)  et 
peut  s'exprimer  par  une  intégrale  double  étendue  à  la  surface 
j\  =  o  supposée  fermée 


VII.  —  Racines  communes  à  trois  équations.  —  Formule  donnant  le 
nombre  des  racines  communes  à  deux  équations  contenues  dans 
un  contour. 

23.  Nous  ferons  encore  une  application  de  la  théorie  des  inté- 
grales de  surface,  en  cherchant  une  intégrale  qui  soit  à  rappro- 
cher de  l'intégrale  curviligne  étudiée  au  paragraphe  1  I  |  Chap.  111). 
Prenons,  àcetelïet,  trois  fonctions  continuesF1  (x,y,  s),  F2(x,  y,  z)7 
F:î(jt\j',  z)  des  variables  x\  r,  s,  développables,  dans  le  voisinage 
de  toute  valeur  #0,  y0,  z0  que  nous  aurons  à  considérer,  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  —  #„,  y — y0  et 
z  —  zQ.  Je  forme  l'intégrale  de  surface 


4*  - 


k  dy  dz  -4-  B  dz  dx  -+-  C  dx  dy, 
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l5f 


OU 


A  = 


Fi 
F2 


ôy 

àF3 

ôy 


âFs 

ôz 

àF:i 
~ôz 


(F?-+-F3+Ff): 


B  = 


F! 

àFi 

ôFt 

~àz 

Ox 

F2 

ôF2 
"àz 

àF* 

Ox 

àFs 

ÔF, 

F3 

~ôz 

àx 

C  = 


(Ff 

+  FI+F^)^ 

dFt 

ÔFy 

Fi 

ôx 

ày 

F2 

<)F, 
ôx 

àF2 

ôy 

àF, 

àF, 

F  3 

àx 

ôy 

(Ff+F^ 


Fi)2 


Quelles  que  soient  les  fondions  F,,  F2,  F3,  on  aura  l'identité 

ôk       ôB       ÔC 


ôx 


ôy        àz 


=  o, 


comme  le  montre   un  calcul  un  peu  long,  mais  ne  présentant  au- 
cune difficulté. 

L'intégrale  I  étendue  à  une  surface  fermée  ne  change  donc  pas 
de  valeur  quand  on  déforme  la  surface  S  d'intégration  sans  ren- 
contrer de  points  où  A,  B,  C  cessent  d'être  continus.  Il  en  résulte 
que  l'intégrale  I  sera  nulle,  s'il  n'y  a  pas  de  racines  communes 

aux  trois  équations 

Fy(x,y,  z)  =  o, 

F2'(ar,  y,  z)  =  o, 

F3<>, y,  z)  =  <> 
à  l'intérieur  de  S. 

Supposons  maintenant  qu'il  3  ail  à  L'intérieur  de  S  un  poiiifl  P 
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correspondant  à  une  racine  commune  aux  trois  équations.  Au  lieu 
de  calculer  I  en  intégrant  le  long  de  S,  nous  pouvons  intégrer  le 
long  d'une  surface  quelconque  entourant  le  point  P.  Or  prenons 
ce  point  pour  origine  et  développons  F,,  F2,  F3  d'après  la  for- 
mule de  Taylor, 

Fi(#,  y,  js)  =  axx-*-biy-+-cxz-i-...i 

Ft{x,  r,  z)  ==  a^x-h  b2y  -+-  c2z  -+-. . . , 
F3(>,  jk,  z)  =  a3x  -+-  b3y  -h  czz  -4- 

On  montre,  comme  dans  le  cas  de  deux  équations,  que  l'inté- 
grale ne  change  pas  de  valeur,  quand  on  réduit  F1;  F2,  F3  aux 
termes  du  premier  degré.  L'intégrale  I  devient  alors 


4*J  J 


x  dy  dz  -+-  y  dz  dx  -+-  z  dx  dy 


\{aYx  -h  bi y-\-  c^zy-\-{a-iX-\-b^y^r-  c23  f2-\-(a3x  -k63 y  -h  c3z  )2] 2 


en  posant 


«1     *i 

C\ 

D  = 

«2       &2 

Cl 

>                          • 

«3     b3 

Ci 

D  est  supposé  différent  de  zéro  et  représente  la  valeur  du  déter- 

minant fonctionnel 

dF 

dx 

1     dFt 
Oy 

c)F, 
~dz 

àF 

\     dl* 

d¥x 

dx 

'      ày 

dz 

dF 

l     dl± 

dF% 

dx 

ày 

dz 

au  point  P. 

Pour   calculer  I,   prenons  comme  surface  d'intégration  l'ellip- 
soïde 

(a{x  H-  bxy  -\-  Ciz)2  + («2^ -H  b^y  -+-  Cj*)2-t-  (a6x  -+-  63jk  -+-  c3s)2=  1. 

En  désignant  par  a,  |3,  y  les  angles  faits  par  la  normale  exté- 
rieure à  cette  surface  avec  les  axes,  nous  avons 

1=7 —    /     I  (  x  COSK-+- y  cos$ -h  z  cosy)  da, 

ou,  en  appelant  r  le  rajon  vecteur  allant  du  centre  de  l'ellipsoïde 
à  l'élément  d?,  et  z>  l'angle  aigu  fait  par  le  rayon  vecteur  avec  la 


normale, 
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I  =  —    /     I  r  cosc  tfo. 
4*J  J 


i53 


Mais  l'intégrale  double,  qui  ligure  clans  le  second  membre,  est 
égale  à  trois  fois  la  somme  des  pyramides  élémentaires  de  som- 
met P  et  de  base  r/c,  et  par  conséquent  égale  à  trois  fois  le  vo- 
lume de  l'ellipsoïde.  Or  celui-ci,  comme  on  le  reconnaît  aisément, 
est  égal  à 


4 

-  71 


D 


|  D  |  désignant  la  valeur  absolue  de  D.  Nous  aurons  donc 

D 


I 


t) 


D'où  le  résultat  suivant,  entièrement  semblable  à  celui  que  nous 
avons  obtenu  dans  le  cas  des  deux  équations  : 

U  intégrale  1  est  égale  à  la  différence  entre  le  nombre  des 
racines  contenues  dans  S,  pour  lesquelles  le  déterminant  fonc- 
tionnel 


dFj 

()1a 

d¥x 

dx 

dy 

dz 

d¥2 

d¥. 

d¥2 

dx 

dy 

~ôz 

à¥z 

^F_3 

d¥3 

<)x 

dy 

~âz~ 

est  positif,  et  le  nombre  des  racines  pour  lesquelles  ce  déter- 
minant est  négatif.  En  particulier,  si  la  surface  fermée  S  a  pour 
équation  F/(  (#,  y,  s)  =  o,  l'intégrale  I  est  ce  qu'on  appelle  la 
caractéristique  du  système  des  quatre  fonctions  F,,  F2,  F3,  F4. 
Le  théorème  précédent  a  été  donné  par  M.  Kronecker,  sous 
une  forme  différente,  dans  ses  études  sur  les  systèmes  de  fonc- 
tions de  plusieurs  variables  (Monatsberichte  der  Académie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin,  1 869);  il  peut  être  étendu  à  un  nombre 
quelconque  d'équations  [voir  E.  Picard,  Traité  d' Analyse ,  t.  11, 
2e  édition,  Chapitre  VII  où  la  question  actuelle  etla  suivante  (n08 24 
et  25)  sont  reprises  et  généralisées]. 
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21.  Nous  avons  donné  au  Chapitre  III  (§  11)  une  formule  rela- 
tive aux  racines  communes  à  deux  équations  contenues  dans  un 
contour;  cette  formule  ne  résolvait  pas  la  question  de  recherche 
du  nombre  des  racines  communes  à  deux  équations  contenues 
dans  un  contour.  C'est  cette  question  que  nous  allons  maintenant 
résoudre  (  '  ). 

Soient  deux  équations 

(S)  {f(x>y)  =  °, 

I  <p(5,.r)v—  ° 

ayant  à  l'intérieur  d'un  contour  C  un  certain  nombre  de  racines 
simples,  c'est-à-dire  pour  lesquelles  le  déterminant  fonctionnel 

^        df  <)'■&         df  ào 

D  =  —  — ; _  _l 

'dx  ôy        ôy  àx 

n'est  pas  nul.  Je  considère  le  système  de  trois  équations 

r  /O,  y)  =o> 

(2)  <  ®(x,y)  =  o, 

(  ^D  =  o 

aux  trois  inconnues  #,  y,  z.  J'envisage  dans  l'espace  à  trois  di- 
mensions (x,  y-,z)  l'ensemble  des  valeurs  de  ces  variables  corres- 
pondant à  des  points  (oc,  y)  contenus  dans  C,  et  à  des  valeurs 
de  z  comprises  entre  —  £  et  -+-  s  (e  désignant  une  constante  posi- 
tive arbitraire).  Cet  ensemble  définit  un  domaine  A,  et  le  nombre 
des  racines  du  système  S,  correspondant  à  des  points  de  ce  do- 
maine, sera  précisément  le  nombre  des  racines  du  système  S  con- 
tenues dans  C.  Or  le  déterminant  fonctionnel  des  trois  fonctions 
formant  les  premiers  membres  des  équations  -  se  réduit  à  la  quan- 
tité positive 

La  difficulté  relative  au  signe  du  déterminant  fonctionnel 
a  donc  disparu,  et  l'on  pourra,  par  suite,  représenter  par  une 
intégrale  double  le  nombre  des  racines  communes  aux  équa- 
tions S  contenues  dans  C. 


(x)  E.  Picard,  Journal  de  Mathématiques,  1892  (Sur  le  nombre  des  racines 
communes  à  plusieurs  équations  simultanées ). 
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t2r>.  Effectuons  complètement  le  calcul.  La  surface  d'intégration 
se  compose  de  la  surface  latérale  d'un  cylindre  et  de  ses  deux 
bases.  Calculons  d'abord  la  partie  de  l'intégrale  relative  à  la  sur- 
face latérale  du  cylindre.  En  prenant  les  notations  du  n°  23,  elle 


se  réunira  à  l'intégrale 


fi 


A  dy  dz  -+-  B  dz  dx. 


D'une  manière  générale,  on  a 

dy  dz  —  dv  cosa,         dz  dx  =  d<r  cos  (3, 

di  désignant  l'élément  positif  de  la  surface,  a  et  [1  les  angles  de 
la  normale  extérieure  à  la  surface  avec  les  axes.  Ici  nous  pouvons 
prendre  pour  a  et  j3  les  angles  de  la  normale  extérieure  à  la  courbe  G 
avec  les  axes  Oûp  et  0>',  et  l'on  a 

dr>  —  ds  dz, 

ds  étant  l'élément  d'arc  de  C,  et  dz  étant  positif.  Nous  aurons 
donc,  pour  l'intégrale  précédente, 

/  /   (  A  cosa  -(-  B  cos  (3)  ds  dz, 

J—  z    «■  c 

mais,  sur  la  courbe  C, 

dx  —  —  ds  cos  p, 

dy  =       ds  cosa. 
Nous  pouvons,  par  suite,  écrire  l'intégrale  sous  la  forme 

.     f         f(\dy—Bdx)dz, 

1  —  z     Je 

et  l'on  a 

\    ày  ày  )  rr  \     àêe  dx  ) 


A  = 


(/2-4-?2-h  \y-z*y  (/--h?2+  d2^2)2 


en  désignant  toujours  par  D  le  déterminant  fonctionnel 

df  à?        ôf_  àz 

dx  dy        dy  Ox 

Il  en  résulte   que,    dans  l'évaluation   du   nombre    des    racines,    la 
portion  de  l'intégrale  double  provenant  de  La   surface  latérale  du 
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cylindre  se  réduit  à  l'intégrale  curviligne,  prise  dans  le  sens  positif 
le  long  de  C, 

Ç  P  dx  -+■  Q  dy 


0) 

où 


4-7T  \J  l>X 


Dà 


(/2-h  <f2  +  D**2)7 
Date 


L'intégrale  qui  figure  dans  P  et  Q  peut  s'obtenir  immédiate- 
ment; on  trouve  ainsi 


>f  àf 

f  — L  —  9  — 

i     ^  <to        r  d# 

=    2^         /2-j-<pî 

j_  7  à  y        '  dy 


De 


(/2-+-©2-+-D2E2)2 
D£ 


(/2 


D2£2)' 


Passons  à  la  portion  de  l'intégiale  relative  aux  plans  de  base  du 
cylindre.  Ils  donnent  l'intégrale  double  étendue  à  l'aire  limitée 
par  C  : 

OÙ 


(/*+(p»+D>'E«)ï 


R  = 


f      dJL      dl 

dx      Oy 

ôy       dy 


? 


(>^P         dy 


da?         dy 

La  somme  des  intégrales  (a)  e/  ((3)  donne  le  nombre  cherché 
des  racines  communes  aux  deux  équations 

contenues  dans  le  contour  G.  Le  domaine  d'intégration  ne  dépend 
que  de  C,  et  c'est  seulement  en  apparence  que  la  somme  précé- 
dente dépend  de  l'arbitraire  e. 


CHAPITRE  V. 

DES  INTÉGRALES  MULTIPLES. 


I.  —  Définition  et  propriétés  fondamentales  des  intégrales 

multiples. 

1.  D'une  sommation  double,  on  passe  tout  naturellement  à  une 
sommation  d'un  ordre  n  de  multiplicité  étendue  à  n  variables. 
Prenons  d'abord  le  cas  de  trois  variables  x,  >',  z  et  considérons 
#,  y,  z  comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  dans 
l'espace.  Nous  menons  trois  systèmes  de  plans  respectivement  pa- 
rallèles aux  plans  de  coordonnées.  Ce  réseau  de  plans  découpe 
l'espace  en  parallélépipèdes  rectangles.  A  chaque  point  (x^  y^  w), 
nous  associons  le  parallélépipède  ayant  pour  côtés  les  expressions 
positives  (xi+i —  a?/),  (}'k+\ — yk)i  {zi+\ — •  Zt).  Soient  maintenant 
un  volume  V  et  /(&,  y,  z)  une  fonction  continue  de  x,  y.  z:  je 
forme  la  somme  triple 

étendue  à  tous  les  points  (#/,  »,  zi)  situés  à  l'intérieur  du  vo- 
lume. On  démontrera,  comme  dans  le  cas  de  deux  dimensions 
(Chap.  LV),  que  cette  somme  a  une  limite  toujours  la  même,  quelle 
que  soit  la  loi  suivant  laquelle  les  parallélépipèdes  tendent  vers 
zéro.  Rien  n'est  à  changer  au  mode  de  raisonnement.  Nous  aurons 
certains  parallélépipèdes  irréguliers,  c'est-à-dire  sortant  partiel- 
lement du  volume  V,  comme  nous  avions  précédemment  des  rec- 
tangles irréguliers..  La  somme  des  volumes  de  ces  parallélépipèdes 
irréguliers  tend  vers  zéro;  pour  le  voir  nous  supposerons  la 
surface  S  comprise  dans  le  volume  limité  par  deux  surfaces  polyé- 
(I raies  variables,  l'une  extérieure,   l'autre  intérieure  à  S,  ces  sur- 
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laces  étant  telles  que  le  volume  compris  puisse  toujours  être  rendu 
moindre  qu'une  quantité  t  donnée  à  l'avance.  Dans  ces  conditions, 
les  parallélépipèdes  irréguliers,  à  partir  d'un  certain  moment,  sont 
tous  compris  entre  ces  deux  surfaces  polyédrales  et,  par  suite,  la 
somme  des  volumes  de  ces  parallélépipèdes  tend  vers  zéro.  La 
limite  obtenue  se  représentera  par 

(i)  /   /  j  f(x,y,  z)dxdy  dz, 

et  l'on  dira  que  cette  intégrale  triple  est  étendue  au  volume  V. 

Quand  on  passe  à  un  nombre  n  de  dimensions,  l'image  géomé- 
trique fait  défaut,  mais  l'extension  n'en  est  pas  moins  possible. 
Dans  une  multiplicité  à  n  dimensions,  nous  considérons  l'en- 
semble continu  des  valeurs  des  71  grandeurs  x^  #27  ...,  xn< 
satisfaisant  à  une  ou  plusieurs  inégalités  delà  forme 

(2)  o(a7l5  a?2,   .  .  .,  xa)  >  o, 

et  nous  supposons  que  les  valeurs  des  a?,  satisfaisant  à,  ces  inéga- 
lités, restent  inférieures,  en  valeur  absolue,  à  un  nombre  fixe. 
Telle    serait,    par   exemple,    la    multiplicité  définie  par   Tunique 

inégalité 

x2  +  ^|  +  ...+  .r,-;<R2. 

Soit  maintenant  une  succession  de  valeurs  croissantes  de  #n 
puis  de  x2,  ...  et  de  xn.  Nous  formons  la  somme  multiple 

A  Xi  désignant  l'accroissement  positif  de  x{  quand  on  passe  de  la 
valeur  désignée  d'une  manière  générale  par  X\  à  la  suivante,  et 
pareillement  pour  \x2l  . ..,  A#„.  Cette  somme  est  étendue  aux 
valeurs  considérées  de  #,,  x2-,  ••-,  ocn  satisfaisant  aux  inégalités  (2). 
Elle  a  une  limite  que  l'on  représente  par 

/     /  *  *  *  /  /( xi  5  *r2>  •  •  •■»  ®n)  dxx  dx« . . . dxn  ; 

c'est  une  intégrale  multiple  d'ordre  »,  étendue  au  continuum  défini 
par  les  inégalités  (2). 


INTÉGRALES   MULTIPLES.  1  ">9 

2.  Revenons,  pour  plus  de  simplicité,  aux  intégrales  triples. 
Le  calcul  de  l'intégrale  (i)  se  ramènera  à  un  calcul  d'intégrales 
simples.  Effectuant  d'abord  la  sommation  en  laissant  x  et  y  con- 
stants, et  faisant  tendre  seulement  les  dz  vers  zéro,  nous  écrirons 
l'intégrale  sous  la  forme 


/  j  dxdy  j  f{x,y,z)dz. 


Une  parallèle  à  l'axe  des  z  correspondant  à  un  système  de  valeurs 
(#,  y)  rencontrera  la  surface  en  un  nombre  pair  de  points,  qui 
pourra  être  variable  :  supposons. qu'il  y  ait  quatre  points,  et  soient 
2|,  32,  z-:i->  zk  les  valeurs  correspondantes  de  z(z{  <C  z2<C  ^:t<^  £*) 
qui  sont,  en  général,  des  fonctions  de  x  et  y. 
On  aura  à  prendre  l'intégrale 

I f{à,y,  z)dz, 

entre  zt  et  z2l  puis  entre  z$  et  zA  ;  c'est  en  effet  pour  ces  valeurs 
de  z  que  l'on  sera  à  l'intérieur  du  volume.  Posons 

/     M/,  z)dz^r-  j     f(xfy,  z)dz  =  <!>(#,  y). 

11  nous  reste  à  faire  la  sommation  double 

/   J  *(#>  Y)  dxdy, 

étendue,   dans  le  plan  des  (#,  y),  à  l'aire  limitée  par  le  contour 
apparent  de  la  surface  sur  ce  plan. 

3.  Le  changement  des  variables  de  sommation  se  fera  dans  une 
intégrale  triple,  en  suivant  les  mêmes  principes  que  pour  les  inté- 
grales doubles.  On  suppose  que  les  trois  équations 

x—f{u,  <\  w), 

y  =  cp(Mj  t>,   w), 

z  =  'b(ii)  p,  w) 

établissent  une  correspondance  uniforme  entre  un  volume  V  rap- 
porté aux  axes  (j?,  ya  z)  et   un  volume   U   rapporté  à  des  axes 
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(«,  r,  w).  Dans  ces  conditions,  le  déterminant  fonctionnel 

(1L     dl    EL 
Ou      dv     dw 


D  = 


do      dcp      dy 
du      dv     dw 

dty      d<b      dty 

du      dv      dw 

est  différent  de  zéro  pour  tous  les  points  du  volume  U. 

Pour  effectuer  le  changement  de  variable,  on  écrira  l'intégrale 
sous  la  forme 


I  dz  f     !  F(x,  y,  z)  dx  dy. 


et.  laissant  z  constant,   on  remplacera  les  variables  x  et  y   par 
u  et  v. 

Pour  cela,  nous  calculerons  le  déterminant  fonctionnel  de  x 
et  y  par  rapport  à  u  et  jp,  en  considérant  w  comme  une  fonction 
de  .ces  variables  satisfaisant  a  la  relation 

z  =  ty(u,  V,  w), 

où  z  est,  pour  le  moment,  une  constante.  Remplaçant  alors  l'élé- 
ment dx  dy  par  l'élément  —  du  dv,  nous  avons  l'intégrale 

dw 

II)  F0>7>  z)  —  dzdudv. 


dw 


Laissant  ensuite  u  et  v  constants,  on  remplace  dz  par  -~  dw,  et 
nous  obtenons  l'intégrale 


dw 


fff 


F  (#,  y,  z  )  D  du  dv  dw. 

Nous  n'avons  pas  tenu  compte  des  signes  (  *  )  :  le  produit  dx  dy  dz 
dans  l'intégrale  proposée  étant  positif,  si  nous  considérons  aussi 
du  dv  dw  comme  positif,  il  faut  remplacer 

dx  dy  dz     par     e  D  du  dv  dw , 


(')  Les  précautions  à  prendre  pour  les  signes  sont  en  tout  point  analogues  à 
celles  que  nous  avons  prises  aux  nos  8  et  11  (  Remarque  )  du  Chapitre  IV. 
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e  étant  dz  i ,  suivant  que  D  est  positif  ou  négatif.  Finalement  on  a 

///*(*>?>  z)dxdydz=JJJF{f,  ?,  $)tl):dud9div, 
la  seconde  intégrale  étant  étendue  au  volume  U. 

4.   Arrêtons-nous  sur  le  cas  où  F  =  i .  L'intégrale 
(3)  f  f   fdxdydz 

étendue  à  V  sera,  par  définition,  le  volume  contenu  dans  la  sur- 
face qui  limite  V.  On  peut  la  ramener  à  l'intégrale  double 

/    /  (^2  —  *i)  dx  dy, 

dans  le  cas  où  une  parallèle  à  l'axe  des  z  rencontre  la  surface  limite 
en  deux  points  seulement  dont  les  côtés  sont  z{  et  z2(z{  <<sa). 

L'intégrale  (3)  est  indépendante  du  système  d'axes  de  coordon- 
nées rectangulaires,  auquel  est  rapportée  la  surface.  Si  l'on  fait  en 
effet  un  changement  d'axes,  les  nouvelles  coordonnées  x  ,  y\  z' 
sont  des  fonctions  linéaires  des  anciennes,  et  le  déterminant  fonc- 
tionnel est  égal  à  ±  1  ;  on  a  donc,  d'après  la  règle  relative  au 
changement  de  variables, 

I    f    f  dxdy  dz  =    /     /     /  dx'  dy'  dz' . 

On  aura  souvent  à  remplacer  les  coordonnées  rectangulaires 
par  les  coordonnées  polaires  p,  9  et  -J/.  Les  formules  sont 

x  =  o  sin  0  cos^.         ^  =  p  sin  6  sin4>,         ,s  =  pcos6, 

et,  par  suite, 

dx  dy  dz  =  p2  sin  0  dp  dft  d<\>. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  le  volume  V  d'une  sphère  de 
rayon  R  ;  on  aura 

Il  T"  2  7" 

V  =   f      f      f      p2  sin  0  dp  dO  dty  =  \  r.  R*. 

J0     J0     J0  * 

PICARD.    —   T     I.  1  I 
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II.  —  Cas  où  la  fonction  devient  infinie  ou  indéterminée. 

5.  H  a  toujours  été  essentiellement  supposé,  dans  tout  ce  qui 
précède,  tant  pour  les  intégrales  doubles  que  pour  les  intégrales 
multiples,  que  la  fonction  qui  figure  sous  le  signe  d'intégration 
restait  finie  et  déterminée  dans  toute  l'étendue  du  champ  d  inté- 
gration. En  prenant  d'abord  une  intégrale  double,  supposons  que 
la  fonction y*( .2*,  y)  devienne  infinie  ou  indéterminée  en  un  point 
(a,  b)  à  l'intérieur  du  champ  d'intégration  D  :  dans  quels  cas  y 
aura-t-il  lieu  d'attribuer  un  sens  à  l'intégrale 


/  )  f(^,r)^dy? 


Traçons  autour  du  point  («,  b)  une  petite  courbe  fermée  y,  et 
étendons  l'intégrale  précédente  à  la  portion  du  domaine  D  exté- 
rieure à  cette  courbe.  Si  cette  intégrale  tend  vers  une  limite  tou- 
jours la  même  quand  la  courbe  y  tend  vers  zéro  en  se  rapprochant 
indéfiniment  du  point  (  a,  b)  suivant  une  loi  quelconque,  on 
dira  que  l'intégrale  a  un  sens  et  représente  précisément  cette 
limite.  Le  point  («,  b)  peut  d'ailleurs  être  sur  le  périmètre  de  D  : 
on  considérera  un  arc  y  autour  de  ce  point  et  à  l'intérieur  de  ce 
domaine. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  l'intégrale  double 

ra   r"'  d*\ 

/        /       Â — T^xcly  («>o,     a'>o), 

J0  J0    dxdy 

V(x,y)  étant  une  fonction  que  je  supposerai  d'abord  continue 
dans  le  rectangle  d'intégration  et  sur  son  périmètre.  L'intégrale  se 
calcule  immédiatement  et  l'on  obtient 

V(<*,  a)  -h  V(o,  o  )  —  V(o,  a')  —  Y-{a,  o). 

Supposons  maintenant  que  V(#,  y)  soit  infinie  ou  indéter- 
minée pour  x  =  o,  y  =  o.  Nous  détacherons  du  rectangle  (a,  a) 
un  petit  rectangle  dont  les  côtés,  suivant  les  axes,  soient  respecti- 
vement £  et  e  . 

L'intégrale 


// 


()2V 

dx  dy 


dx  dy 
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étendue  au  rectangle  primitif  diminué  de  ce  petit  rectangle  sera, 
connue  le  donne  un  calcul  immédiat, 

\(a,  a')-V(«,o)-V(o,  «j)-+-V(s,  o)~hV(o,  e')  —  V(e,  O- 
Or,  quand  £  et  e'  tendent  vers  zéro,  l'expression 

V(s,  o)-4-V(o,  e')-V(s,  e') 

peut  être  infinie,  ou  avoir  une   limite  variable  avec  la  limite  du 
rapport  —  • 

C'est  ce  que  va  nous  montrer  un  exemple  très  simple.  Soit 

Y 
V  =  arc  tan  g  —  ; 
x  7 

nous  aurons  l'intégrale  double 

Sa  valeur,   pour  le  domaine  comprenant  le  rectangle  (a,  ci)  di- 
minué du  rectangle  (e,  e'),  sera,  en  prenant  les  arcs  tang  compris 


entre  oet-, 
•i 


a  z 

arc  tang arc  tang  —, 

a  z 


qui  dépend  de  la  limite  de  —  •  On  doit  donc  dire  que  L'intégrale  (4) 
étendue  au  rectangle  (5,  ci')  na  aucun  sens. 

6.  Les  considérations  qui  précèdent  sont  à  rapprocher  de  la 
remarque  faite  dans  le  'calcul  des  intégrales  doubles,  d'après 
laquelle  on  peut  faire  les  intégrations  dans  un  ordre  arbitraire.  Ce 
résultat  suppose  essentiellement  que  la  fonction  sous  le  signe  d'in- 
tégration reste  finie  et  bien  déterminée.  Prenons,  par  exemple, 
seins  précaution,  l'intégrale 


rr 

<J  0       *^0 


(  jK2  —  3?2  )  dx  dy 


{x*  +  y*Y 


On  peut  la  calculer  en  sommant  d-'-abord   |>;ir  rapport  à  y.  puis 
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par  rapport  à  x.  Ceci  revient,  dans  notre  calcul  précédent,  à  poser 
z' ■=.  a! ,  puis  à  faire  tendre  e  vers  zéro.  L'intégrale,  ainsi  calculée, 

sera  donc  égale  à 

a'       tt 

arc  tang . 

a         i 

Au  contraire,  faisons  d'abord  la  sommation  par  rapport  à  x, 
puis  par  rapport  à  y.  Ceci  revient  à  faire  £  =  a  et  à  faire  tendre  z' 
vers  zéro;  ce  qui  nous  donne 

a' 
arc  tang  - 
a 

Les  deux  valeurs  ainsi  trouvées  sont  inégales. 

7.  Pour  les  intégrales  triples,  on  peut  évidemment  développer 
des  considérations  analogues. 

Si,  par  exemple,  la  fonction  devient  infinie  en  un  point,  il  faudra 
isoler  ce  point  par  Lin  petit  volume  le  comprenant,  et  étudier  en- 
suite la  limite  de  l'intégrale  quand  ce  volume  tend  vers  zéro.  Soit, 
par  exemple,  l'intégrale 


sss 


dx  dy  dz 

v/ar2_(_j2_h  Zi 


étendue  à  un  volume  \  comprenant  l'origine  à  son  intérieur. 
Doit-on  attribuer  un  sens  à  cette  intégrale?  L'emploi  des  coor- 
données polaires  nous  permet  de  répondre  immédiatement  :  l'in- 
tégrale devient 

r    r    r 

p  sin  6  dp  dO  «ty, 


///■ 


et  toute  difficulté  a  disparu  ;  l'intégrale  aura  un  sens. 

Des  circonstances  un  peu  différentes  peuvent  encore  se  pré- 
senter; la  fonction  sous  le  signe  d'intégration  pourrait  devenir 
infinie  ou  indéterminée,  non  seulement  en  des  points  isolés,  mais 
le  long  de  certaines  lignes  ou  de  certaines  surfaces.  On  isolera 
toujours  les  singularités,  soit  par  une  sorte  de  tube  entourant  la 
ligne  singulière,  soit  par  deux  surfaces  infiniment  rapprochées  de 
la  surface  singulière. 
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III.  —  Quelques  formules  relatives  aux  intégrales  triples. 

8.  Soient  A,  B,  C  trois  fonctions  de  x,  y,  z  continues,  ainsi  que 
leurs  dérivées  partielles;  j'envisage  l'intégrale  triple,  étendue  à  un 
volume  V  limité  par  la  surface  S, 


f/M 


àA  àC\ 


,  dx  dy  dz  ; 
dx        dy        dz  J  J 

nous  nous  proposons  de  montrer  qu'on  peut  la  remplacer  par  une 
intégrale  de  surface. 

Prenons,  en  effet,  le  premier  terme 

III  S  dx  d*  d*=f  fdydzfd±dx. 

Pour  simplifier,  supposons  la  surface  seulement  rencontrée  en 
deux  points  par  une  parallèle  à  l'axe  des  x;  soient  x{  et  x2  (x{  <ix2) 
les  abscisses  de  ces  points  pour  une  valeur  donnée  de  y  et  z  :  nous 
les  appellerons  le  point  un  et  le  point  deux.  L'intégrale  triple  sera 
égale  à  l'intégrale  double 

(5)  /    /  [\(x2,y,  z)  —  A(a?,,  y,  z)]dydz, 

cette  intégrale  double  étant  étendue  au  contour  apparent  de  la 
surface  sur  le  plan  des  yz.  Considérons,  d'autre  part,  l'intégrale 
de  surface 

/     /  A(a?,  y,  z)dydz, 

prise  sur  le  côté  extérieur  de  la  surface  S.  Cette  intégrale  de  sur- 
face n'est  autre  chose  que  l'intégrale  (5);  car,  pour  le  point  un,  la 
normale  extérieure  à  la  surface  fait  un  angle  obtus  avec  l'axe  des  x , 
tandis  qu'elle  fait  un  angle  aigu  pour  le  point  deux.  Nous  aurons 
de  la  même  manière 

j     I     I   — -1  dx  dy  dz  =   /    /  G  dx  dy, 
les  intégrales  dans  les  seconds  membres  étant  encore  des  intégrales 
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de  surface  étendues  au  côté  extérieur  de  la  surface  S.  De  là, 
résulte  lu  formule  importante  e£ absolument  générale  que  nous 
voulions  obtenir  : 

=  I     /  ( 'A  dy  dz  h-  B  dz  dx  -h  G  dx  dy). 

9.  La  formule  précédente  permet  de  résoudre  très  simplement 
le  problème  suivant  déjà  traité  :  Quelle  est  la  condition  pour 
qu'une  intégrale  de  surface  ne  dépende  que  du  contour  limi- 
tant la  surface  sur  laquelle  on  intégre?  Nous  avons  vu  que  cette 
question  revient  à  déterminer  la  condition  pour  que  l'intégrale 


// 


A  dy  dz  -h  B  dz  dx  -t-  G  dx  dy 


prise  le  loœg  de  toute  surface  fermée,  soit  nulle.  On  a,   par  suite, 
en  se  reportant  à  la  formule  (£>), 


/// 


0\        OB        dC  , 

h 1 — —     dx  dy  dz  =  o. 

dx        dy       ôz 


cette  intégrale  étant  étendue   à  un   volume    quelconque,    ce    qui 
exige 

<)\      <m      o(  ; 

. h  —  4-  -p    =o. 

êx        <Jy        afz 

Une  autre  application  de  la  formule  (6)  s'obtient  en  faisant 

A  =  x,         B  =  y,         G  =  z, 
ce  qui  donne 

/     /     I  dx  dy  dz  =  -    I     f  x  dy  dz  -h y  dz  dx  -h  z  dx  dy. 

On  peut,  par  conséquent,  exprimer  le  volume  limité  par  une 
surface  fermée  sous  forme  d'intégrale  double  étendue  à  cette  sur- 
face, et  ce  résultat  est  à  rapprocher  de  l'expression  d'une  aire 
plane  à  l'aide  d'une  intégrale  curviligne. 

10.  La  formule  (6)  va  nous  donner  une  relation  célèbre, 
connue  sous  le  nom  de  théorème  de   Green.  Envisageons  l'inté- 
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grale 

1  =J  JJ  V3J  aï  +  dy  Ty  -*-  Tz  -&)*****>. 

U  et  V  étant  deux  fonctions  continues  dans  un  volume  limité  par 
une  surface  fermée  S.  De  l'identité 

'Ar   d.r         ^  \      dx  J  dx1 

et  des  identités  analogues  obtenues  en  remplaçant  successivement 

f)2V          diV         à-X 
x  par  y  et  ^,  on  déduit,  en  posant  AV  =  — -  -A — ; 1 — ; — , 

1        ^  l  dx1  dy1  dz- 


dx  V      àx  /        dy  \     ôy  )       dz  \     àz 


■s  s  s  r, 

-  i    f  flJAYdxdydz. 


dx  dy  dz 


La  formule  (6)  permet  de  remplacer  la  première  de  ces  intégrales 
par  l'intégrale  de  surface 


// 


U  (  ——  cosa  H — —  cos  S  H — — -cos  y    de, 
\  àx  Oy         '  dz  '  / 


en  introduisant  les  angles  a,  [3,  y  faits  par  la  direction  de  la  nor- 
male extérieure  à  la  surface  avec  les  axes  de  coordonnées.  Nous 
aurons  donc 

'  =  ffV  (  5 cos  *  +  % cos  ^  37 cos  '  )  rf*  -///u  4V  rf*  *  *• 

La  quantité  entre  crochets  dans  l'intégrale  double  peut  être 
écrite  sous  une  forme  plus  condensée,  en  introduisant  la  dérivée 
dans  le  sens  de  la  normale.  Nous  appellerons,  d'une  manière 
générale,  dérivée  d'une  fonction  A  en  un  point  A(#,  y,  s),  dans 
la  direction  An  menée  par  le  point  A,  la  limite  du  rapport  de 
l'accroissement  de  la  fonction,  quand  on  passe  du  point  A  à  un 
point  infiniment  voisin  A'  sur  la  direction  A/?,  à  la  distance  posi- 

d\ 
tive  AA'=  dn  :  on  désigne  cette  dérivée  par  —.  Soient  a,   rj.  v 

°  '         du  .  '       ' 

les  cosinus  directeurs  de  la  demi-droite  An  ;  on  a  évidemment 

dX        d\  dx        dV  dy        dV  dz        d\  dV         0       dV 

—  =  -—  -.—  -i-  -; f-  -+-  -; y-  =  -r-  cosa  -f-  -j-  cos  3  4-  -—  cos  T. 

<//i         ^   dn        dy  dn         dz   dn         dx  dy         r         dz 
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En  chaque  point  de  la  surface  S,  introduisons  la  dérivée  de  V 
par  rapport  à  la  normale  extérieure  au  volume  que  limite  S,  la 
valeur  de  1  devient 

I  =  f  (  U  Ç-  dv  —  f  f  fl)Wdxf/ydz. 

formule  intéressante  en  elle-même,  mais  surtout  en  ce  qu'elle 
nous  donne  de  suite,  en  permutant  U  et  V  et  retranchant,  la 
relation 

//(u^-vS)rf«-///<UAV-VAU^^  =  °- 

Si  nous  voulons  introduire  les  dérivées  dans  la  direction  de  la 
normale  intérieure  à  la  surface,  il  suffira  de  changer  le  signe  du 
premier  terme,  et  l'on  aura  la  formule  définitive,  dite  formule  de 
Green, 

Cette  formule  est  générale;  elle  a  lieu  quel  que  soit  le  nombre 
des  surfaces  qui  limitent  le  volume.  11  importe  seulement,  dans 

son  application,  de  prendre  toujours  les  dérivées  —r->  -r—  dans  le 

sens  de  la  normale  intérieure  au  volume  que  Von  étudie.  Si, 
par  exemple,  nous  considérons  l'espace  compris  entre  deux 
sphères  concentriques,  l'intégrale  double  qui  figure  dans  la  for- 
mule de  Green  se  composera  d'une  somme  de  deux  intégrales. 
Pour  la  sphère  extérieure  les  dérivées  devront  être  prises  dans  le 
sens  de  la  normale  intérieure  à  la  sphère  qui  est  en  même  temps 
la  normale  intérieure  au  volume  étudié;  pour  la  sphère  intérieure, 
au  contraire,  les  dérivées  devront  être  prises  dans  le  sens  de  la 
normale  extérieure  à  cette  sphère,  qui  est  le  sens  de  la  normale 
intérieure  au  volume  compris  entre  les  deux  sphères. 


DEUXIÈME  PARTIE. 

L'ÉQUATION  DE  LAPLACE  ET  SES  APPLICATIONS 
DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIES. 


CHAPITRE  VI. 

DE  L'ÉQUATION  DE  LAPLACE. 


I.  —  Formule  fondamentale.  Énoncé  du  principe  de  Dirichlet. 

I.   L'équation  suivante 

d*  U       d*  U       d*u 

qu'on  peut  appeler  M  équation  de  Laplace,  joue  dans  plusieurs 
théories  un  rôle  très  important,  et  nous  aurons,  dans  ce  Livre 
même,  l'occasion  de  la  rencontrer  en  étudiant  la  théorie  de  l'at- 
traction. Nous  allons,  comme  application  des  transformations  gé- 
nérales faites  sur  les  intégrales  multiples,  étudier  les  principales 
propriétés  des  fonctions,  dîtes  .fonctions  harmoniques,  satisfaisant 
à  cette  équation. 

Une  première  relation  nous  sera  de  suite  fournie  par  l'appli- 
cation du  théorème  de  Green. 

Désignons  par  U  et  V  deux  fonctions  continues,  ainsi  que  leurs 
dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres,  dans  un  volume 
limité   par  une  ou  plusieurs  surfaces.   La  formule  de  Green  nous 
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donne  immédiatement,  si-U  et  V  satisfont  à  l'équation  de  Laplace. 

et  cette  intégrale  pourra  être  une  somme  d'intégrales  prises  comme 
il  a  été  dit  plus  haut,  si  le  volume  envisagé  est  limité  par  plusieurs 
surfaces. 

Avant  de  déduire  une  conséquence  fondamentale  de  cette  for- 
mule, faisons  quelques  remarques  : 

D'abord,  si  l'on  fait  dans  la  formule  précédente  U  =  1 ,  on  aura 

(2)  /        /     -7—  Cfa   —   O. 

J     J      dll 

Ainsi,  si  une  fonction  continue  V  satisfait  à  l'équation  AV  =  o, 
l'intégrale  (2),  prise  pour  toute  surface  fermée,  est  nulle. 

En  second  lieu,  une  solution  particulière  de  l'équation  de 
Laplace  nous  est  donnée  par 

U  =  - ,  r  =  sj{x—af-^(y  -  b^-hiz  —  c)*, 

a,  b,  c  désignant  trois  constantes  arbitraires;  c'est  ce  qui  se  vérifie 
immédiatement. 

Enfin,  en  désignant  d'une  manière  générale  par  P  le  point  de 
coordonnées  #,  y,  z,  par  A  le  point  (#,  b,  c),  et  par  P/*  une  droite 

menée  par  le  point  P,  cherchons  quelle  sera  la  dérivée  de  -  dans 

cette  direction.  On  aura 

4)     ,  i 


du  r2  du 

Or 

/-2==  (.r  —  ay^-(y  —  6)2-h(s  —  c)*. 

Par  suite, 

dr        .  dx  .     dy        .  .  dz 

r  —  =  (  x  —  a  )  -7—  -f-  (  r  —  b)  *f-  -\-  {  z  —  c  )  -7- 

dn  >dn       V  '  dn  }  dn 

d'où 

—  =-cos(.r,«). 
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en  désignant  par  (/\  n)  Fangle  fa i t  par  la    direction   PA  avec  la 
direction  P/i.  On  a  donc 


*(-, 

\  r  l         cos(  /•,  n  ) 
du 


'2.  Ces  remarques  faites,  soit  V  une  solution  quelconque  de 
l'équation  A\  —  o,  continue  dans  un  volume  limité  par  une  ou 
plusieurs  surfaces  S;  considérons  la  fonction 


le  point  A(«,  &,  c)  étant  à  V intérieur  du  volume. 

La  formule  (i)  n'est  pas  applicable  aux  deux  fonctions  -  et   \  . 

puisque  la  première  n'est  pas  continue  dans  le  volume  que  nous 
étudions;  mais  décrivons  autour  de  A  une  sphère  et  envisageons  le 
volume  compris  dans  le  volume  initial  et  extérieur  à  cette  sphère  -. 
Nous  pourrons  alors  appliquer  la  formule  (i)  qui  s'écrira 


i 
r   dn 


d~\  l        ...  dl\ 


*sWA>=t^j*=& 


La  première  intégrale  est  étendue  aux  surfaces  S  limitant  le  vo- 
lume, et  la  seconde  à  la  sphère  2.  Les  dérivées  qui  figurent  dans 
cette  dernière  sont  prises  dans  la  direction  de  la  normale  extérieure 
à  la  sphère;  si  nous  les  supposons  prises  sur  la  normale  intérieure 
à  la  sphère,  nous  devrons  changer  le  signe  de  l'intégrale  et  écrire 


<»>    ff(j^-4h-f. 


La  première  intégrale  ne  doit  pas  dépendre  du  rayon  de  la 
sphère  ï;  elle  a  une  valeur  très  simple  (pie  nous  allons  calculer. 
Tout  d'abord,  r  étant  constant  sur  ï,  le  premier   terme  de  cette 


intégrale  est  ésral  à 

o 


if/2*-  ' 

V 

et  par  Mille  <\sl  nui.  d'apro  ee  que  umi^  axons  dit  (§  1). 
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Le  premier  membre  de  (3)  se  réduit  donc  à 


(4) 


ri  — 


v 


puisque,  sur  la  sphère,  cos(/',  n)  =  1 . 

Soient,   d'autre  part,  sur  la  sphère  S  de  rayon  ;*,  M  et  m  le 
maximum  et  le  minimum  de  la  fonction  V,  l'intégrale  double 


u 


\  ch 


sera  comprise  entre  M.4^r2  et  m.^Tzr2.  L'intégrale  (4)  sera  donc 

comprise  entre 

—  4^M     et    —  ^Tim. 

Mais  le  rayon  r  est  arbitraire  et  peut  tendre  vers  zéro  ;  M  et  m  dif- 
fèrent donc  aussi  peu  qu'on  veut  de  V(a,  6,  c),  et  l'expression  (4), 
d'ailleurs  indépendante  du  rayon  de  la  sphère  S,  a  pour  valeur 

-4«V(al  b,c\ 
ce  qui  nous  conduit  à  la  formule  fondamentale 

<5>        y^b^^hIJyd£-,rd±>^ 


qui  fait  connaître  la  valeur  de  V  en  un  point  quelconque  (a,  6,  c) 

de  l'intérieur  du  volume,  en  fonction  des  valeurs  de  V  et  de  —*- 

J  an 

sur  la  surface. 

On  peut  donner  une  formule  analogue  pour  le  cas  où  la  fonc- 
tion V  satisferait  à  l'équation  de  Laplace  en  dehors  de  la  surface  S  ; 
mais,  ici,  il  est  nécessaire  de  faire  une  hypothèse  sur  la  manière 
dont  V  et  ses  dérivées  du  premier  ordre  se  comportent  à  l'infini. 
Nous  supposerons  que,  pour  (x.  y,  z)  très  grand,  on  ait 


|V|< 


M 
R 


ôx 

J 

et 


dV 


< 


M 


(a?* -h  ;/*  +  **=  R2), 


M  désignant  un  nombre  fixe. 

Ceci  posé,  décrivons,  de  l'origine  comme  centre,  une  sphère  S' 
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de  rayon  très  grand  R  :  le  point  A  sera  compris  entre  la  surface  S 
et  cette  sphère;  nous  considérons  toujours  la  sphère  S  de  rayon  r, 
ayant  pour  centre  A.  Appliquons  la  formule  de  Green  à  l'espace 
limité  par  les  surfaces  S,  S  et  £'.  Faisant  de  suite  tendre  r  vers 
zéro,  nous  aurons,  en  raisonnant  comme  plus  haut, 

v    —  r  r(v— —£—)*-+- -ï-  ç  fi v  — --  —  )da 

4  ^  J   J    \      dn        r  dn  J  4 TC  J  J   \      dn        r   dn  J 

s  S' 

La  seconde  intégrale  est  égale  à  zéro.  En  effet,  elle  peut  s'écrire, 
en  employant  sur  la  sphère  S'  les  coordonnées  polaires  9  et  '|, 


27t 


OR  ,  •       -  1  1)  •       ,  T7"  1  r  d\ 

r  —  est  très  voisin  de  1  unité,   V  tend  vers  zéro  et  -r-  a  une 
r  dn 

3  M 
valeur  absolue  moindre  que  -^y  Cette  intégrale  est  donc  moindre 

en  valeur  absolue  qu'une  quantité  donnée  quelconque,  quand  le 
rayon  R  augmente  indéfiniment.  Or  elle  aune  valeur  indépendante 
de  R  :  elle  est  rigoureusement  nulle.  Nous  avons  donc  la  formule 


kr.  J  J   \      dn        r 


les  dérivées  étant  ici  prises  sur  la  normale  extérieure  à  la  surface. 

3.  Appliquons  la  formule  (5)  au  cas  très  particulier  où  la  sur- 
face S  se  réduit  à  une  sphère  2,  de  centre  («,  6,  c)  et  de  rayon  R; 
elle  se  réduira,  d'après  le  calcul  fait  plus  haut,  à 


v(a'^=4^yyv^ 


La  relation  précédente  exprime  que  : 

La  valeur  au  centre  d'une  sphère  S  d  une  fonction  X  (#,.v,  z) 
harmonique  dans  une  région  contenant  X  est  la  moyenne  des 
valeurs  que  prend  \  sur  la  sphère. 

Cette  propriété  porte  le  nom  de  théorème  de  la  moyenne  pour 
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les    Jonctions    harmoniques.    Elle    caractérise    les   fonctions 
harmoniques  :  car  on  a  le  théorème  réciproque  suivant  : 

Si  une  fonction  Y  (x1  y,  z)  admet  des  dérivées  partielles 
secondes  continues  dans  une  certaine  région  I)  et  si  elle  satis- 
fait au  théorème  de  la  moyenne  dans  cette  région,  cest  une 
fonction  harmonique.  En  effet,  la  formule  de  Green,  appliquée 
à   l    =  i    et  Y  =  V.(a?,  )',  s),  donne 

S  étant  une  sphère  quelconque  intérieure  à  D  et  (S)   le  volume 
limité  par  2. 

Si  A  (a,  6,  c)  est  le  centre  de  la  sphère  2^  on  a 

—  - —    /  d'il   I  \(a-h  R  sinO  cos»^,  b'-h  R  sinO  sintl,  c-t-R  cos6) 

x  sinO  dti, 

VA  ne  dépend  pas  de  R,  donc  le  deuxième  membre  n'en  dépend 
pas,  sa  dérivée  par  rapport  à  R  est  nulle,  c'est-à-dire 


ffjid°=-ffjiïd°=0- 


Donc 

flf      AV  dx  dy  dz  =  o         [quelle  que  soit  la  sphère  (S)]. 

Or,  si  en  un  point  A  on  avait  A^  ■=£  o,  AV  aurait  un  signe  déter- 
miné, serait  positive,  par  exemple  au  point  A,  et  par  continuité, 
serait  positive  et  ^  o  dans  une  sphère  2  assez  petite  de  centre  A; 

/    /    /     A\  dx  dy  dz,  ayant  tous  ses  éléments  ^>  o   dans   (S),    ne 

saurait  être  nulle.  Il  j   a   donc   contradiction.    La    réciproque   du 
théorème  de  la  moyenne  est  ainsi  démontrée. 

Nous  allons  en  tirer  avec  Gauss  un  théorème  de  la  plus  haute 
importance  : 
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Une  Jonction  \  {.r,  y}  z)  continue  dans  le  voisinage  cVun 
point  (a,  />,  c),  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  des  deux  pre- 
miers ordres,  et  satisfaisant  à  l'équation 

AV  =  o, 
ne  peut  avoir  au  point  fà\  b,  c)  ni  maximum  ni  minimum. 

Supposons  en  effet  que  la  fonction  V  possède  en  ce  point  un 
maximum;  en  prenant  R  assez  petit,  on  aura,  pour  tout  point  de 

la  sphère  EJ 

V(^,'-jr,  z)<  VO,  6,  c), 


cette  inégalité  excluant  l'égalité,  d'où  nous  concluons,  en  multi- 
pliant  par  - — —  et  intégrant, 


^//v^Vf^.c), 


inégalité  absurde,   puisque  les  deux  membres   sont   précisément 


égaux. 


On  démontrerait  de  la  même  manière  que  la  fonction  V (x, y,  z) 
ne  peut  avoir  de  minimum. 

i.  Une  conséquence  immédiate  de  l'impossibilité  d'un  maxi- 
mum ou  d'un  minimum  est  le  théorème  suivant  : 

Il  ne  peut  exister  deux  fonctions  V,  satisfaisant  à  V  équation 
de  Laplace,  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  des 
deux  premiers  ordres  à,  i  intérieur  d1  une  surface,  et,  prenant 
sur  cette  surface  les  mêmes  valeurs. 

Supposons  en  effet  qu'il  existe  deux  telles  fonctions,  leur  diffé- 
rence W  satisfera  à  l'équation 

AW  =  o 

et  s'annulera  sur  la  surface.  Elle  devrait  donc  avoir  à  l'intérieur 
soit  un  maximum,  soit  un  minimum,  ce  qui  est  en  contradiction 
avec  le  théorème  que  nous  venons  d'établir.  W  doit  donc  être 
identiquement  nulle,  c'est-à-dire  que  les  deux  fonctions  consi- 
dérées sont  identique-. 

On  peut  démontrer,  de  la  même  manière,  qu'il  ne  peut  exister 
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deux  fonctions  V  continues  à  V extérieur  d'une  surface  fermée  S, 
tendant  vers  zéro  quand  le  point  (a?,  y,  z)  s'éloigne  à  l'infini  d'une 
manière  quelconque,  et  prenant  la  même  succession  de  valeurs 
sur  la  surface  S.  En  effet,  leur  différence,  s'annulant  sur  la  surface 
et  à  l'infini,  devrait  avoir  quelque  part  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum. 

On  voit  le  problème  que  suggère  le  théorème  précédent  : 
Si  l'on  se  donne,  sur  une  surface  fermée  S,  une  succession 
continue  de  valeurs  associées  chacune  à  un  point  de  la  surface, 
il  ne  peut  exister  qu'une  seule  fonction  continue  à  l'intérieur 
de  S,  satisfaisant  à  l'équation  de  Laplace,  et  prenant  sur  la  sur- 
face S  les  valeurs  données.  Cette  solution  existe-t-elle  toujours, 
et  comment  peut-on  la  déterminer? 

C'est  là  un  problème  célèbre,  désigné  souvent  sous  le  nom  de 
problème  ou  principe  de  Diriclilet,  et  dont  nous  allons  main- 
tenant nous  occuper.  La  formule  fondamentale  (5)  n'en  donne 
pas  la  solution,  puisque  sous  le  signe  d'intégration  se  trouve,  non 
seulement  V,  mais  aussi  la  dérivée  — ;  nous  sommes  assuré  que  les 

valeurs  de  ces  deux  expressions  sur  la  surface  sont  liées  les  unes 
aux  autres,  mais  nous  ne  pouvons  que  concevoir  cette  dépen- 
dance. Il  y  a  un  cas  cependant  où  un  artifice  permet  d'éliminer  la 

d\ 
dérivée  — —  ;  nous  allons  approfondir  d'abord  ce  cas. 
dn  rr 


II.  —  Problème  de  Dirichlet  dans  le  cas  d'une  sphère. 

5.   C'est  dans  le  cas  où  la  surface  S  se  réduit  à  une  sphère  que 

nous  allons  pouvoir  éliminer  de  la   formule  (5)  la  dérivée  —7-  ■ 

Rappelons  à  cet  effet  une  propriété  élémentaire  de  la  sphère. 
Soit  A  un  point  intérieur  à  une  sphère  S  de  rayon  R  et  de  centre  O, 
le  point  conjugué  A,  sera  sur  le  diamètre  OA,  et  l'on  aura 


OA.OAt  =  R2. 

Le  rapport  des  distances  d'un  point  quelconque  M  de  la  sphère 
aux  deux  points  A  et  A,  est  constant,  et  l'on  a 

MA        OA 
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Si  (a,  6,  c)  et  (a,,  />,,  c,)  désignent  les  coordonnées  de  A  el  A,, 

je  poserai 

r2==(x  —  a  y--+-(y  —  b  y~\-(z  —  c  y, 

r]  =  (x  -  ary-ï-  (y  -  bly+  (z-  Cly. 
La  formule  (5)  nous  donne  d'abord 


D'autre  part,  en  appliquant  la  formule  de  Green  aux  fonctions  V 
—  continues  toutes  d 
rieur  à  la  sphère,^  on  a 


et  —  continues  toutes  deux  dans  S,  puisque  le  point  A,  est  exté- 


Posons  OA  =  /  et  GA<  =  /,  ;  puis  multiplions  la  dernière  éga- 

R 

lité    par   —   et    retranchons-la   de    la   précédente.    11    vient   ainsi, 
R    i 


puisque  -  =  -j  —  sar  la  sphère, 


\kJ  Js      \  an        i    dn  J 

L'artifice  précédent  nous  a  donc  permis  d'éliminer  —  et  d'ex- 
primer A  en  un  point  quelconque  de  l'intérieur  de  la  sphère  à 
l'aide  de  ses  valeurs  sur  la  surface. 

Faisons  explicitement  le  calcul  de  l'expression  précédente.  La 
quantité  entre  crochets  sous  le  signe  d'intégration  peut  s'écrire 

—  cos(r,  n) -.   —  cos(r1}  n). 

Soient 

ç  =  (r,  n)=  OMA,         <p,  =  (/•,,  n)=  OMA,. 

Or,  dans  les  triangles  OMA  et  OMA, , 

/2    _.    R2  +   ,2_,Rr    C0S^ 

l\  =  R2_f-/2  ^_  2Rr,  cos«p|. 

PICARD.   —   T.    T.  12 
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On  formera  de  suite  la  combinaison 

coscp        R   coscp,         R2—  /^ 
~  7      r\  lir*     ' 

en  se  rappelant  que  IL  =  R2  et  —  =  —  • 
111  ri         R 

La  formule  trouvée  devient  donc 

(■R.*— /*)Vrf<T 


(6)  V(a;è,c)  =  — 

qui  pourra  encore  s'écrire,  en  mettant  en  évidence  l'angle  y  formé 
par  OA  et  OM, 

(R2_   /2)Vé/«T 


(7)  V(«,  b,  c)  =  —-       /   U- 


-}-/2)2 


Si  l'on  introduit  les  coordonnées  polaires  (/,  80,  <b0)  du  point  A, 
et  (R,  8,  <]>)  du  point  (.r,  y,  ^),  on  aura 

cosy  =  cos6  cos60-f-  sin6  sinô0  cos(<J;  — ^0)i 

et,  si  Ion  veut  prendre  pour  variables  de  sommation  sur  la  sphère 

8  et  di,  on  posera 

rfcr  =  R2  sin6  d6  d<b, 

8  variant  de  o  à  tt  et  d  de  o  à  271. 


6.   Il  nous  faut  traiter  maintenant  la  question  inverse. 

En  supposant  que  la  fonction  V  sous  le  signe  somme  soit  une 
fonction  continue  V(8,  ty)  des  angles  8  et  d  qui  fixent  la  position 
d'un  point  sur  la  sphère,  les  formules  (6)  ou  (7)  représentent  une 
fonction  des  coordonnées  «,  6,  c  du  point  A.  Représentent-elles 
une  fonction  de  a,  6,  c  satisfaisant  à  l'équation 

<nv       d*Y       à*  Y 
~dâï  "*"  ~dbï  +  ~àcï  ~~  °' 

et  prenant  la  valeur  V(8,  <]>),  quand  le  point  A  se  rapproche  du 
point  de  la  sphère  correspondant  aux  coordonnées  polaires  9  et  -V? 

Il  en  est  bien  ainsi,  comme  nous  allons  l'établir. 

Tout  d'abord,  la  fonction  Y  (a,  b,  c)  définie  par  la  formule  (6) 
satisfait  à  l'équation  de  Laplace.  Cela  résulte   immédiatement  de 
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ce  que 

R2  —  l* 


considérée  comme  fonction  de  a,  6,  c,  vérifie  cette  équation.  Le 
calcul  ne  présente  aucune  difficulté,  si  l'on  ne  perd  pas  de  vue 
les  trois  relations 

R2=  #2  _|_  ^2  _,_  <5«f 

La  dérivée  seconde  de  l'expression  précédente  par  rapport  à  a  est 
éoale  à 

o 

3(R2_/2)  l5(R2_/2)(a_a?)2  2  i2«(a-  a?) 


>3  r5 


et  Ion  a  des  expressions  analogues  pour  les  deux  autres  dérivées 
partielles;  la  somme  de  ces  trois  dérivées  est  identiquement  nulle, 

car 

/2-f-r*—  R2  =  2[a(a  —  x)-hb(b  —  y)-hc(c~  *)]. 

La  démonstration  du  second  point  est  plus  délicate.  Nous  allons 
suivre  une  marche  analogue  à  celle  que  suit  M.  Schwarz  dans  le 
cas  de  l'équation  de  Laplace  avec  deux  variables  (i  ). 

7.  Commençons  par  une  remarque  préliminaire.  Si  la  fonction 
donnée  V(9,  fl)  se  réduit  à  une  constante,  l'unité,  par  exemple,  il 
y  aura  certainement  une  fonction  V  satisfaisant  à  l'équation  de 
Laplace  et  devenant  égale  à  un  en  tous  les  points  de  la  sphère  :  ce 
sera  la  fonction  V(a,  b,  c)  =  i.  D'autre  part,  cette  fonction  doit 
être  donnée  par  la  formule  (7);  on  en  conclut  que 


1      r  r         (  R2  —  /a 


(  R2  _  ft  )  des 

s  y  H-  ï2f 


quel  que  soit  le  point  (a,  />,  c)  à  l'intérieur  de  la  sphère. 

Ceci  posé,  soit  A'  le  point  où  le  rayon  OA  rencontre  la  sphère; 
du  point  A'  comme  pôle,  je  décris  un  petit  cercle  correspondant  à 

(';  Schwarz,  Journal  de  Crelle,  t.  74. 
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l'arc  trigonométrique  o.  Ce  petit  cercle  divise  la  sphère  en  deux 
calottes  c  et  C  dont  l'une,  c,  comprend  le  point  A.'.  Partageons 
l'intégrale  (7)  en  deux  parties  :  l'une  relative  à  la  calotte  c,  l'autre 
à  la  calotte  C.  Puisque  la  fonction  V  (9,  <|/)  est  continue,  on  pourra, 
étant  donné  à  l'avance  un  nombre  e  aussi  petit  qu'on  voudra, 
choisir  0  assez  petit  pour  que  la  différence  des  valeurs  de  V(  9,  'b) 
correspondant  à  deux  points  quelconques  situés  sur  la  calotte  c 
soit  inférieure  en  valeur  absolue  à  e. 

Prenons  maintenant  sur  la  sphère  un  point  fixe  P,  tel  que  l'arc  PA' 
soit  moindre  que  8.  J'écris  l'intégrale  (7)  en  désignant  par  VP  la 
valeur  de  V(9,  <J>)  au  point  P,  sous  la  forme 

vP    r  r         (Rg-/g)rf<7  1      r  r  (R2  —  /m(V  —  Vp)ofa 

kr^J  J   (R2_2/Rc0Sï4_/2)l       à*&J  J   (R2_2/Rc0ST_f_/2jT 

le  premier  terme  se  réduira  à  VP  d'après  la  remarque  faite  précé- 
demment; nous  allons  chercher  une  limite  supérieure  de  la  valeur 
absolue  du  second. 

Partageons  ce  second  terme  en  deux  parties,  le  champ  d'inté- 
gration étant,  pour  l'une,  la  calotte  c,  pour  l'autre,  la  calotte  G. 
Puisque  sur  la  calotte  c  on  a  |  V  —  VP|  <^  s,  la  première  partie  a 
une  valeur  absolue  inférieure  à  l'intégrale 


kRJ  J 


(R2_/2)^a 


4»^    <y     (R2__2/Rcosy +  /2)2 

étendue  à  c,  et,  à  plus  forte  raison,  inférieure  à  cette  intégrale 
étendue  à  la  sphère  entière;  elle  est  donc  moindre  que  s  en  valeur 
absolue. 

Passons  à  la  seconde  partie;  on  aura,  quand  M  est  sur  la  ca- 
lotte C, 

R2—  ilR  cosy  -h  /2>  2/R(i  —  coso), 

puisque  cosy  <<  coso.  Si  nous  désignons  par  g  le  maximum  de  la 
valeur  absolue  de  V(9,  -j»),  notre  seconde  partie  aura  donc  une  va- 
leur absolue  moindre  que 


R2  —  V- 


[2  ZR(i  —  coso)] 


lfj*> 
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moindre,  par  conséquent,  que 

?,ffR(  R*  —  /2) 
[iIK(ï  —  cosS)]^ 

Or  on  peut  prendre  /suffisamment  voisin  de  R  pour  que  ce  ternie 
soit  aussi  voisin  de  zéro  qu'on  voudra  :  il  en  résulte  que,  quand  le 
point  A,  à  l'intérieur  de  la  sphère,  tend  d'une  manière  quelconque 
vers  le  point  P,  la  fonction  \  (a,  b,  c)  tend  vers  VP.  On  a,  en  effet, 
d'après  ce  qui  précède, 

2£-R(R2—  /*) 


|  V(a,  b,  c)-VP|<£-^ 


[2/R(l  —  cosô)]' 


e  étant  donné  à  l'avance  aussi  petit  qu'on  veut  et  /   étant    très 
voisin  de  R. 

Le  problème  de  Diriclilet  est  donc  complètement  résolu  pour 
le  cas  de  la  sphère;  on  peut  se  donner  arbitrairement  la  fonc- 
tion V  sur  la  surface,  en  la  supposant  seulement  fonction  con- 
tinue des  paramètres  8  et  <|*.  La  formule  (7)  donne  l'intégrale  de 
l'équation  de  Laplace,  continue  à  l'intérieur  et  prenant  les  valeurs 
indiquées  sur  la  surface. 

7  bis.  A  cause  de  l'importance  de  la  démonstration  précédente, 
nous  allons  la  présenter  d'une  façon  plus  géométrique,  conduisant 
à  une  forme  remarquable  de  l'intégrale  de  Poisson.  Reprenons  la 
formule 

VA  =  V(a,  b,c)  =  -li-    f  f ^Zi! _  Vm  rfa, 

1  J  J*  (R*—  2/Rcosy -4-/2)2 

où,  pour  abréger,  on  pose  VM=  V(8,  <]>)  fonction  continue  donnée 
sur  la  sphère. 

Soit  M'  le  point  où  MA  prolongée  perce  la  sphère  :  en 
posant  /•  =  AM,  rr=  AM\  on  aura 

rr'=  R2— /2, 

r'2  r  - 

d?   et  di'  étant  des  éléments  correspondants  décrits   par  MM'; 
cela  résulte  de  ce  qu'un  cône  élémentaire  de  sommet  A,  ayant  pour 
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-,               ,              ,   ,                               î           t  i      d?  coso         efo'cosc'  , 

bases  ao-   et  cit.   a  pour  angle  solide — -  =  rr-^  >   ce  et  ©' 

étant  les  angles  en  M  et  M'   de  AM  et  AM'  avec  les  normales  inté- 
rieures à  la  sphère  ;  or  0  =  ©;  ;  donc 

I72"  —  T7?' 
Cela  étant,  l'expression  de  VA  devient 

qui  est  remarquablement  simple. 
On  a  alors 

VA=VP+I 


Or 

donc 

en  posant 


Montrons  que  1 1  |  est  arbitrairement  petite  si  A  est  assez  voisin 
de  P. 

i°  Considérons  d'abord  la  partie  de  I  obtenue  quand  M  est  dans 
la  calotte  c  :  alors  |  VM — VP  |  <  e,  donc 


v-«ibSf% 


drs' 


l'intégrale    étant   étendue  à   toute   la  sphère  on   majore  ainsi  et 
l'élément  à  intégrer  et  le  domaine  parcouru  par  M'.  Donc 

|Ic|<B. 

2°  Supposons  que  A  soit  assez  près  de  A'  pour  que  A  soit  inté- 
rieur au  segment  sphérique  découpé  par  le  plan  de  base  de  la 
calotte  c;  cela  arrivera  dès  que  (R —  l)  sera  suffisamment  petit. 
Alors  quand  M  décrit  la  calotte  C,  M'  est  toujours  intérieur  à  c; 
M  étant  sur  C  on  a  |  VM —  VP  |  <  1  g.  Donc 

I,    |    .      s -g       Ç   Ç  dv' 
I  Jc  I  <  7— m    /     /    ~T9 
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l'intégrale  étant  étendue  à  la  calotte  c.  Si  l'on  pose  y'  =  M'OA,  on 
aura  de'  =  R2  siny'^y'  d'V  en  prenant  pour  coordonnées  y  =  const. 
les  cercles  d'axe  OA  et  <i>  =  const.  les  cercles  dont  les  plans  passent 
par  OA.  On  en  déduit 


Or,  dans  le  triangle  M'OA, 


;  [  sin y'  I  û?y' 


sin  y'  1         sinM'AO         i 
~~ ?       =  R~      <  K 


Donc 


d'où 


*'<2icRr      ^'=4*R8  et  |Ic|<i|! 


9    o-« 

1 1 1<  «  +  îfî. 

o  et  î  étant  tous  deux  arbitrairement  petits.  On  voit  que  |I| 
sera  arbitrairement  petit  dès  que  A  sera  assez  voisin  de  P.  Par 
suite,  VA  tend  vers  Vp.  La  démonstration  prouve  même  (puisque 
o  peut  être  choisi  indépendamment  du  point  A'  de  la  sphère  et 
connaissant  seulement  s,  de  façon  que  dans  toute  calotte  d'angle 
au  centre  o,  l'oscillation  de  VP  soit  <<  s)  que  Ion  peut  choisir  R — l 
assez  petit  pour  que  |  VA  —  VP  |  <  s  dès  que  A  se  trouve  dans  le 
segment  de  pôle  P,  de  flèche  R  — /,  quel  que  soit  P  sur  la  sphère, 
c'est-à-dire  que,  /  tendant  vers  R,  VA  tend  versYP  uniformément 
quel  que  soit  P. 

Cas  où  V(9,  <[/)  présente  des  discontinuités.  —  Soit  P  un 
point  de  0^(9  =  o)  où  la  fonction  V(6,  à)  cesse  d'être  continue 
m  restant  bornée.  On  suppose  que  V(8,  '!>)  tend  vers  une 
limite  f('l )  bornée  et  intégrable  lorsque,  'i;  restant  fixe,  G  tend  vers 
zéro.  La  limite  de  VA,  lorsque  A  intérieur  tend  vers  P,  dépend  en 
général  essentiellement  des  deux  paramètres  qui  fixent  la  direc- 
tion de  la  tangente  en  P  à  la  courbe  suivie  par  A,  et  l'on  peut 
donner  une  expression  explicite  de  la  limite  de  VA  en  fonction  de 
ces  deux  paramètres,  connaissant  la  fonction  f(ù),  par  une  inté- 
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grale  double  ('  ).  Le  résultai  se  simplifie  beaucoup  lorsque  V(9,  <L  ) 
présente  une  ligne  de  discontinuité  C  passant  par  P,  telle  que  d'un 
côté  T,  de  cette  ligne  on  ait  V(9,  d>)  =  V^  (9,  d/)j  et  de  l'autre 
côté  JT2,  V  =  V2(9,  <]>),  V,  et  V2  étant  d'ailleurs  quelconques  mais 
chacune  continue  respectivement  dans  T{  etT2l  et  ayant  des  limites 
déterminées  V4  (P)  et  V2(P)  quand  le  point  M(9,  ù)  de  la  sphère 
tend  vers  un  point  P  de  la  ligne  C.  On  montre  alors,  en  désignant 
par  PT,  la  tangente  en  P  à  C,  et  par  PT2  la  tangente  en  P  à  la 
ligne  que  suit  A  pour  tendre  vers  P,  que  la  limite  de  VA  ne  dépend 
que  de  V  angle  a  que  fait  le  plan  T1PT2  avec  le  plan  normal  à 
la  sphère  menée  par  PT\  et  cette  limite  s'exprime  par 

V,(P)^V,(P)+«  P)_  ; 

'2  7t 

elle  varie  linéairement  avec  a  entre  Y,  (P)  et  V2(P).  L'indétermi- 
nation est  beaucoup  plus  grande  si  PT,  et  PT2  coïncident  comme 
on  le  verra  dans  le  Mémoire  cité  ( i  ). 

8.  Avant  de  passer  au  problème  de  Dirichlet  dans  le  cas  général, 
démontrons  un  théorème  d'une  application  fréquente  et  qui  se 
déduit  immédiatement  de  la  formule  (6)  : 

Si  une  fonction  V(#,  y,  z)  satisfaisant  à  V équation  de 
Laplace  est  continue  pour  toute  valeur  finie  de  x,yet  z,  et  si  sa 
valeur  absolue  est,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  ces  variables, 
inférieure  à  un  nombre  fixe  M,  cette  fonction  doit  se  réduire 
à  une  constante. 

De  l'origine  comme  centre,  avec  un  rayon  R,  décrivons  une  sphère 
et  appliquons  la  formule  (6)  pour  l'origine  O  et  le  point  inté- 
rieur A;  nous  avons,  V0  et  \A  désignant  les  valeurs  de  V  en  O 

et  A, 

1     r  r\  d* 


et,  par  suite, 


kr^J  Js    R 
4ttR 


■  /Y^V 


1        R2—  l 


(')    Voir  G.  Julia,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1918. 
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Or  supposons  que  le  rayon  R  soit  très   grand;   on  a   toujours, 

par  hypothèse,   |  V  |  <C  M;  mais  —  sera  évidemment  très  voisin  de 

l'unité  pour  tous  les  points  de  la  sphère,  puisque  le  point  A  reste 
fixe.  La  fraction 


sera  donc  aussi  très  voisine  de  l'unité.  Il  en  résulte  que  la  différence 

\  0- —  Y'A  a  une  valeur  absolue  moindre  que  toute  quantité  donnée; 

or  c'est  une  quantité  fixe  :  elle  est  donc  rigoureusement  nulle.  On 

a  ainsi 

VA=V0. 

La  fonction  V  en  un  point  arbitraire  A  a  la  même  valeur  qu'à 
l'origine;  elle  est  constante,  comme  nous  voulions  l'établir. 


CHAPITRE  VII. 

POTENTIEL  ET  ATTRACTION  DES  MASSES  A  TROIS  DIMENSIONS. 


I.  —  Définitions  et  premières  propriétés  du  potentiel. 

1.  Nous  ferons  une  application  des  notions  relatives  aux  inté- 
grales multiples,  en  étudiant  les  propositions  les  plus  simples  de 
la  théorie  de  l'attraction.  Nous  n'avons  pas  à  expliquer  ici  com- 
ment, dans  un  corps  attirant,  on  suppose  la  matière  répartie 
d'une  manière  continue,  de  telle  sorte  que  la  densité  p  soit  une 
fonction  continue  des  coordonnées  (a,  6,  c)  d'un  point  variable 
de  la  masse  attirante.  Les  trois  composantes  X,  Y ,  Z  de  l'attraction 
exercée  sur  un  point  de  coordonnées  (#,  y,  z)  sont  alors 


X    : 

-fff- 

-  x)p  dv 
r3 

Y 

! 

-fff- 

—  y  )  p  dv 
r3 

Z 

-  r  c  r<" 

-  z)pdv 

où  r2  =  (x —  a)2  -f-  (y —  b)2-{-(z  —  c)'2  et  dv  =  dadbdc,  ces 
intégrales  triples  étant  étendues  à  la  masse  attirante.  X,  Y,  Z  sont 
à  regarder  comme  des  fonctions  de  #,  y,  z.  Nous  allons  démon- 
trer qu'elles  sont  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  x,  y,  z  d'une 
même  fonction  représentée  par  l'intégrale 

étendue  à  la  masse  attirante  et  à  laquelle  on  donne  le  nom  de 
potentiel. 
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2.  Supposons  d'abord  que  le  point  soit  à  l'extérieur  des  masses 
attirantes,  X,  Y,  Z  sont  alors  des  fonctions  continues  de  x\  y,  z, 
et  les  relations 


àV 

àV 

r,                     dV 

X :  =  -r—  t 

1    r~^    1 

Z  =  — 

ox 

ày 

àz 

(2) 

sont  une  conséquence  immédiate  de  l'identité 


7'  /  (2  —  X 


OX 


et  des  identités  analogues  relatives  ky  et  3. 

Remarquons  de  suite  que  V(#,  y,  s)  et  ses  dérivées  partielles 

àV    dV    àV  i  ,  ,  ,  .    ,.,  x     ,,,    . 

— ,  —  *  -p  tendent  vers  zéro  quand  le  point  (x1  y,  z)  s  éloigne  a 

l'infini  d'une  manière  quelconque.  Ecrivons  V  sous  la  forme 
V  =  -^    f  f  f-?dadbdc  (  R2  =  ^  + jk2  + ^2). 

Quand  (x,  y,  z)  s'éloigne  à  l'infini,  —  a  l'unité  pour  limite;  on  a 
donc 

limVR=  f  f  fpdadbdc  =  M, 

M  désignant  la  masse  attirante.   La  fonction  V  devient  donc  nulle 

comme  77-  De  la  même  manière  on  écrira 
K 

Or  —  tend  vers  l'unité,  reste  inférieur  à  l'unité  en  valeur 

r  r 

absolue;  par  suite  on  aura,  en  supposant  que  le  point  (#,  y,  z) 
s'éloigne  à  l'infini  dans  une  direction  faisant  avec  les  axes  des 
angles  (a,  [3,  y), 

lim  (  R2-t-  )  ==  — M  cosa, 
et  deux  formules  analogues  pour  —  et 

&  l  Oy  dz 

On  dit  quelquefois  qu'une   fonction  Y   et  ses  dérivées  du  pre- 
mier ordre  s'annulent  à  l'infini  comme  un  potentiel  si  elles  sont 

respectivement,  pour  R  très  grand,  de  l'ordre  de  —  et  de  —  • 
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Etudions  les  dérivées  secondes,  on  a 

^v       d>-\        à^V 


En  effet, 


dx-         Oy'1  dz"1 

-à^  =  èï=J  J  J  [-  7*  + 7> J'*' 


et  en  faisant  la  somme  AV  on  obtient  zéro  identiquement. 

On  n'oubliera  pas  que,  dans  ces  calculs,  le  point  (#,  j',  z)  est 
supposé  extérieur  aux  masses  attirantes.  Les  opérations  que  nous 
avons  faites  ne  seraient  plus  légitimes,  à  cause  des  éléments  deve- 
nant infinis,  si  le  point  était  intérieur. 

3.  C'est  ce  cas  que  nous  allons  maintenant  examiner.  Le  point 
A(^r,  j/,  z)  est  donc  à  l'intérieur  de  la  masse  attirante.  On  s'assure 
d'abord  immédiatement  que  V,  X,  Y,  Z  n'en  ont  pas  moins  un 
sens  parfaitement  déterminé.  Il  suffît,  en  effet,  de  faire  usage  des 
coordonnées  polaires  (/•,  9,  <|>)  en  posant 

a  =  x  -+-  r  sinG  cos6,         b  ==  y  -+-  r  sinû  sin  <\>,         c  =  z  -+-  r  cosO; 

alors 

dv  =  /*2  sin  6  dr  dQ  dty, 

et  les  éléments  restent  finis  dans  V,  X,  Y,  Z  pour  ;-  =  o  ;  de  plus, 
ces  fonctions  sont  des  fonctions  continues  dans  tout  l'espace. 

Nous  allons  montrer  que  les  relations  (2)  subsistent.  Détachons 
autour  de  A  un  petit  volume.  Les  masses  attirantes  sont  alors 
partagées  en  deux  parties,  l'une  un  intérieure  à  ce  petit  volume, 
l'autre  deux  extérieure  et  dont  nous  désignerons  respectivement 
les  potentiels  par  V,  et  V2.  On  aura 

V=Vi-f-V2         et  aussi         X  =  X1-hX2, 

en  décomposant  la  composante  X  en  deux  parties,  l'une  X,  rela- 
tive à  la  masse  un  et  l'autre  X2  relative  à  la  masse  deux. 

On  prend,  dans  le  volume  un,  un  second  point  A;  de  coordon- 
nées (j  +  Aj;,  y,  z))  soient  V,  V1?  V2  les  valeurs  du  potentiel 
relatif  à  A'  pour  le  volume  total  et  les  volumes  un  et  deux.  Nous 
avons 

y  —  v     \\  —  vt      v;  — v2 

Aa?  \x  \x 


Or,  lira 


POTENTIEL   ET    ATTRACTION    DES    MASSES    A    TROIS    DIMENSIONS 

V'.,  -  v9 


189 


±x 


quotient 


==  Xo,    quand  A  x  tend  vers    zéro.    Etudions    le 
Vi-V, 


A„r 


En  désignant  par  r  et  rf  les  distances  d'un  point  variable  du 
volume  un  à  A  et  A',  on  a 


Vl-Vi 
Aa? 


fff-ê ■{?-$■■ 


et  comme 


i±x\r'         r)\<  rr 


1  /  1 


2  \  ?-         r 


car 


#•'-/•  |<  |  A*  |, 


il  s'ensuit  que 


Oi 


v;  -  Vi 

\x 


2 


f   f   f  £-~  =  f  f   I  0  sinQdrdbdty  <  4*pi«?, 


pi  désignant  une  limite  supérieure  de  la  densité  autour  de  A,  et 
d  la  distance  maxima  de  A  à  la  surface  limitant  le  volume  un.  Si 
donc  D  désigne  la  plus  grande  corde  de  cette  surface,  on  aura 


V'.-Vi 
\x 


<4^piD, 


et  l'on  peut  prendre  le  volume  un  assez  petit  pour  que  D  soit 
inférieur  à  toute  quantité  donnée.  D'autre  part,  si  ce  volume  est 
assez  petit,  X2  diffère  de  X  d'aussi  peu  que  l'on  veut.  Donc 

V— V 
Lx 

a  une  limite,  et  cette  limite  est  X.  Les  relations 


— —   —  A. 

dx 


Ç=Y. 


dy  '  àz 

subsistent  donc  pour  le  point  intérieur . 

i.   Nous  avons  vu  que  la  fonction  V  et  ses  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  sont  continues  pour  toute  valeur  de  x,  y  et  z  ; 


190  ÉQUATION    DE    LAPLACE.    —    DÉVELOPPEMENTS   EN   SÉRIES. 

il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  dérivées  du  second  ordre.  Pour 
approfondir  la  nature  de  ces  dérivées  partielles,  nous  allons  effec- 
tuer sur  les  dérivées  du  premier  ordre  la  transformation  employée 
par  Riemann  (Sc/uvere,  Electricitàt  und  Magnetismus,  Han- 
nover,  1880). 

Les  dérivées  du  second  ordre  sont  évidemment  continues  pour 
l'espace  extérieur  aux  masses  attirantes.  Montrons  qu'il  en  est  de 
même  à  l'intérieur  ;  c'est  pour  la  surface  de  séparation  seulement 
qu'il  y  aura  une  différence,  au  point  de  vue  de  la  continuité,  entre 
les  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre. 

D'après  ce  que  nous  avons  établi  au  paragraphe  précédent, 

-—  =  ///  p  da  db  de  =   /     /     /  0 —  da  db  de. 

<)x       J  J  J  /,3  J  J    J  da 

Décomposons  le  volume  des  masses  attirantes  en  deux  parties  : 
l'une  comprenante  son  intérieur  le  point  (oc,  y,  z)  et  n'ayant  aucun 
point  commun  avec  la  surface  de  séparation,  l'autre  formée  du 
reste  du  volume. 

Soient  V,  le  potentiel  dû  à  la  première  partie  et  V2  celui  qui 
est  du  à  la  seconde  partie. 

V2  et  toutes  ses  dérivées  partielles  seront  des  fonctions  con- 
tinues de  #,  y1  z;  nous  n'avons  donc  à  nous  occuper  que  de  Yt. 
Nous  supposerons  que  p  ait  des  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  par  rapport  à  a,  6,  c,  à  l'intérieur  du  volume  des  masses 
attirantes.  Nous  ne  faisons  aucune  hypothèse  à  cet  égard  pour  la 
surface  même;  c'est  pourquoi  nous  avons  fait  la  décomposition 
en  volumes  un  et  deux.  En  intégrant  par  parties,  on  pourra 
écrire 

àx 


=  j    i  -  cosa  rfa+   I     /     I    -  -£-  dadb  de, 


a  désignant  l'angle  de  la  normale  intérieure  avec  l'axe  des  x. 

L'intégrale  double  est  étendue  à  la  surface  S  limitant  le  volume 
w/2,  et  l'intégrale  triple  à  ce  volume  lui-même.  Sous  cette  forme, 

on  voit  que   — -  aura  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 

puisque  l'intégrale  triple,  qui  figure  dans  son  expression,  est  un 
potentiel,   la  distribution  de  la  matière  correspondant  seulement  à 
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la  densité  -£-  au  lieu  de  correspondre  à  la  densité  p.  Il  en  résulte 
que  les  dérivées  secondes  de  la  fonction  V(a?,  y,  z)  sont  con- 
tinues à  V intérieur  des  masses  attirantes.  Nous  allons  voir  dans 
un  moment  qu'elles  sont  discontinues  pour  le  passage  à  la  surface 
de  séparation. 

Nous  avons  supposé  que  p  avait  des  dérivées  premières.  On  a 
donné  des  conditions  plus  générales  pour  l'établissement  des 
résultats  précédents.  Ainsi,  M.  Holder  a  montré  en  1882  qu'il 
suffisait  de    supposer    qu'en    chaque    point  P0,   on  avait  pour  la 

densité  p  en  P 

p  —  p0|<A/-f-         [A>o,  fx>o], 

/•  désignant  la  distance  des  points  P  et  P0. 

En  1 88-,  M.  Morera  a  donné  une  condition  plus  générale  encore  ; 

JC  '  dr 

1     (p  —  po)— r  s°i|:  ?inie  et  déterminée  le 
0  ; 

long  de  chaque  rayon  vecteur  partant  de  P0. 

Des  conditions  encore  plus  générales  peuvent  être  formulées, 

en  supposant  seulement  p  continue,  mais  alors  en  définissant  AV 

comme  la  limite  d'une  certaine    expression,   sans    passer   par   le 

r)2V      d2V     d*V 
calcul  de  chacune  des  dérivées  -— -,  — -,  -r-r-  qui  pourraient  ne 

oxl      oy~      ôz%     l        L 

pas  exister  séparément,  mais  ceci  n'a  guère  d'intérêt  pratique 
\voir  H.  Petrïni,  Acta  mathematica,  t.  XXXI,  «  Les  dérivées 
premières  et  secondes  du  potentiel  »]. 


II.  —  Formule  de  Poisson.  —  Propriétés  caractéristiques 
du  potentiel.  —  Attraction  d'un  ellipsoïde. 

o.   Nous  avons  vu  que,  pour  un  point  extérieur  aux  masses  atti- 
rantes, on  a 

aV  =  o. 

Si  le  point  est  intérieur,  on  a,  p  étant  la  densité  au  point  (#,  y,  z) 
pour  lequel  on  prend  le  potentiel, 

AV  =  -  i*p, 

formule  célèbre  due  à  Poisson,   et  que  nous  nous    proposons 
maintenant  d'établir. 
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Reprenons  le  potentiel  V,  du  paragraphe  4;  on  a 

puisque  AV2  =  o,  le  point  (#,  y,  z)  étant  extérieur  au  volume 
auquel  se  rapporte  le  potentiel  V2.  Or 


dx 


:    /     /  -^cosarfa-f-   I     I     I   ~  '—  dadb  de; 
par  suite, 

{     I  p  — -  cosa  du  -h  /     /     /  -; da  db  de, 

J    J    r  dx  J   J   J     <)x  da 


p  —  cos  a.di  —   /     /    /  — —  J-  da  db  da 
1    da  J  J  J    da  da 


cte'2 
la  seconde  intégrale  ayant  un  sens  parfaitement  déterminé 

di.       ôl- 

On  peut  encore  écrire,  en  remarquant  que  -h-  =  —  —  > 

Wi  _     r  r.  r  _^    c  r  r  r  d? 

dx* 
et,  par  suite, 

iVl  =  SI*  lfnd°-f  f  J\%JÏ  +  tb7b+Tc-£  )  da  *  rfc- 

Or  appliquons  la  formule  préliminaire  deGreen(§  10,  Ghap.  V) 
au  volume  limité  par  la  surface  S  du  volume  un,  qui  ne  contient 
aucun  point  de  la  surface  de  séparation,  et  par  une  petite  sphère  ? 
ayant  pour  centre  le  point  (#,  y,  z)]  il  viendra 


da  db  de 


d'- 


'■éd—'fj'-3ïd"> 


puisque  -  satisfait  à  l'équation  de  Laplace. 

La  première  intégrale  double  est  étendue  à  la  surface  £  et  la 
seconde  à  la  sphère  a-;  dans  cette  dernière,  la  direction  de  la  nor- 
male correspond  à  l'extérieur  de  la  sphère.  Mais  nous  avons  déjà 
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calculé  cette  dernière  intégrale  :  on  a 


d'- 


lim   /    [ p-p  d<T=—-ATtç(x,yt-z 


quand  le  rayon  de  la  sphère  t  tend  vers  zéro. 

Revenant  donc  à  l'expression  de  AV.,  nous  voyons  que    ;,,. 

AVi  =  — 4^p 
et,  par  suite, 

AV  =  —  4^p,    ' 

p  étant  la  densité  au  point  (#,  j,   z)  pour  lequel  on  prend   le 
potentiel. 

6.  Du  théorème  précédent  on  peut  conclure  Ici  valeur 
trouvée  par  Gauss  de  l'intégrale 

étendue  à  une  surface  fermée  quelconque  S,  la  dérivée  -j-  étant 

prise  vers  l'extérieur  de  la  surface. 

Supposons  d'abord  que  le  volume  limité  par  cette  surface  fermée 
soit  tout  entier  à  l'intérieur  des  masses  attirantes.  Les  dérivées 
secondes  étant  continues,  on  peut  appliquer  la  formulé  de  Green, 
qui  donne 

J!)Tnd-JSj*dXdydZ 
et,  par  suite, 

M  étant  la  portion  des  masses  contenues  à  l'intérieur  de  S. 

Cette  formule  est  générale  à  cause  de  la  continuité  des  dérivées 
du  premier  ordre  et  de  ce  fait  que  l'intégrale 


J  J    dn 


dz 


ne  change  pas  de  valeur  quand  la  surface  S  d'intégration  se  déforme 
sans  rencontrer  de  masses  attirantes. 

Pour  le  montrer  bien  nettement,  supposons  d'abord  que  la  sur- 
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face  2,  limitant  toujours  un  volume  intérieur  aux  masses  attirantes. 
ait  une  ou  plusieurs  parties  communes  avec  la  surface  de  sépa- 
ration. La  formule  subsiste,  car,  à  cause  de  la  continuité,  on  peut 
remplacer  ces  parties  communes  par  une  surface  intérieure  infi- 
niment voisine. 

Dans  le  cas  général,  que  la  surface  soit  extérieure  aux  masses 
attirantes  ou  les  coupe,  on  peut,  sans  changer  la  valeur  de  l'inté- 
grale, remplacer  les  portions  de  S  extérieures  par  les  portions  de 
surfaces  qu'elles  découpent  sur  la  surface  de  séparation,  et  l'on  est 
ramené  alors  au  cas  précédent. 

7.  La  formule  de  Poisson  montre  que,  en  général,  les  dérivées 
secondes  seront  discontinues  pour  le  passage  parla  surface  de  sépa- 
ration puisque  AV  passe  brusquement  de  la  valeur  zéro  à  la  valeur 
—  4rip.  Nous  allons  vérifier  ce  résultat  dans  le  cas  particulier  dune 
sphère  homogène.  Soit  une  sphère  homogène  de  centre  O  et  de 
rayon  R.  Calculons  le  potentiel  dû  à  son  attraction  sur  un  point  A 
placé  à  une  distance  a  du  centre.  Désignons  par  M  un  point  quel- 
conque de  la  sphère  à  la  distance  r  du  centre;  soient  MOA  =  9, 

u  =  AM,  et  <\>  l'angle  fait  par  l'azimut   MOA  avec  un  plan  fixe 

quelconque  passant  par  OA.  Un  élément  de  surface  r  dr  d§  dans 

le  plan  MOA,  en  tournant  autour  de  OA,  engendre  un  anneau  dont 

le  potentiel  sur  A  est 

p  .*2t:/*2  dr  sin6  d§ 

u 
Nous  devons  donc  calculer  l'intégrale  double 

2  7ip   I      r2  dr  I 

Vo  «A  u 

Or 

u~  =  a2  ■+■  r2  —  2  ar  cos  6  ; 

par  suite,  quand  r  reste  constant, 

si  n  6  t/0        du 


u  ar 

Nous  aurons  donc  l'intégrale 


&1 


V  =  — -    /      r  dr  !  du 
a    Jo  J 
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Je  n'ai  pas  écrit  les  limites  pour  u.  Nous  devons,  en  effet,  pour 
les  fixer,  distinguer  le  cas  où  le  point  est  intérieur  de  celui  où  il 
est  extérieur. 

Soit  d'abord  le  point  extérieur.  Pour  une  valeur  de  r,  u  variera 
entre  a  —  /*  et  a  +  /•  ;  donc 


/ 


du  =  i  r, 


i                  -i               i                i  >  4TCP  R 
et  le  potentiel  sera  alors  esral  a  —~ 

Il  est  donc  le  même  que  si  la  masse  attirante  était  concentrée  au 
centre  de  la  sphère. 

Si  le  point  est  intérieur,  nous  séparerons  la  masse  attirante  en 
deux  parties  :  l'une  intérieure,  l'autre  extérieure  à  la  sphère  de 
rayon  OA.  Pour  la  partie  intérieure,  le  calcul  est  le  même  que  plus 

haut,   et  l'on  a  -  icp  a2  pour  valeur  correspondante  du  potentiel. 

Pour  la  partie  extérieure,  u  varie  entre  r —  a  et  r -t- a,  ce  qui 
donne  le  potentiel  2tco(R2  —  a2).  Donc,  additionnant, 

/  a2 

Nous  avons  ainsi  pour  le  potentiel  deux  expressions  analytiques 
différentes.  On  a,  en  désignant  par  x,  y,  z  les  coordonnées  de  A, 
le  centre  delà  sphère  étant  l'origine, 


\(x,  r,  z)  —  ir.pf  R5 


a?2  +  jK5 


3 
quand  le  point  (a?,  y,  z)  est  à  l'intérieur,  et 


-  710  R3 


\{x,y,z)  = 


sj  x%-\-  y* 


quand  il  est  à  l'extérieur.  Les  expressions  et  leurs  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  prennent  respectivement  les  mêmes 
valeurs  sur  la  sphère  de  rayon  R;  il  n'en  est  pas  de  même  pour  les 
dérivées  partielles  du  second  ordre. 

8.   Résumons  les  propriétés  générales  du  potentiel  V(#,  y,  z), 
établies  jusqu'ici.  C'est  une  fonction  continue  dans  tout  l'espace, 
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ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Les  dérivées 

secondes  sont  continues  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur  des  masses 

attirantes;   la  surface   de    séparation  du   milieu    extérieur   et  des 

masses  attirantes  sera  pour  elles  une  surface  de  discontinuité.  Nous 

avons  en  outre 

AV  =  o 

à  l'extérieur,  et 

AV  =—  4ixp 

à  l'intérieur  des  masses  attirantes.  De  plus,  V(a?,  y,  z)  tend  vers 
zéro  quand  le  point  (,r,  y,  z)  s'éloigne  à  l'infini  d'une  manière 
quelconque. 

Nous  allons  établir  maintenant  que  ces  propriétés  sont  carac- 
téristiques du  potentiel.  On  suppose  donc  donnés  un  ou  plusieurs 
volumes  v  et  une  fonction  Y(x,y,  z)  satisfaisant  à  toutes  les  con- 
ditions précédentes  ;  p  est  une  fonction  également  donnée  de 
(#,  y,  z)  à  l'intérieur  de  chaque  volume.  Montrons  que  : 

V  représentera  nécessairement  le  potentiel  en  (x,  y,  z)  du  à 
V attraction  d'une  matière  répartie  dans  chacun  des  volumes, 
la  loi  de  la  densité  étant  représentée  en  chaque  point  par  la 
fonction  p. 

Les  masses  qui  viennent  d'être  définies  auront  un  potentiel  V \ 

et  l'on  aura 

AVi  =  o        ou        AVj  =  —  4  T'?-> 

suivant  que  (#,  y,  z)  sera  à  l'extérieur  ou  à  l'intérieur.  Par  suite, 

A(V-V,)=o, 

que  le  point  soit  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  des  volumes  v.  Nous 
avons  donc  une  fonction 

U  =  V  —  Vj 

continue  dans  tout  l'espace,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du 
premier  ordre.  Nous  savons  qu'elle  a  des  dérivées  secondes  conti- 
nues et  qu'elle  satisfait  à  l'équation  de  Laplace  en  tous  les  points 
de  l'espace,  en  exceptant  seulement  les  surfaces  E  limitant  les 
volumes  v.  Déplus,  U  s'annule  à  l'infini. 

Il  est  facile  d'établir  que  les  surf  aces  fermées  JL  ne  peuvent  être 
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pour  les  dérivées  secondes  des  surfaces  de  discontinuité  et  que 
l'équation  AU  =  o  sera  encore  vérifiée  pour  les  points  de  ces  sur- 
faces. Considérons,  à  cet  effet,  une  surface  quelconque  S  compre- 
nant à  son  intérieur  une  de  ces  surfaces  E,  et  deux  autres  surfaces 
E'  et  EY  très  voisines  de  E,  l'une  extérieure  et  l'autre  intérieure 
à  E.  Soit  M  un  point  de  l'espace  compris  entre  S  et  E';  nous 
avons 


\T-  JSJ    \      an        r  dn  J  4  rc  JE, 


.  dv, 
r  an  J 


les  dérivées  étant  prises  dans  les  deux  cas  dans  le  sens  des  nor- 
males intérieures  aux  surfaces  géométriques  S  et  E'.  D'ailleurs 
(Chap.  VI,  §1), 


°=/  m4-7.ïV; 


E"«- 


par  suite,  on  peut  écrire 

i      /•  fL/r        i   dU  )  .  i      r    fi  TT     r 

UM=  7-    /     /   \  U  -, .  —  /  de  -h  — -    /      /   \  U —  /  dv 

'^«/s  J     \      dn        r  du  J  4^ ./™./     \      dn        r  dn 


mais,  puisque  E'  et  E"  sont  très  voisines  l'une  de  l'autre,  les  deux 
dernières  intégrales,  où  ne  figurent  que  U  et  ses  dérivées  premières 
supposées  continues  même  pour  les  points  de  la  surface  E,  seront 
très  peu  différentes  l'une  de  l'autre.  Comme  d'ailleurs  leur  diffé- 
rence est  constante,  elle  doit  être  rigoureusement  nulle.  Donc 

d* 


2  ~  JSJ   \      dn        r  dn  J 


Si  le  point  M  est  à  l'intérieur  de  E,  des  calculs  analogues  éta- 
blissent que  UM  est  donnée  par  la  même  formule.  Mais  la  fonction  U 
du  point  M,  donnée  par  cette  formule,  est  continue,  ainsi  que  ses 
dérivées  du  premier  et  du  second  ordre  pour  tous  les  points  à 
l'intérieur  de  S.  La  surface  E  n'est  donc  pas  une  surface  de  singu- 
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larités,  et  Ton  a,  même  pourries  points  de  E,  AU  =  o.  C'est  ce  que 
nous  voulions  démontrer. 

Revenant  alors  à  la  fonction  U,  nous  voyons  que  U  et  ses 
dérivées  du  premier  et  du  second  ordre  sont  continues  dans  tout 
l'espace,  et  de  plus  on  a  toujours 

AU  =0. 

Donc  d'après  le  théorème  du  paragraphe  8  (Chap.  VI),  U  se 
réduit  à  une  constante  qui  ne  pourra  être  que  zéro,  puisque  la 
fonction  devient  nulle  à  l'infini.  Nous  avons  alors 

V  =  V„ 

et  la  fonction  V  coïncide  avec  le  potentiel  Vf. 

9.  D'après  le  théorème  précédent,  on  connaîtra  le  potentiel  dû 
à  l'attraction  d'un  corps,  si  l'on  a  pu  déterminer  une  fonction  V 
satisfaisant  à  toutes  les  conditions  précédentes.  C'est  ce  qu'a  fait 
Dirichlet  dans  un  de  ses  Mémoires  pour  le  cas  de  l'ellipsoïde  (  ')» 
Soit  l'ellipsoïde  représenté  par  l'équation 


x2        y 


:2 


<E>  ^î  +  ^  +  ^  =  '- 

Supposons-le  rempli  d'une  matière  homogène  de  densité  p.  Nous 
allons  former  a  priori  une  fonction  V(#,  y,  z),  qui  jouira  des 
propriétés  indiquées  et  devra,  par  suite,  représenter  le  potentiel  dû 
à  l'attraction  de  cet  ellipsoïde. 

On  sait  que,  si  l'on  considère  l'équation  en  w, 

x2  y2  ,s2 

(3)  -= ■  +  ~- h -= -1  (a>b>c), 

aï-\-u        b2-{-u        c--hu 

elle  a  trois  racines  réelles  comprises  entre  — a2  et  — Z>-,  — b2 
et  —  c2,  —  c2  et  -f-00. 

Si  le  point  (ir,  y,  z)  est  à  l'extérieur  de  l'ellipsoïde,  la  racine 
supérieure  à  — c2  est  positive.  Nous  allons  désigner  par  u  une 
fonction  de  #,  yy  z  qui  sera  nulle  quand  ce  point  sera  à  l'inté- 
rieur de  l'ellipsoïde,  et  sera  égale  à  la  racine  positive  de  l'équa- 
tion (3)  quand  il  sera  à  l'extérieur. 

(x)  Journal  de  Crelle,  t.  32. 


POTENTIEL    ET    ATTRACTION    DES    MASSES   A   TROIS    DIMENSIONS.  199 

Dans  ces  conditions  formons  l'intégrale 


=  Tiabcp  I 


xl  y1 


a2  ■+-  X        62  -4-  X        c2  -+-  X   ,. 

— ============= —  dk. 


V  est  une  fonction  de  x,  y  et  z  :  elle  représente,  nous  allons  l'éta- 
blir, le  potentiel  dû  à  l'attraction  de  l'ellipsoïde. 

Cette  fonction  est  d'abord  évidemment  continue  dans  tout 
l'espace  et  s'annule  à  l'infini.  La  règle  de  différentiation  sous  le 
signe  d'intégration  donne  de  suite,  si  le  point  est  extérieur, 


dV  rx  a* 

—  =       Tzabcp    /      —======== 


iaf*<a 


I  — 


62-+-X)(c2-f-X) 
x2  y*  z%      \  du 


a*  -+-  u         62  -h  11         c2  4-  u 1  âx 
izaoc  p 


\/(a2-f-  w)(62-h  u)(c*-+-  u) 


OU 


<w  rx  dk 

=  —  1  xaocpx   I 


àx 


fu     (a2-HX)s/(a2+X)(62+X)(c2  +  X) 


La  même  formule  convient  pour  le  cas  où  le  point  est  à  l'inté- 
rieur, en  prenant  alors,  comme  nous  l'avons  dit,  u  =  o.  Cette 
dérivée  est  continue  dans  tout  l'espace. 

Passons  aux  dérivées  secondes;  on  a,  en  supposant  le  point 
extérieur, 


L    ^11 


<?2v         .  rœ  dk 

•nzabc  0  I   — 


()x2  !    L     Jn     (a2-f-X)v/(a2-f-X)(62-f-X)(c2+X) 

x       du 

aï  -+-  u  ôx 


v/(a2-h  u)(b*-+-  w)(c2-h  u) 


] 


et  des  expressions  analogues  pour  — - -  et  - — • 
En  faisant  la  somme  AV,  on  rencontre  l'intégrale 


1  U2-+ 


dk 


+  X        62+X        c2-hX/  v/(a2+x)(62+X)(c2H-X) 

dont  la  valeur  est  trouvée  de  suite  égale  à  „ 

\/(a*  +  u)(b*+u)(c*-hu) 
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si  l'on  remarque  que  l'intégrale  indéfinie 

ri i_  i  _i \ di 

est  égale  à '  • 

v/(a2-hX)(62H-X)(c2-hX) 

De  plus, 

x       du  y       du  z       du 


a2-\-  u  ôx        b'1  -+-  u  dy        c2  -+-  u  ôz 


=  H-'a, 


comme  on  le  vérifie  en  dérivant  successivement  l'équation  (3)  par 
rapport  à  x,  y,  z\  et  en  ajoutant  après  avoir  multiplié  respecti- 

i ,   •    ,  x      .        y  z  -vr 

vement  ces  équations   dérivées    par  — >   7—^ — >    - — : — •   INous 

1  l         a2 -h  u     62-h  u     c-  -+-  u 

aurons  donc 


AV  =  'iizabc 


/(a2+a)(62-+-  u)(c*-h  u) 

1  l         1 

-+-  =-     =  o. 

V/(  a2  -+-  u  )  (  62  -h  u )  ( c2  -+-  u)  J 

Le  point  a  été  supposé  extérieur.   Si  le  point  est  intérieur,   il 

c  du         du         du  r  .  /-\  i  i 

taut   supposer    —  =c  —  =  —  =0  et  faire  w  =  o.  Un  a  alors  de 

suite' 

AV  =  —  471p. 

Là  fonction  V  représente  donc  le  potentiel  de  V attraction 
due  à  l  ellipsoïde  E. 


CHAPITRE  VIII. 


DES  POTENTIELS  DE  SIMPLE  COUCHE  ET  DE  DOUBLE 
COUCHE  ET  DE  LEURS  APPLICATIONS  A  DIVERS 
PROBLÈMES  D'ATTRACTION. 


ï.  —  Des  potentiels  de  simple  couche  et  de  double  couche. 

1.  INous  terminons  cette  étude  sur  l'attraction  par  l'examen  des 
potentiels  relatifs  aux  surfaces  attirantes.  Considérons  une  surface 
fermée  S,  et  une  surface  S'  infiniment  rapprochée  de  la  première. 
Soit  cls  un  élément  de  S;  menons  la  normale  à  cette  surface  en  un 
point  de  l'élément  dn,  et  désignons  par  £  la  longueur  de  cette  nor- 
male comprise  entre  S  et  S'.  Le  cylindre  ayant  pour  base  d<7  et 
pour  hauteur  s  a  pour  volume  ed<j]  si  ù  désigne  la  densité  de  la 
matière  formant  cet  élément  de  volume,  la  masse  de  celui-ci  sera 

eS  da. 

Nous  poserons  îo  —  p,  et  faisant  tendre  S'  vers  S,  nous  allons 
supposer  que  le  produit  so  tende,  pour  chaque  point  de  la  surface, 
vers  une  limite  déterminée.  Nous  concentrons  ainsi  la  masse  de 
l'élément  de  volume  sur  l'élément  de  surface  di)  c'est  une  fiction 
analogue  à  celle  par  laquelle  on  concentre  une  masse  déterminée 
en  un  point  matériel.  La  masse  attirante  va  donc  être  supposée 
concentrée  sur  la  surface  S,  avec  la  densité  superficielle  o.  Il 
pourra  être  utile,  dans  certains  cas,  de  revenir  à  l'origine  même 
de  cette  notion. 

Le  potentiel  dû  à  l'attraction  d'une  couche  superficielle  sera 
l'intégrale 

étendue  à  la  surface  S,  ;•  désignant  toujours  la  distance  du  point 


202  ÉQUATION    DE    LAPLACE.    —    DÉVELOPPEMENTS    EN    SÉRIES. 

attiré  A  de  coordonnées  ^,  j,  s  à  l'élément  ch.  On  l'appelle  un 
potentiel  de  simple  couche.  Quand  le  point  A  ne  fait  pas  partie  de 
la  surface  S,  V  est  évidemment  continue  ainsi  que  ses  dérivées 
partielles,  et  l'on  a 

—  =  X.  —  =  Y  —  =  Z 

dx  i)y  dz 

X,  Y,  Z  désignant  les  composantes  de  l'attraction  de  la  couche 
sur  A.  Le  potentiel  V  est  encore  parfaitement  déterminé  quand  le 
point  est  sur  la  surface,  et  ne  cesse  pas  d'être  une  fonction  continue 
quand  A  traverse  la  surface.  Pour  le  montrer,  traçons  sur  la  sur- 
face une  petite  courbe  fermée  y,  et  supposons  que  le  pied  M  de 
la  normale  menée  du  point  A  à  la  surface  tombe  à  l'intérieur  de 
cette  courbe.  Prenons  comme  axe  des  z  la  droite  MA,  le  point  M 
étant  l'origine,  et  deux  axes  rectangulaires  quelconques  dans 
le  plan  tangent  à  la  surface  en  M.  Le  potentiel  sera  représenté  par 


ff 


p  dx  dy  s/ 1  4- 

-/>2+?2 

v/:r2-hjK2+0 

S  —  A)2 

dz 

ôx-  =  P> 

dz 

dy  " 

en  posant 

MA  =  h, 

Nous  n'avons  à  nous  préoccuper  que  du  potentiel  dû  à  l'attrac- 
tion de  l'aire  limitée  par  y.  L'intégrale  précédente  doit  donc  être 
étendue  à  la  projection  de  cette  aire  sur  le  plan  des  xy\  mais  cette 
intégrale  est  moindre  que 

p  dx  dy  y/i  -h  /?2  -h  g2 

S/Xi  _+_  y% 

et,  par  suite,  en  prenant  les  coordonnées  polaires  R  et  8  dans  le 
plan  {xy)  moindre  que 


j    ip  dR  r/0  \/i-^f-^-q-, 


intégrale  qui  sera  très  petite  si  l'aire  limitée  par  y  est  très  petite. 
Donc,  quand  le  point  A  traverse  la  surface,  le  potentiel  V  ne  cesse 
pas  d'être  une  fonction  continue. 

11  n'en  est  pas  de  même  pour  les  dérivées  partielles,  qui  cessent 
d'avoir  un  sens  quand  le  point  est  sur  la  surface,   comme  nous 
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allons  le  voir  dans  un  moment;  mais  définissons  d'abord  le  poten- 
tiel de  double  couche. 


2.  Dans  un  Chapitre  précédent  (Chap.  IV,  n°  22),  nous  avons 
considéré  l'intégrale  de  Gauss 

(.)         '  ff'sa&j!)* 

étendue  à  une  surface  fermée,  r  désignant  la  distance  d'un  point 
fixe  A  à  un  point  M  de  l'élément  variable  d<r  de  la  surface,  et  l'angle 
(r,  /i),  que  nous  désignerons  maintenant  par  cp,  représentant  l'angle 

de  la  direction  MA  avec  la  normale  intérieure  à  la  surface  au 
point  M.  Nous  avons  démontré  que  cette  intégrale  était  égale  à  1\tz 
quand  le  point  A  était  intérieur  à  la  surface,  et  à  zéro  quand  il  est 
extérieur.  Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  que  la  sur- 
face donnée  S  est  une  surface  ayant  en  chaquie  point  un  plan  tan- 
gent déterminé. 

On  voit  de  suite  quelle  sera  la  valeur  de  l'intégrale  (i)  en  tout 
point  de  la  surface.  Elle  est  égale  à  2tî,  puisqu'elle  représente  la 
somme  des  ouvertures,  évaluées  sur  la  sphère  de  rayon  un,  des 
angles  solides  sous  lesquels,  du  point  A,  on  voit  les  éléments  d<r 
sur  la  surface.  Cette  somme  correspondra  donc  à  une  demi-sphère, 
quand  le  point  est  sur  la  surface,  c'est-à-dire  vaudra  2  7t.  L'inté- 
grale de  Gauss,  considérée  comme  fonction  des  coordonnées 
(a,  6,  c)  du  point  A  est  donc  une  fonction  discontinue  de  (a,  b,  c) 
quand  A  traverse  la  surface.  Elle  est  égale  à  4.tc,  quand  le  point  est 
à  l'intérieur,  égale  à  2  7t,  quand  il  est  sur  la  surface,  et  à  zéro  quand 
il  est  à  l'extérieur. 

Envisageons  maintenant,  d'une  manière  plus  générale,  l'intégrale 


vi:b,c)-ff£Sgl*, 


où  a  désigne  une  fonction  continue  des  paramètres  qui  fixent  la 
position  d'un  point  sur  la  surface  S.  La  fonction  V  est  désignée 
sous  le  nom  de  potentiel  de  double  couche.  On  y  est  en  effet  amené 
par  la  considération  suivante.  Portons  sur  chaque  normale  à  la 
surface  S  une  longueur  dn,  nous  obtenons  ainsi  une  surface  S' 
infiniment  voisine  de  S.  En  supposant  que  p  représente  la  densité 
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d'une  couche  étalée  sur  S,  et  ( —  o)  la  densité  au  point  correspon- 
dant de  S'  la  somme  des  potentiels  de  simple  couche  correspondant 
à  ces  deux  couches  sera 


d(  - 


dn   llp  — -. di, 

J   J  du 

et  si  nous  désignons  p dn  par  jjl,  nous  aurons  l'expression  V  (a,  b,  c). 
car 

d(X) 

r  I  \    dr         cos  o 


dn  r-  dn  r2 

Cette  intégrale  V,  considérée  comme  fonction  de  (a,  6,  c),  satis- 
fait à  l'équation  de  Laplace  ;  elle  est  une  fonction  continue,  ainsi 
que  ses  dérivées  partielles,  quand  le  point  A  est  à  l'intérieur  ou  à 
l'extérieur  de  la  surface;  elle  éprouvera  une  discontinuité  pour  le 
passage  par  la  surface.  Pour  étudier  cette  discontinuité,  je  prends 
un  point  fixe  s  sur  la  surface  S,  et,  désignant  par  Uis  la  valeur  de  [x 
en  ce  point,  je  forme  la  différence 

qui  peut  encore  s'écrire 


ss 


Us-  )  COS©     .   ' 

— -  aa. 


r2 


Montrons  que  la  fonction  W  est  une  fonction  continue  de 
(a,  b,  c)  dans  V espace  avoisinant  le  point  s. 

Décrivons,  à  cet  effet,  de  s  comme  centre,  une  sphère  de  rayon  p, 
qui  découpe  sur  la  surface  une  courbe  y;  on  peut  prendre  p  assez 
petit  pour  que  la  différence  p.  —  jjls  soit,  en  valeur  absolue,  moindre 
que  e,  quand  le  point  de  la  surface,  pour  lequel  on  prend  la  valeur 
de  [a,  est  intérieur  à  y.  Partageons  alors  l'intégrale  en  deux  parties, 
l'une  relative  à  l'aire  intérieure  à  y,  l'autre  cà  l'aire  extérieure.  La 
première  intégrale  sera,  en  valeur  absolue,  moindre  que  4-  =  ,  quelle 
que  soit  la  position  de  A  dans  l'espace.  Quant  à  la  seconde  inté- 
grale, elle  est  une  fonction  continue  de  (a,  6,  c),  pourvu  que  ce 
point,  quand  il  est  dans  le  voisinage  de  la  surface,  reste  à  une  dis- 
tance de  s  inférieure  à  p.  On  peut  donc  trouver  un  rayon  p'  <  p  tel 
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que,  à  l'intérieur  d'une  sphère  ayant  s  pour  centre  et  p'  pour  rayon, 
la  différence  des  valeurs  que  prend  W  en  deux  points  quelconques 
soit  moindre  que  s;  ce  qui  démontre  la  continuité  de  la  fonction 
dans  le  voisinage  de  S. 

Ce  point  établi,  nous  avons  à  distinguer  :  i°  la  valeur  de  V  au 
point  s,  nous  la  désignerons  par  V^;  -a0  la  limite  de  V  (a,  b1  c) 
quand  A  tend  vers  s  en  étant  à  l'intérieur  de  la  surface,  nous 
rappellerons  Y j,;  3°  la  limite  de  V(a,  6,  c)  quand  A  tend  vers  s 
eu  étant  à  l'extérieur  de  la  surface,  nous  la  représenterons  par  Ves. 
Le  théorème  précédent  nous  fournit  immédiatement  deux  relations 
entre  V^,  Vt>,  Yes.  La  fonction  W  étant  continue,  nous  avons  l'éga- 
lité 

vx>—  4rçp*  =  y  s—  2TCJ1/, 

qui  exprime  que  la  limite  des  valeurs  W(a,  6,  c),  quand  A  tend 
vers  s  en  étant  à  l'intérieur  de  la  surface,  est  égale  à  sa  valeur  au 
point  s.  Pareillement,  nous  aurons 

Ainsi,  on  a  les  deux  formules  très  importantes 

Vis  =  Ys  -+■  ^  71  ns ,  Y es  =  Ys  —  2%\ls. 

Dorénavant  nous  désignerons  un  potentiel  de  double  couche  par 
la  lettre  W,  de  telle  sorte  que 


W(a,b.c)=ffP^ïd,, 


et  nous  écrirons 

Wi  =  W,  +  2  icp,,  We  =  W,  -  2  «p„ 

les  significations  de  We,  Wj  et  W.ç  étant  évidentes  d'après  ce  qui 
précède. 

3.   Pievenons    maintenant    au    potentiel    d'une    simple    couche 
étendue  sur  une  surface  fermée  S,  pour  étudier  ses  dérivées. 

v  =   r   r  p  d(S 


Les  dérivées  dans  le  sens  de  la  normale  jouissent  de  propriétés 
intéressantes.  Soit  m  un  point  de  la  surface,  et  menons  la  normale 
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en  ce  point.  En  désignant  par  n  la  direction  de  la  normale  inté- 
rieure (')  on  peut  considérer  les  valeurs  limites  que  nous  appelle- 
rons 

dV  d\' 

du  dn 

des  dérivées  de  V  prises  suivant  la  direction  n  en  un  point  inté- 
rieur et  en  un  point  extérieur  de  la  surface,  infiniment  voisins 
de  m  sur  la  normale. 

Pour  plus  de  simplicité,  je  supposerai  que  la  surface  est  régu- 
lière et  convexe  au  point  m.  Soit  m,  un  point  sur  la  normale  mn 
en  m  et  à.  l'intérieur  de  S. 

Considérons,  sur  la  surface  autour  de  m,  une  aire  2  très  petite, 
mais  qui,  une  fois  choisie,  restera  fixe  dans  les  raisonnements. 
La  composante  suivant  mm{  de  l'attraction  exercée  sur  le  point  m 
est 

où  'i;  est  l'angle  que  fait  avec  mmK  la  droite  joignant  m  à  d<j.  Pareil- 
lement, l'intégrale 

représente  la  projection  sur  m{  ni  de  l'attraction  exercée  par  la 
couche  sur  le  point  mi  en  désignant  manifestement  par  ^K  l'angle 
avec  m,  m  de  la  droite  joignant  m{  à  d<i,  et  r,  représentant  la  dis- 
tance de  ces  deux  points.  Cette  intégrale  a  la  valeur 

_  ^Y. 
dn 

au  point  mK . 

Faisons  la  somme  des  expressions  (2)  et  (3).  Pour  l'évaluer,  par- 
tageons les  intégrales  en  deux  parties,  l'une  relative  à  l'aire  S  —  S, 
l'autre  à  l'aire  S  comprenant  le  point  m.  Pour  la  première,  la  somme 
est  très  petite  si  m,  m  est  très  pelit,  car  il  y  a  continuité,  m  étant 
en  dehors  de  l'aire  S  —  S. 

Pour  la  seconde,  nous  allons  partager  l'aire  2  elle-même  en  deux 


(*)  Nous  désignerons  dorénavant  par  n  la  direction  de  la  normale  intérieure, 
contrairement  à  ce  que  nous  avons  fait  précédemment. 
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portions.  A  cet  effet,  donnons-nous  une  quantité  positive  yj, 
choisie  aussi  petite  que  l'on  voudra,  mais  qui  va  rester  fixe  une 
fois  choisie.  Considérons  alors  un  cône  C  de  révolution  ayant  pour 

sommet  m,  et  pour  axe  mt  m  avec  le  demi-angle  au  sommet r\  ; 

ce  cône  découpe  sur  S  (si  m,  est  assez  voisin  de  m)  une  aire  très 
petite  £',  intérieure  à  Set  comprenant  le  point  m.  Pour  un  élément 
d?  de  £',  formons  le  rapport 

(4)  COS*' 


coso 


en  désignant  par  ©  l'angle  que  fait  la  droite  joignant  d<r  à  mK  avec 
la  normale  intérieure  à  la  surface  en  d<r.  Si  m{  est  suffisamment 
rapproché  de  m,  le  rapport  (4)  sera  voisin  de  un. 
Ecrivons  alors  l'intégrale  (3)  sous  la  forme 

v  J  J  l    cosç      r\ 

11  est  maintenant  facile  d'évaluer  la  somme  de  (2)  et  de  (3)'  rela- 
tive à  S7.  La  première  intégrale  est  très  petite  si  mK  est  très  voisin 
de  m,  et  la  seconde  diffère  très  peu  de 


ch 


et,  par  suite,  de 
c'est-à-dire 


r  r  cosa 

JJp7r 

**pm(l  —  sinrj). 


La  somme  des  intégrales  (2)  et  (3)  relatives  à  l'aire  S  —  S'  s'évalue 
aussi  facilement.  Elle  est  très  petite;  ceci  est  évident  pour  (2), 
puisque  S  a  été  supposé  très  petit.  Quant  à  (3)',  on  remarque 
que  la  valeur  de 


coso 


est  bornée  pour  ses  éléments  et  que,  d'autre  part,  l'angle  sous  lequel 
de  m{  est  vue  l'aire  S  —  S'  est  évidemment  petit  si  t\  et  l'aire  2  sont 
petits. 

Ceci  posé,  on  conclut  de  l'addition  de  (2)  et  de  (3)  la  formule, 
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quand  m{  se  rapproche  indéfiniment  de  /?z, 


n 


cos1^    .  dY 

p  — r1  da  —  — -  =  2  7rp/;i  : 
1      r2  an 


c'est  une  formule  fondamentale  ('). 

4.  Une  analyse  toute  semblable  peut  être  développée,  en  suppo- 
sant le  point  m,  toujours  situé  sur  la  normale  en  m,  mais  extérieur 
à  la  surface.  Dans  ce  calcul,  <b  garde  la  même  signification;  il  faut 
introduire  l'angle  tyt  que  fait  avec  la  direction  m{  m  (qui  est  alors 
la  direction  de  la  normale  intérieure)  la  direction  joignant  mK  à 
dv,  et  l'angle  cp'  qui  est  l'angle  fait  par  la  direction  joignant  m{  à 
do-  avec  la  normale  extérieure  à  la  surface  en  de.  On  trouve  alors 

la  formule  suivante  : 

cos'-j;  j         dY' 
dn 


II 


P  r1   d<3  H     — —    =2710, 


Les  deux  formules  obtenues  permettent  d'écrire  les  relations 
suivantes  : 

i  (dv[__dy\  _o  . 

2  \  du         dn  J  *'  '"' 

(5)  < 

^   I  /dY'         d\\  r    r    cos'J, 


\  dn        an  /      J   J         '  ~ 


Elles    démontrent  d'ailleurs  l'existence    même    des   limites  — 

dn 

dV' 

et  -r-. 
dn 

5.  On  pourrait  étudier  les  dérivées  de  V  dans  une  direction 
autre  que  la  normale.  Nous  nous  contenterons  d'énoncer  les  résul- 
tats suivants  relatifs  à  un  point  (#,  y,  z)  de  la  simple  couche  : 

dY'       dV      . 

w     dY    ; 
^r~¥=     pcos(,l'7)' 

-—  —  —    =4TCpCOS(/l,   S). 


(*)  Dans  un  excellent  Mémoire  sur  les  fonctions  harmoniques  (  Monatshefte 
fur  Mathemalik  und  Physfk,  l.  XV,  JaKrgang,  1904),  M.  Plemelj  a  établi  cette 
formule  par  un  calcul  assez  long.  J'ai  donné  la  démonstration  du  texte  dans  les 
Annales  de  V École  Normale  (1906), 
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On  pourrait  aussi  étudier  les  dérivées  normales  d'un  potentiel 

de  double  couche.  C'est  une  question  délicate.  Sous  des  conditions 

1res  générales  relatives  à  la  densité  p  supposée  continue,  on  peut 

établir  que  les  dérivées 

dW  d\V 

du  du 

,  ,  d  V        d\'  .  ,    . ,  t  /        ,        c  •  1 5 

analogues  a  -7-  et  — =—,  existent  et  au  eues  sont  égales.  01 1  on  ne 

&  dn         dn  1  ° 

fait  sur  p  aucune  autre  hypothèse  que  la  continuité,  on  peut  cepen- 
dant établir  le  théorème  suivant  :  Prenons  sur  la  normale  mn  le 
point  p  à  la  distance  £  de  m,  et  le  point  p  à  la  distance — -s,  la  dif- 
férence 

dW       dW 

dn  dn 

tend  vers  zéro,  quand  z  tend  vers  zéro,  quoique  chacun  des  termes 
n'ait  pas  nécessairement  une  limite. 


II.  —  Théorème  de  Green  et  de  Chasles  sur  les  surfaces 

de  niveau. 

6.  Soit  donné  un  système  de  masses  attirantes,  et 

V  =  G 
une  surface  de  niveau,  supposée  fermée,  relative  à  ces  masses.  De 

Fis.  16. 


ces  masses,  les  unes  sont  à  l'intérieur  de  S,  et  nous  les  désignons 
par  l'indice  un,  les  autres,  extérieures  à  S,  seront  désignées  par  l'in- 
dice deux.  Posons 

v  =  v,  +  v2, 

NCARD.    —  T.    I.  1'» 
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V|  et  V2  étant,  pour  un  point  arbitraire,  les  potentiels  des  masses 
i  et  2.  Si  le  point  A  est  à  l'intérieur  de  S,  on  a 

en  désignant  par  V2  A  la  valeur  de  V2  en  A. 
On  a  d'autre  part 

■  0Zff(y  d~r       i  dVl}ds 

J  J    \    '  dn         rdn  / 

et  par  suite,  en  additionnant,  puisque  V  =  V,  -f-  V2  =  G  sur  S  : 

47rV<>A  =  4/rcC  —   /     / r-  d<* • 

J   J    r  dix 

Donc  l'attraction  des  masses  (2)  en  tout  point  A  (intérieur  à  S) 
est  égale  et  de  signe  contraire,  à  une  constante  près,  à  l'attraction 
d'une  couche  de  densité 

4  TT     d  fi 

étalée  sur  S. 

Pareillement,  pour  un  point  B  extérieur  à  S,  on  a 


r        1   dVi 


4^V1)B  =  —  /    j 
et  de  plus 


d± 


ce  qui  conduit  de  suite  à 

Par  suite,  l'attraction  sur  B  (extérieur  à  S)  des  masses  (  1  )  est 
égale  à  l'attraction  de  la  couche,  déjà  trouvée  plus  haut,  de  den- 
sité 

_i_  d\ 

4  71  dn 

Ce  théorème  est  souvent  désigné  sous  le  nom  de  théorème  de 
Chasles.  En  fait,  il  a  été  donné  pour  la  première  fois  par  Georges 
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Green  en  1828  dans  un  petit  volume  intitulé  :  Essai  sur  V appli- 
cation de  l'analyse  mathématique  aux  théories  de  V électricité 
et  du  magnétisme.  Sans  connaître  le  Mémoire  de  Green,  Gauss, 
Sir  William  Thomson,  Ghasles  retrouvèrent  quinze  ans  plus  tard 
ses  résultats;  de  plus,  les  résultats  trouvés  expérimentalement  par 
Faraday  sur  l'induction  électrostatique  avaient  aussi  été  annoncés 
par  Green  dans  le  même  travail;  on  les  trouvera  plus  loin. 

7.  Faisons  deux  applications  simples  du   théorème   de   Green- 
Chasles. 

Fig.   17. 


Soient  deux  points  A  et  A'  de  masse  m  et  —  m  {m  <  m').  On 
aura  une  surface  sphérique  S  de  niveau  répondant  à  l'équation 


m        m 

r  r' 


On  a,  d'après  le  théorème  précédent,  la  couche  étalée  sur  la 

sphère,  de  densité 

1     dV 

'        '  /\tz  dn 


m  m 


ou  V  =  — —  t  qui  exerce  sur  un  point  extérieur  a  la  sphère  la 

même  action  que  la  masse  m  placée  en  A,  et  sur  un  point  intérieur 
la  même  action  que  la  masse  m' placée  en  A'  (puisque  le  sens  a  dû 
être  changé).  11  est  d'ailleurs  facile  de  calculer  p.  On  a  (n  étant  la 
direction  du  rayon  MO  ) 

dX        m        .  m         ,    . 

—r-  =  — -  cos(r,  n  ) 7-  cos(r  ,  n  ). 

dn        /2        v  r'-        v     '     ; 

Un  calcul  facile  donne 

m(R2  —  a'2)    1 
P=  TT13 3' 


en   désignant   par  R  le    rayon    de   la  sphère,    et    posant  OA—  a 
(O  étant  le  centre  de  la  sphère).  On  voit  que  la  densité  de  la  simple 
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couche   étalée  sur  S  est  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance 
à  A. 

Une  seconde  application,  dont  je  me  bornerai  à  indiquer  le  résul- 

Fig.  18. 


tat,  concerne  l'attraction  d'une  barre  homogène  FF'.  On  démontre 
aisément    que  l'attraction  d'une  telle  barre  sur  un  point  M  est 

dirigée  suivant  la  bissectrice  MN  de  l'angle  FMF'.  Les  surfaces  de 
niveau  sont  donc  des  ellipsoïdes  de  révolution.  Sur  un  tel  ellipsoïde 
de  révolution,  la  couche  à  appliquer  d'après  le  théorème  de  Chasles 
a  une  densité  en  raison  inverse  de  MN,  en  désignant  par  N  le  point 
de  rencontre  de  la  normale  avec  FF'. 


III.  —  Problèmes  d'équilibre  électrique;  méthode  de  Robin  dans 
le  cas  d'une  surface  convexe.  Théorèmes  de  Green  et  de 
Faraday  sur  l'induction  électrostatique. 

8.  Considérons  un  conducteur  en  présence  de  charges  élec- 
triques fixes.  Il  résulte  de  la  théorie  de  l'équilibre  électrique  de 
Poisson  que  le  potentiel  est  constant  à  l'intérieur  du  conducteur, 
et  que  dans  celui-ci  l'électricité  est  à  la  surface.  On  peut,  des  résul- 
tats obtenus  au  paragraphe  1  de  ce  Chapitre,  déduire  une  équa- 
tion fonctionnelle  à  laquelle  satisfait  la  densité  électrique  p  en 
chaque  point  de  la  simple  couche  située  sur  la  surface  du  conduc- 
teur. Soit  V  le  potentiel  total,  somme  du  potentiel  V,  dû  aux 
charges  fixes  et  du  potentiel  V2  de  la  simple  couche.  La  somme 

V,  -4-  V2 

a  une  valeur  constante  à  l'intérieur  du  conducteur  et  à  sa  surface. 
Donc  on  a,  sur  celle-ci, 

r/V,        d\2  __ 
dn  <hi 
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Or.  d'après  les  résultats  du  paragraphe  4,  on  a 


dV,        r  r  cosù   . 


Or,  — r-"  ?  étant  égale  a  —  — = — j  est  une  fonction  connue  sur  la 
dn  °  du 

surface.  On  a  donc  ainsi  une  équation  fonctionnelle,  du  type  des 
équations  appelées  équations  intégrales  à  laquelle  satisfait  la 
densité  p.  11  nous  suffira  de  l'avoir  indiqué  ici;  son  étude  nous 
entraînerait  trop  loin. 

9.  Un  cas  particulier  très  intéressant  est  celui  où  il  n'y  aurait 
pas  de  masse  fixe,  et  où  l'on  aurait  par  suite  seulement  un  conduc- 
teur chargé.  L'équation  précédente  se  réduit  alors  à 


i     r  r   cos6  , 
P-=-J  J  P  — ^- 


Cette  équation  fonctionnelle,  relative  à  p,  avait  dans  ce  cas  par- 
ticulier été  donnée  par  Robin,  longtemps  avant  que  n'aient  été 
établies  les  formules  (5)  du  paragraphe  4,  dans  sa  remarquable 
Thèse  sur  la  distribution  de  l'électricité  [Annales  de  V Ecole  Nor- 
male, 1886). 

Cette  équation  fonctionnelle  définit  complètement,  à  un 
facteur  constant  près,  la  densité  p.  Il  résulte  en  effet  de  l'équa- 
tion fonctionnelle  que  l'on  aura  —  =  o,  pour  le  potentiel  résul- 
tant de  la  couche  de  densité  p.  Ceci  suffit  à  établir  que  p  repré- 
sente la  densité  d'une  couche  sans  action  sur  un  point  intérieur. 
En  effet,  considérons  la  surface  S',  parallèle  à  la  surface  convexe 
donnée  S,  obtenue  en  portant  sur  la  normale  intérieure  une  lon- 
gueur   constante    infiniment   petite.    En    chaque    point   de    S'    la 

dV 

dérivée  -r-  du  potentiel  dû  à  la  couche  étalée  sur  S,  est  infiniment 

dn        l  7 

petite;  or  on  a,  d'après  la  formule  préliminaire  de  Green,  où  l'on 
fait  U  =  V, 

l'intégrale  triple  étant  étendue  au  volume  limité  par  S'  et  l'intégrale 

double  étant  étendue  à  cette  surface.  Or  -=-  est  infiniment  petit: 

dn  l 
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•1  J  *  J  1  c    •     -  •    „         ()V      ()V      ()V 

il  en  sera,  par  suite,  de  même  des  dérivées  partielles  -—  >  — >  — 

71  '  ôx      ôy     Oz 

en  tous  les  points  de  l'intérieur.  Ces  expressions,  indépendantes 
de  la  surface  S',  étant  aussi  petites  que  l'on  veut,  sont  rigoureuse- 
ment nulles,  et,  par  suite,  Vr  est  constant  à  l'intérieur.  La  couche 
de  densité  p  étendue  sur  S  est  donc  sans  action  sur  un  point  inté- 
rieur; et  elle  est  déterminée  à  un  facteur  constant  près. 

Supposons  maintenant  la  surface  convexe.  On  peut  remar- 
quer que  la  densité  o  d'une  couche  sans  action'  sur  un  point  inté- 
rieur ne  peut  s'annuler  en  aucun  point  de  la  surface  convexe  S. 
C'est  ce  que  montre  l'équation  fonctionnelle  de  M.  Robin.  En 
effet,  coscd  étant  toujours  positif,  les  éléments  de  l'intégrale  don- 
nant pOT  sont  tous  positifs  et  l'on  ne  peut  avoir,  par  suite,  Qm=  o. 
11  y  aura  certainement  un  certain  nombre  positif,  au-dessous 
duquel  ne  descendra  pas  la  densité  p. 

10.  Nous  allons  maintenant  résoudre  l'équation  fonctionnelle  de 
Robin  dans  le  cas  d'une  surface  convexe,  en  suivant  la  voie  indi- 
quée par  ce  géomètre.  Donnons-nous  une  fonction  quelconque  /, 
bien  déterminée,  finie  et  continue  en  tout  point  de  S;  pour  fixer 
lés  idées,  nous  supposerons  cette  fonction  positive  en  tous  les  points 
de  la  surface.  Je  forme  la  suite  d'intégrales 

/cos<p 


} 

iizj    J  ?'2 


dv. 


La  première  équation  donne  une  fonction  /*,  du  point  arbi- 
traire m  sur  la  surface;  avec  cette  fonction,  on  forme  la  seconde 
intégrale,  et  ainsi  de  suite.  L'angle  cp  a  la  même  signification  qu'au 
paragraphe  précédent,  c'est  l'angle  formé  par  la  droite  r  (qui  va 
de  m  à  l'élément  d<r)  avec  la  normale  intérieure  en  ni.  On  va 
démontrer  que  fn  tend  vers  la  densité  p  d\ine  couche  sans  action 
sur  un  point  intérieur. 

On  peut  écrire 

fl=  ±  f  fi  ï™id*. 

an  J  J    p       /•* 


POTENTIELS  DE  SIMPLE  COUCHE  ET  DE  DOUBLE  COUCHE.        213 

f 

Soient  A  le  maximum,  B  le  minimum  du  rapport  -•  Partageons  la 

P  f 

surtace  S  en  deux  parties  :  l'une,  a,  pour  laquelle  cette  valeur  de  - 

A  _f-  B 
est  supérieure  à  — ;  l'autre,  ,6,  pour  laquelle  cette  valeur  sera 

•    r ,   ■                  ,     ,  .  ,  A  +  B    n 
intérieure  ou  eçale  a Un  aura 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

Or  nous  avons  vu  que   /    /  - — — '-  di  =  aicp. 
Posons 


On  aura  donc 


:A<A_A--B    Op 


•2  2  ~  0 

0    "  2  2  710 


Nous  avons  deux  limites  entre  lesquelles  est  comprise  —  pour 

un  point  m  de  la  surface.  Pour  un  autre  point  m',  nous  aurions  des 
inégalités  analogues 


/,  <  x        A  -  B     % 

p  2  2  7tp 

/l    >  P  +    A~B      6« 

— r  =  "  H r> 

p  '2  '2  Ttp 


les  accents  indiquant  que  les  fonctions  et  les  intégrales  h  sont  prises 
pour  le  point  m  . 
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Nous  tirons  des  inégalités  qui  précédent 

A  — B  /  6p 


A_A±  <A-B 

?  P 

A      A 


■  O  0  2        \  2  t: 


o; 


2  \-2  7Tp  2-0 


2XT0 


Or,  il  est  évident  que 


»p 


+  — ! x-,  <i  (a  +  p  =  S), 


4irp         4^? 

car  chacun  des  termes  est  moindre  que   -;   de  plus,  cette  somme 

restera  supérieure  à  un  nombre  positif,  plus  petit  que  l'unité.  Il  en 
est  de  même  de 

4irp         4tto' 
Nous  en  concluons,  enfin, 


/.     /; 


<jji(A-B)         (o<[jl<i). 


f 
Si  donc  on  désigne  par  A,  et  B,  le  maximum  et  le  minimum  de  — » 


on  aura 


At-  B1<|i(A-B), 


f 
et,  en  général  An,  B7i  désignant  le  maximum  et  le  minimum  de  — , 

on  a 

À„-  B„<  (jl"(A  —  B). 

Si  donc/,,  tend  vers  une  limite  pour  chaque  point  m  de  la  sur- 
face, il  est  manifeste  que  le  quotient 

An 

P 

tend  vers  une  constante,  puisque  la  différence  entre  son  maximum 
et  son  minimum  tend  vers  zéro  quand  n  augmente  infiniment. 

Or,  l'inégalité  précédente  elle-même  montre  que  fn  tend  vers 
une  limite;  on  peut,  en  effet,  écrire 


*r.J  J        p  /* 
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en  meltant  explicitement  en  évidence,  sous  le  signe  d'intégration, 
au  moyen  des  accents,  que  les  fonctions  se  rapportent  à  l'élé- 
ment dn.  Par  suite, 


puisque 


mais 


Jn-\  .f/i-l 


p    COSÇ 


dv, 


<-fi*-i(A.-B); 


nous  avons  donc 


\fn  -fn-i  !  <  É*,?-'  p(A  -B)<  [^-1  p0(A  -  B  ), 

en  désignant  par  p0  le  maximum  p. 
Si  l'on  écrit  alors 

//i=/o  +  (/i—  /o  )  -H-  •  ■-*•'(/»— /«-l), 

on  voit  que  la  limite  de  /7i  existe  bien  et  peut  être  regardée  comme 
la  somme  dune  série  dont  les  termes  décroissent  à  la  façon  d'une 
progression  géométrique  décroissante. 
11  est  donc  démontré  que 


lim/n 


(pour  n  =  ac), 


C  étant  une  constante.  Cette  constante  ne  peut  d'ailleurs  être  nulle 
quelle  que  soit  la  fonction  initiale  J\  puisque,  en  particulier,  si 
Ton  prenait/ '=  p,  on  aurait  G  =  i .  La  méthode  précédente  permet 
donc  d'obtenir  la  densité  de  la  couche  sans  action  sur  un  point 
intérieur.  Si  p  est  une  des  solutions  de  l'équation  de  Robin,  pour 
une  masse  électrique  donnée  M  du  conducteur,  on  détermine  C 
par  la  formule 

G  fo  ds  =  M. 

11.  Démontrons  maintenant  un  théorème  remarquable  sur  les 
conducteurs  dans  lesquels  est  creusée  une  cavité.  Soit  un  conduc- 
teur limité  par  deux  surfaces  S,  et  S2  ;  ce  conducteur  possède  une 
certaine  charge  électrique.  Dans  la  cavité  formée  par  S2  se  trouvent 
des  charges  fixes  M,,  et  il  y  a  aussi  des  charges  fixes  M2  en  dehors 
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de  S2.  On  suppose  l'équilibre  établi;  il  y  a  donc  des  couches  élec- 
triques sur  S|  et  S2. 

Le  potentiel  total  dû  à  M,,  S,,  S2,  M2  est  constant  à  l'intérieur 
du  conducteur.  Donc,  toute  surface  2  située  à  l'intérieur  du  con- 


ducteur est  une  surface  de  niveau.  La  couche  à  étaler  sur  cette 
surface  dans  l'application  du   théorème  de  Chasles  a   manifeste- 

ment  une  densité  nulle,  puisque -7-  est  nul.  De  là  résulte  ciue  le 

7 l         l      'an  l 

potentiel  dû  à  l'attraction  de  M,  et  de  la  couche  St  sur  un  point 
extérieur  à  S,  est  nul.  Il  est  donc  nul  sur  S,  et  dans  tout  l'espace 
extérieur  à  S, .  Le  potentiel  dû  à  la  seule  couche  S,  est  donc  sur  Sj 
et  dans  l'espace  extérieur  à  S,  égal  et  de  signe  contraire  au  poten- 
tiel de  M,.  Dans  l'intérieur  de  Si  le  potentiel  dû  à  la  couche  S,  est 
complètement  déterminé  (problème  intérieur  de  Dirichlet),  puis- 
qu'il est  continu  et  a  des  valeurs  connues  sur  S, .  La  formule  écrite 
d'une  manière  générale  au  paragraphe  4  sous  la  forme 

1    fdY  __  dV\ 

^r.\  du         du  / 


détermine  donc  p;  la  couche  sur  S,  est  complètement  déterminée 
par  la  seule  surface  S|  et  les  masses  M,.  En  outre,  sur  tout  point 
intérieur  à  la  cavité,  l'action  de  la  couche  S2  et  de  la  masse  M2 
sera  nulle,  d'après  le  théorème  de  Chasles  toujours  appliqué  à  la 
surface  S.  Aucune  manifestation  électrique  provenant  de  l'exté- 
rieur ne  se  fait  donc  sentir  dans  la  cavité.  Il  y  a  là  un  écran  élec- 
trique. Quelle  que  soit  la  position  de  la  masse  M2l  la  couche  S, 
n'est  pas  modifiée  dans  l'état  d'équilibre. 

On  peut  indiquer  aussi  des  résultats   très  précis  relatifs  à   la 
couche  située  sur  la  surface  extérieure  S2   Soient  u.,  et  u2  les  couches 
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sur  S|  et  S2,  on  aura 

\xt-+-  Mi  =  o. 

D'autre  part,  si  Q  est  la  quantité  d'électricité  sur  le  conduc- 
teur, on  a 

Pi-+-  f*»  =  Q. 

Pour  un  point  quelconque  entre  X  et  S2,  le  potentiel  du  à  M, 
et  p.,  est  nul.  Donc,  en  un  tel  point,  le  potentiel  dû  à  M2  et  ku2  est 
constant  (puisque  le  potentiel  total  dû  à  Mh  fji,,  jju,  M2  est  cons- 
tant). Le  potentiel  dû  à  M2  et  p2  est  par  suite  constant  pour  tous 
les  points  intérieurs  à  S2.  D'autre  part, 

fjl2  =  jju  4-  fJt-t  -h  M,  =  Q  4-  Mj. 

Par  suite,  on  conclut  que  la  couche  \i2  est  la  couche  induite  par 
la  masse  M2  sur  le  conducteur  S2,  regardé  comme  plein,  cette 
couche  étant  égale  à  la  quantité  connue  Q  -f-  M,.  La  disposition 
des  couches  induites  jx,  et  jji2  est  donc  entièrement  précisée. 


IV.  —  Théorème  de  Bertrand  sur  les  couches  étalées 
sur  certaines  surfaces. 

12.   Je  considère  maintenant  une  famille  de  surfaces 

V(#,  y,  z)  =  const., 

la  fonction  V  satisfaisant  à  l'équation  AV  —  o,  à  l'extérieur  d'un 
certain  volume  P,  et  s' annulant  à  l'infini  ainsi  que  ses  dérivées  par- 
tielles comme  un  potentiel.  On  suppose,  de  plus,  que,  C  variant 
depuis  une  certaine  valeur  v  jusqu'à  zéro,  les  surfaces 

(4)  V(*,7,*)  =  C 

soient  des  surfaces  fermées,  enveloppant  entièrement  le  volume  P. 
Prenons  une  de  ces  surfaces  et  étalons  sur  elle  une  couche  dont 
la  densité  en  chaque  point  soit  inversement  proportionnelle  à  la 
distance  à  la  surface  infiniment  voisine.  Nous  allons  établir  que  : 

L  action  de  cette  couche,  pour  tout  point  qui  lui  est  intérieur, 
est  nulle,  et,  pour  les  points  extérieurs,  les  surfaces  de  niveau 
sont  les  surfaces  de  la  famille  considérée. 
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Tout  d'abord,  nous  pouvons  prendre  comme  expression  de  la 
densité 

I     r/V 
4  îî  dn 

expression  inversement  proportionnelle  à  du,  puisque,  quand  on 
passe  d 'une  surface  à  la  surface  voisine,  dV  est  constant.  Soit  A 
un  point  intérieur  à  la  surface  S  définie  par  l'équation  (4),  la  for- 
mule de  Green,  appliquée  au  volume  indéfini  extérieur  à  cette  sur- 
face, nous  donne 

- \  — -  /  dn  =  o. 

/■  an  an  / 

Or,  sur  la  surface,  V  a  la  valeur  constante  G;  donc 

dV    ,  C  r  Q  da 


4iï 


fm-fr- 


Ainsi,  quel  que  soit  le  point  A  intérieur  à  S,  le  potentiel  dû  à 
l'attraction  de  la  couche  étendue  sur  S  est  égal  à  la  constante  G. 
L'attraction  de  cette  couche  est  donc  nulle  sur  tout  point  inté- 
rieur. 

Appliquons  encore  la  formule  de  Green,  mais  en  supposant  le 
point  A  extérieur  à  S.  Nous  aurons 


VA  =  - 


4  ~  J  J     \  r  dn  dn  J  4  -rr  J  J    r  dn  J  J       r 


ce  qui  montre  que  le  potentiel  du  à  l'attraction  de  la  couche  est 
égal,  au  point  A,  à  la  valeur  VA  de  la  fonction  V(ar,  }',  z)  en  ce 
point.  La  famille  des  surfaces,  dont  nous  sommes  parti,  donne  donc 
les  surfaces  de  niveau. 

Le  théorème  précédent  n'est  pas  sans  analogie  avec  un  cas  par- 
ticulier du  théorème  de  Ghasles. 


13.  Des  considérations  géométriques  ont  conduit  Bertrand  à 
énoncer  comme  très  vraisemblable,  dans  une  Leçon  au  Collège 
de  France,  un  théorème  qui  est,  en  quelque  sorte,  l'inverse  de  la 
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question  précédente.  On  peut  établir  (')  analytiquement,  comme 
il  suit,  le  théorème  énoncé  par  l'éminent  géomètre  : 

On  suppose  que  l'on  ait  une  famille  de  surfaces  fermées  telles 
que,  si  l'on  couvre  une  quelconque  d'entre  elles  d'une  couche  dont 
la  densité  soit  en  chaque  point  inversement  proportionnelle  à  la 
distance  à  la  surface  infiniment  voisine,  l'attraction  de  cette  couche 
sur  tout  point  intérieur  soit  nulle.  Nous  allons  établir  que,  dans 
ces  conditions,  les  surfaces  extérieures  à  la  couche  seront  pour 
elle  des  surfaces  de  niveau. 

Désignons  par 

f(œ,y,  *)  =  X 

l'une  quelconque  des  surfaces.  Si  A  désigne  un  point  intérieur  à  S 
et  /*  sa  distance  à  l'élément  variable  dn  de  cette  surface,  la  valeur 
de 

r  r  i  tdf  ôf      r      àf       \  ■ 

I      /    -     -f—  cosa  -f-  -~-  cos  S  -h  -r-  cosy     ai 
J    J     r  \cx  ôy  dz  '/ 

ou  de 

(  5)       ffLMdydz+ài dz  dx  +  '%** dy)  ' 

intégrale  étendue  à  S,  ne  dépend  pas  de  la  position  de  A;  le  mul- 
tiplicateur de  —  est,  en  effet,  dans  la  première  intégrale  -r-  et  est 

bien,  par  suite,  inversement  proportionnel  à  dn.  Or,  prenons 
deux  surfaces  S  et  S'  (S'  étant  extérieur  à  S  et  correspondant  à  la 
valeur  X'  du  paramètre);  nous  pouvons  dire  que  l'intégrale  (5), 
étendue  à  la  surface  intérieure  de  S  et  à  la  surface  extérieure  de  S', 
est  indépendante  de  la  position  de  A.  Or  cette  intégrale,  comme 
nous  le  savons,  peut  être  remplacée  par  l'intégrale  triple 

J  J  J       ('-x  \r  dx  J        oy  \  r  ôy  J        dz  \  r  dz  J  J 

étendue  au  volume  compris  entre  S  et  S',  laquelle  est  la  somme  de 
l'intégrale 


(')  E.  Picard,  Sur  un  théorème  relatif  à  L'attraction  (Comptes  rendus, 
t.  ('.VU;  1888.  On  trouvera  à  la  suite  de  cet  article  les  remarques  géométriques 
faites  par  Hertrand. 
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et  de  l'intégrale 


<)\l- 


àil- 


J  J  J  L   ôx    ()x        ày    ()y 


a) , 


)f 


dx  dy  dz , 


dz      dz 
qui,  d'après  la  formule  préliminaire  de  Green,  se  réduit  à 


dn 


et  est  par  suite  égale  à  ^tz(\' —  X);  car,  f  étant  constant  sur  les 
deux  surfaces  d'intégration,  nous  sommes  ramené  à  l'intégrale  de 
Gauss. 

De  là  résulte  que  l'intégrale  (6)  ne  dépend  pas  de  la  position 
de  A.  Or  supposons  maintenant  X'=  X-f-<iX,  l'élément  de  volume 
dx  dy  dz  se  réduit  à 

..  de  dl 

di  dn  — 


VWhm 


dy 


dz] 


car 


<V 


*+(¥* 


dn        y     \dx  )         \ày  )         \dz 
L'intégrale  (6),  en  supprimant  le  facteur  d\1  se  réduit  alors  à 


(7) 


d\f       cPf       d\f 
dx*  ~*~  dy*  ~^  JP- 


d<7 


D'autre  part,  l'intégrale  (5)  peut  aussi  s'écrire 


(8) 


dx)         \ôy)         \dz)     r 


Les  intégrales  (7)  et  (8)  ne  dépendent  donc  pas  de  la  position 
de  A  à  l'intérieur  de  S  ;  il  en  résulte  que  (§  1  !  )  le  quotient 


â*f       d\f       d*f 
dâë*-~*~  dy*  +  dz* 

dx-)    ^\oy)    +{Tz) 
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reste  constant   sur  chaque  surface;   il  est   donc  une  fonction  de 
/(oc,  y,  z). 

La  démonstration  va   maintenant  s'achever  facilement    :   de  la 
relation 

on  déduit  immédiatement  qu'il  existe  une  fonction  V  de  f  satisfai- 
sant à  l'équation  de  Laplace.  Soit,  en  effet, 

v  =  *(/); 
le  calcul  de  AV  donne  de  suite 


AV  = 


m^h($r-(Mïh^ 


L'équation  AV  =  o  revient  donc  à 


d*ty 


A/  df* 


Oc)    ^\ôy)    ^\<)z)  df 

et  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'on  puisse  trouver 
une  fonction  <]>(/)  vérifiant  cette  relation  est  que  l'on  ait  l'iden- 
tité (9), 

L  équation  de  la  famille  de  surfaces 

peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 

V(a?,  y,  z)  =  G, 

et,  par  suite,  nous  nous  trouvons  ramené  au  théorème  précédent. 
Toutefois  une  objection  se  présente;  dans  le  cas  actuel,  nous  ne 
savons  rien  sur  la  façon  dont  se  comporte  la  fonction  V  (#,  j',  z) 
à  l'infini.  Mais  cela  importe  peu,  si  l'on  a  soin  de  modifier  de  la 
manière  suivante  le  raisonnement  fait  au  paragraphe  précédent  : 
Considérons  deux  surfaces  S  et  S', 

V.(.ar,  y,.z)=  C,         V(x,  jk,  s)  =  Ç-j 
on  suppose  S  intérieur  à  S'. 
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Soit   A    un  point  compris   entre  ces  deux   surfaces.   On  aura, 
d'après  la  formule;  classique, 


>  \  /       ,  i 


A       4^./sV     V     dn  r  dl1  J  '  4^  JS,J    \     an  r   dn  J   ' 

pour  la  première  intégrale,  la  dérivée  est  prise  vers  l'extérieur  de 
la  surface;  elle  est  prise  vers  l'intérieur  dans  la  seconde.  Mais  V 
étant  constant  sur  les  surfaces  d'intégration,  la  formule  précédente 
se  réduit  à 

4  7i  J&  J   r  dn  °  4  7!  J8J    r  dn 

Or  la  seconde  intégrale,  celle  qui  est  relative  à  la  surface  S  ,  est 
indépendante,  par  hypothèse,  de  la  position  de  A.  Donc  VA  qui,  à 
une  constante  près,  se  réduit  à 

représente   le  potentiel   au   point   A   de   l'action  exercée  par  la 

couche  de  densité  —  - — r-  étalée  sur  S.  Les  surfaces 

4  Tl  dn 

Y  (a?,  y,  z)  =  const., 

extérieures  à  la  surface  S,  sont  donc  les  surfaces  de  niveau  pour 
cette  couche.  C'est  ce  que  nous  voulions  établir. 

14.  Faisons  une  application  au  cas  où  la  famille  considérée  de 
surfaces  est  une  famille  d'ellipsoïdes  homofocaux, 


x1 


#2-h  A        6- -h  X        c--h  à 


En  désignant,   pour  des  valeurs  données  de   oc,  y,   s,   la  plus 
grande  racine  de  cette  équation  par  A,  nous  devons  calculer 


t/ 


Or,    en  différentiant  successivement  par  rapport  à  x,  y,    z,   on 
trouve  immédiatement  —,  —,  —1  et  finalement,  pour  l'expression 
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précédente, 


[/   (a2-4-  X)2  +  (62+â)2  ""  (  c2 -i-  X  )« 


En  particulier,  pour  l'ellipsoïde  correspondant  à  A  ==  o,  la  loi  de 
la  densité  (en  supposant  celle-ci  inversement  proportionnelle  à  la 
distance  à  la  surface  infiniment  voisine)  pourra  être  représente 
par 


1/ 


x'1         y'2 


Je  dis  cpie  pour  une  telle  couche  l'action  sur  un  point  intérieur 
est  nulle.  Pour  l'établir,  nous  aurons  recours  à  l'artifice  suivant  : 
Imaginons  un  second  ellipsoïde  homothétique,  concentrique  au 
premier  et  extérieur,  et  supposons  que  l'espace  compris  entre  ces 
deux  surfaces  soit  rempli  d'une  matière  de  densité  constante  o. 
Cette  masse  n'exercera  aucune  action  sur  un  point  intérieur  A. 
Pour  le  voir,  il  suffît  de  considérer  un  cône  d'ouverture  infini- 
ment petite  tf?2,  ayant  pour  sommet  le  point  A.  On  sait  que  deux 
ellipsoïdes  homothétiques  détachent  sur  une  même  sécante  des 
portions  égales,  c'est-à-dire  qu'en  désignant  par  /•,  et  rj,  r2  et  /•', 
les  distances  respectives  du  point  A  aux  points  de  rencontre  d'une 
sécante,  passant  par  ce  point,  avec  les  deux  ellipsoïdes,  on  aura 
/'i  —  r2— r\  —  /*'2.  De  cette  propriété  résulte  immédiatement  que 
les  deux  masses,  découpées  par  le  cône  élémentaire  dans  le  volume 
attirant,  exerceront  sur  le  point  A  une  même  attraction,  qui  aura 
pour  expression 

S  rfS  Çdr  =  S  dZin  —  /-, )  =  S  dZ(?-\  —  r,  ). 

Soit  maintenant  i-f-ale  rapport  de  similitude  des  deux  ellip- 
soïdes, a  étant  très  petit.  Appelons  p  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  sur  le  plan  langent  à  l'élément  di  du  premier  ellip- 
soïde; le  cône  ayant  A  pour  sommet  et  pour  base  de  découpera 
dans  le  volume  attirant  un  volume  élémentaire  égal  à 

pv.  r/a, 

car  p  a  représentera  la  distance  de  deux  plans  tangents  correspon- 

PICARD.   —    T.    I.  15 
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dants  dans  les  deux  ellipsoïdes   homothé tiques.   La   masse  de  eet 

élément  sera  donc 

/?as  d'y. 

et  la  densité  superficielle  sur  l'ellipsoïde,  comme  il  a   été  expli- 
qué (g  1),  sera  proportionnelle  à  p.  Or  on  a 


d  = 


/x2         y'1        .a2 
y    a'<  è4         ck 

Nous  retombons  donc  sur  la  couche  que  nous  avons  obtenue 
plus  haut.  Pour  une  telle  couche,  dont  l'action  sur  un  point  inté- 
rieur est  nulle,  les  surfaces  de  niveau  à  V extérieur  seront, 
d'après  le  théorème  de  Bertrand,  des  ellipsoïdes  homofocaux 
à  V ellipsoïde  sur  lequel  est  étalée  la  couche  considérée.  Cette 
remarquable  proposition  avait  été  obtenue  par  Poisson  en  suivant 
une  voie  tout  autre. 


V.  —  Problème  de  Dirichlet  pour  une  surface  convexe. 
Méthode  de  Neumann. 

15.  Neumann  a  montré  comment  le  problème  de  Dirichlet  pou- 
vait être  résolu  pour  une  surface  convexe  au  moyen  d'un  potentiel 
de  double  couche. 

Faisons  d'abord  une  remarque  préliminaire.  Nous  partageons  la 
surface  S  en  deux  parties  a  et  p;  soient  s  et  s  deux  points  quel- 
conques de  la  surface,  nous  désignons  d'une  manière  générale 
par  IJ  l'intégrale 

relative  au  point  s,  et  étendue  à  une  portion  v  de  la  surface  S. 
Montrons  que 

<«o  -^  ('?+'?■) 

est  comprise  entre  i  et  A,  A  désignant  un  nombre  positif  fixe 
inférieur  à  un.  Supposons  d'abord  que  s  et  s'  aient  des  positions 
déterminées  sur  la  surface. 

En  premier  lieu,  la  somme  (  10)  est  inférieure  ou  au  plus  égale  à 
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l'unité,  car 


•? 


En  second  lieu,  pour  montrer  que  cette  somme  est  supérieure 
à  une  certaine  limite  positive  différente  de  zéro,  décrivons  de  s 
et  s'  comme  centres,  avec  un  petit  rayon  p,  des  sphères  découpant 
sur  la  surface  deux  aires  S  et  S'  autour  de  s  et  s' .  Dans  toute  la 
portion  de  l'aire  a  extérieure  à  2,  la  quantité  toujours  positive 
coscp,  dans  l'intégrale  If,  restera  supérieure  à  un  nombre  m  et  la 
distance  /•  sera  inférieure  à  la  longueur  D. 

On  aura  donc 

m  (  a  —  2  ) 


ï?> 


D 


a  désignant  l'aire  de  la  partie  a,  et  2  l'aire  de  la  portion  S.   De   la 

même  manière, 

«       m(3-S') 
*P>  pi ' 

en  désignant  par  m  et  D  les  minima  et  maxima  correspondant  à  s' 
et  t3  (nous  pouvons,  bien  entendu,  prendre  les  mêmes  valeurs 
pour  m  et  D  dans  l'une  et  l'autre  inégalité).  Par  suite,  ayant 
a-f-  p  =  S,  on  conclut  : 


iî+ie> 


D* 


La  somme  (10),    qui  est  inférieure   ou  au  plus  égale  à  l'unité,  ne 
descend  donc  pas  au-dessous  d'une  certaine  limite. 

Quand  s  et  s'  se  déplacent  sur  la  surface,  cette  limite  inférieure 
a  certainement  un  minimum  ;  nous  le  désignons  par  A,  il  est 
manifestement  compris  entre  zéro  et  un.  Il  existe  donc  un 
nombre  \  inférieur  à  un,  tel  que  l'on  ait 

0<X<^(IfH-lf,)S,, 

quelles  que  soient  les  positions  de  s  et  de  s'  sur  la  surface. 

16.  La  remarque  précédente  va  nous  permettre  d'approfondir 
l'étude  de  l'intégrale 

prise  pour  un  point  s  de  la  surface  S. 


228  ÉQUATION   DE    LAPLACE.    —    DÉVELOPPEMENTS    EN   SÉRIES. 

Désignons  par  M  el  m  le  maximum  et  le  minimum  de  ul,  et  par- 
tageons la  surface  en  deux  régions  a  et  £,  telles  que,  dans  la  pre- 
mière, la  valeur  de  la  fonction  jj.  reste  comprise  entre  M  et  - — , 

,        ,                ,                            M  -h  m 
et  soit  comprise,  dans  la  seconde,  entre  m  et :   ces  régions 

pourront  se  composer  de  portions  séparées.  On  aura  évidemment 

2  s 

1 

inégalités  qui  pourront  encore  s'écrire,  puisque  If  -f-  Ij  =  2-, 

(  y,<  M-  ",-"'!?, 

(M)  " 

M  —  m    a 

Prenons  maintenant  un  autre  point  s,  sur  la  surface  S;  on  aura 
pareillement 

(12)  < 

Donc,  en  retranchant  membre  à  membre  la  seconde  des  inéga- 
lités (12)  de  la  première  des  inégalités  (11), 

V.s.-V.Vl£(M-,,n(.-^^J, 

et,  par  suite,  en  introduisant  la  quantité  X  du  paragraphe  précé- 
dent, 

V,-V,^(M-m)(i-X),  . 

ou  enfin,  en  posant  1  —  X.==  p,  on  a,  quelles  que  soient  les  posi- 
tions des  points  s  et  s,  sur  la  surface, 

(i3)  V,_V,^(M-m)p, 

0  désignant  un  nombre  positif  fixe  plus  petit  que  C unité. 

Cet  important  théorème  est  dû  à  Neumann  (')  qui  en   a  fait  la 

(')  K.  Ne u: mann,  Untersuchungen  iiber  das  togarithmische  und  newtonische 
Potential.  Leipzig,   1877. 
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base  de  sa  méthode  de  la  moyenne  arithmétique  pour  la  solu- 
tion du  principe  de  Dirichlet.  Nous  nous  sommes  borné  au  cas  où 
la  surface  convexe  a,  en  chaque  point,  un  plan  tangent;  l'éminent 
géomètre  se  place  dans  des  circonstances  un  peu  plus  générales, 
qu'il  serait  trop  long  d'examiner  ici  (*  ). 

Voici  une  conséquence  immédiate  de  l'inégalité  (i3)  :  si  M,  et 
ni ,  désignent  le  maximum  et  le  minimum  de  V,  sur  S,  on  aura 

M!—  m^(M  —  m)  p. 

17.  Voici  la  méthode  remarquable  de  Neumann  pour  résoudre 
le  problème  de  Dirichlet,  dans  le  cas  très  étendu  où  la  surface 
est  rencontrée  seulement  en  deux  points  par  une  droite  et  où, 
suivant  l'expression  de  l'auteur,  elle  n'est  pas  biétoilée,  c'est- 
à-dire  que  tous  les  plans  tangents  ne  vont  pas  passer  par  deux 
points  fixes  (tel  serait  le  cas  d'un  cube). 

Nous  nous  bornerons  ici  aux  surfaces  convexes,  considérées 
dans  le  paragraphe  précédent,  pour  lesquelles  il  existe  en  chaque 
point  un  plan  tangent  déterminé.  Nous  suivrons  une  méthode  in- 
diquée par  Kirchhoff  et  publiée  par  les  soins  de  Mme  Kowalewsky 
dans  les  Acta  mathematica  (t.  XIV,  p.  179).  Au  fond,  l'analyse 
de  Kirchhoff  n'est  pas  différente  de  celle  de  Neumann  :  nous 
l'exposerons,  en  la  rattachant  à  l'inégalité  fondamentale  de  ce 
savant  auteur. 

Soit  une  fonction  continue  U  définie  sur  la  surface  convexe  S  ; 
en  désignant  toujours  par  Us  la  valeur  de  la  fonction  U  au  point  &, 
je  forme  l'intégrale 

U*(a,  b,  c.)=-±    f  f^(U-Us.)^. 
4  ~  J    J       i" 

Cette  intégrale  représente,  comme  nous  l'avons  vu  (§  2),  une 
fonction  continue  de  a,  ù,  c  à  l'extérieur  et  à  l'intérieur  de  S,  dans 
l'espace  avoisinant  le  point  s.  Lorsque  le  point  (a,  />,  c)  est  au 
point  s,  elle  a  une  valeur  déterminée  UJ .  L'ensemble  de  ces 
valeurs,  quand  le  point  s  se  déplace  sur  la  surface  S,  définit  une 
fonction  U1  sur  cette  surface. 


(')  On  pourra  encore  consulter  sur  ce  sujet  l'excellente  Thèse  de  M.  Hiquier  sur 
l'extension  à  l'hyperespace  de  la  méthode  de  Neumann   (Paris,  llermann,   1866). 
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Formons  de  même  l'intégrale 

U»(«,  ^  c)  =-  ^  J  J  °^  (IJi  -  VI )  th. 

qui  permettra  de  définir  une  nouvelle  fonction  TJ2  sur  S,  au  moyen 
des  valeurs  telles  qne  TJj2  ;  et  ainsi  de  suite.  Nous  posons,  d'une 
manière  générale, 

U»(a,b,c)=-  ~   f  /"^(U^-UrV- 

Cette  intégrale  donne  U",  d'où  la  définition  de  U*  sur  la  sur- 
face S. 

Soient  M  et  m  le  maximum  et  le  minimum  de  U,  M„  et  mn 
les  maxima  et  minima  de  U7' ;  on  aura  (§  16),  puisque  II  —  XJS 
est  compris   entre  M  —  m  et  m  —  M,  valeurs  dont  la  différence 

vaut  2 (M  —  m), 

Mi—  iw,1<(M  —  m)p, 

et,  par  suite,  de  proche  en  proche, 

M„—  mn<(M—  m)p*. 

18.  Ce  point  établi,  cherchons  une  limite  pour  les  fonctions  U 
elles-mêmes.  Nous  avons  vu  précédemment  (§  2),  que  U"  est  la 
limite  vers  laquelle  tend  l'intégrale 

i    r  r  coso TT 


4  ^  J    J       r* 

quand  le  point  (a,   b,  c),   supposé  extérieur  à  la  surface  S,   se 
rapproche  indéfiniment  du  point  s. 

Or,  si  nous  envisageons  cette  intégrale  pour  un  point  exté- 
rieur E,  il  est  facile  de  trouver  pour  sa  valeur  absolue  une  limite 
supérieure.  En  effet,  considérons  le  cône  circonscrit  à  la  surface 
ayant  pour  sommet  E;  la  courbe  de  contact  partage  la  surface  en 
deux  parties.  Pour  l'une,  coscp  est  positif,  et,  pour  l'autre,  il  est 
négatif.  D'ailleurs  les  intégrales 


'tUHl.      X-J     ClllXV^LIJLO     1C3      lUlC^l 


f.f 


COSO     , 


étendues  à  Tune  et  l'autre,  sont  égales,  au  signe  près  :  leur  valeur 
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absolue  représente  l'angle  solide  i)  sous  lequel,  du  point  E,  on  voit 
la  surface.  Si  donc  nous  appelons  toujours  Mn-1  et  mH_{  le 
maximum  et  le  minimum  de  U"-',  l'intégrale 

prise  pour  le  point  extérieur  E,  aura  une  valeur  absolue  moindre 

que 

Q(M„-t—  m„. .  i  > 

4*  ; 

car,  pour  trouver  ces  valeurs  extrêmes,  nous  prenons  le  maximum 
de  \Jn~i  dans  la  région  où  cos  es  est  négatif,  et  son  minimum  dans 
la  région  où  il  est  positif.  Quand  E  tend  vers  s,  Û  tend  vers  27r. 
Nous  avons  donc 

1  u?  1  <  ""-'  ~,  "'""' . 

et,  par  conséquent,  d'après  l'intégrale  du  paragraphe  17, 

.  t  t  .,  .        M  —  m 

|U»|<  —  p»-i.        (?<D. 

De  là  se  tire  la  conséquence  suivante  :  La  série 

U  +  U»  +  U»  +  ...H-U*+... 

est  convergente  sur  la  surface  S. 

Ses  termes  sont  moindres,  en  effet,  en  valeur  absolue  que  ceux 
(l'une  progression  géométrique  décroissante. 

19.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  résoudre  le  pro- 
blème de  Dirichlet,  pour  une  surface  convexe  S.  Soit  U  la  fonc- 
tion faisant  connaître  la  succession  des  valeurs  que  doit  prendre, 
sur  S,  l'intégrale  V  de  l'équation  de  Laplace.  Nous  formons  comme 
plus  haut  la  série 

U  +  U'-t-  U2-+-.. .4- !>-+-.... 

Nous  allons  établir  que  V intégrale 

V(fl,^c)=+T-    /     /    — ^(U  -+-  U»  -+-...+  U«-h.-.  .)ek 
résout  le  problème  de  Dirichlet,  c'est-à-dire  qu'elle  satisfait  à 
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V équation  de  Laplace  et  que  V(a,  b,  c)  tend  vers  U5,  quand  le 
point  (a,  b,  c)  intérieur  à  S  tend  vers  le  point  s  de  cette  sur- 
face. 

Le  premier  point  es!   évident.  Pour  démontrer  le  second,  for- 
mons la  différence 

V    —  V 

'  is         *  est 

en  adoptant  les  notations  du  paragraphe  2  :  on  aura 

V,-,—  Y,,=  +-  U,-h  U.«  +  U-  +  ...+  U»  +  .... 

Or  nous  voulons  établir  que  V/,=^  Us;  il  faut  donc  démontrer 

que 

-  v,,  =  U  j  -4-  U  |  -f- . . .  +  u  ?  + . . . . 

Nous  avons  vu  que  l'on  peut  écrire 

4ic  J   J       r* 

l'intégrale  étant  prise  pour  un  point  infiniment  voisin  de  s  en 
dehors  de  la  surface  :  il  en  résulte  que 


U 


•+ui+...+uf+...=-  -il  fi  ^ii(u+ui-t-...-+-u»-i+...)^! 


l'intégrale   étant    prise    dans    les    mêmes    conditions,    égalité    qui 
révient  à 

UJ-f-  U« -h  U| +  ...-+-  u? -+-...  =  —  v„, 

comme  il  fallait  le  démontrer.  Nous  avons  donc 

V/,==U„ 

la  fonction  V(«,  6,  c)  tend  vcrs\)  s  quand  le  point  (a1  b,  c)  tend 
vers  s,  en  restant  à  l'intérieur  de  la  surface. 

20.  Le  problème  deDirichlet  est  ainsi  complètement  résolu 
pour  le  cas  d'une  surface  convexe.  Diverses  méthodes  permettent, 
dans  des  cas  étendus,  de  passer  d'un  contour  convexe  à  un  contour 
plus  compliqué  :  nous  aurons  l'occasion  de  les  étudier  ultérieure- 
ment. 

Poincaré  a  donné  une  remarquable  méthode  pour  traiter  le 
problème  de  Dirichlet.  Cette  méthode  très  générale,  dite  méthode 
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du  balayage,  suppose  seulement  que  le  plan  tangent  à  la  surface 
en  chaque  point  soit  déterminé,  sauf  en  un  nombre  limité  de 
points  coniques  ordinaires  [American  Journal  of  M alhematics , 
I.  \I1  i.  Elle  a  été  exposée  dans  le  Tome  II  de  la  deuxième  édition 
de  cet  Ouvrage. 

L'extension  de  la  méthode  de  Neumann  à  des  cas  plus  généraux 
a  fait  aussi  l'objet  de  nombreuses  recherches.  A  cet  égard,  le 
Mémoire  de  Poincaré  [La  méthode  de  Neumann  et  le  problème 
de  Dirichlet  (Acta  mathemalica,  t.  XX)]  est  fondamental. 

Plus  récemment,  le  problème  de  Dirichlet  a  été  rattaché  par 
M.  Fredholm  à  la  théorie  des  potentiels  de  double  couche. 
Indiquons  le  principe  de  la,  méthode.  On  cherche  à  exprimer  la 
fonction  harmonique  prenant  des  valeurs  données  sur  une  surface, 
et  continue  à  l'intérieur  de  celle-ci,  sous  la  forme  d'un  potentiel  de 
double  couche 

Or,  en  un  point  s  de  la  surface,  on  a 

Wfc  =      I       I     p  C-^~  Ch  -+-  2  7T0.V, 

comme  nous  l'avons  vu  en  étudiant  les  potentiels  de  double  couche. 
Si  donc  Us  correspond  à  la  succession  des  valeurs  données  sur  la 
surface,  on  aura  pour  p  l'équation  fonctionnelle 


i     r  r  coï 


P  s-  H /      /   P  — r~  da  =  — 

2  71 


Cette  équation  rentre  dans  les  équations  intégrales,  qu'on 
appelle  équations  de  fredholm.  Elle  détermine  complètement 
la  fonction  p,  mais  nous  ne  pourrons  ici  qu'énoncer  ce  résultat, 
dont  la  démonstration  exigerait  de  longs  développements  ('). 


(l  )  On  pourra,  par  exemple,    consulter  l'excellent  petit  Volume  de  M.    Trajan 
Lalesco  :  Introduction  à  la  théorie  des  équations  intégrales  (Hermann,  1912). 


CHAPITRE  IX. 

INTÉGRATION  DES  SÉRIES.  —  SÉRIES  ENTIÈRES. 


I.  —  Des  séries  uniformément  convergentes 
de  fonctions  continues. 

1.  Les  fonctions  se  présentant  souvent  en  Analyse  sous  forme 
de  séries,  il  serait  extrêmement  utile  d'avoir  des  règles  qui  per- 
missent d'effectuer  l'intégration  ou  la  différentiation  d'une  fonc- 
tion  ainsi  représentée.  On  sait  malheureusement  peu  de  chose  de 
général  sur  ce  sujet.  Toutefois  l'étude  de  ces  questions  a  conduit 
à  bien  préciser  la  nature  particulière  de  convergence  de  certaines 
séries  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire.  Soit 

Uq(x)  -h  iti{w)  -+-..-.'-+-  un(x)  -+-_.. . 

une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  d'une 
variable  x\  la  série  est  supposée  convergente  quand 

a  1  x  1  b. 

On  la  dira  uniforme  ment  convergente  dans  cet  intervalle 
quand,  étant  donné  à  l'avance  un  nombre  e,  on  peut  prendre  N 
assez  grand  pour  que  le  reste  de  la  série, 

Rn(x)  =  un+i(x)  -+- 

correspondant  à  tout  nombre  n  >  N,  soit  inférieur  en  valeur 
absolue  as,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x  dans  V 'intervalle  (a,  b). 
En  d'autres  termes,  l'approximation  ne  doit  pas  dépendre  de  la 
valeur  particulière  de  x  que  l'on  considère. 

11  est  facile  d'indiquer  des  séries  convergentes  dans  un  inter- 
valle, mais  non  uniformément  convergentes;  soit,  par  exemple,  la 
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série 

X%  X-  ./'2 

x'---\ 


elle  est  convergente  pour  toute  valeur  de  à?.,  mais  elle  n'est  pas 
uniformément  convergente  dans  un  intervalle  comprenant  la 
râleur  x  =  o.  On  a,  en  effet, 

i 


R«(*)  = 


(!+■*») 


2  Vi-1 


et  l'on  ne  peut  pas  fixer  n  de  telle  sorte  que  Kn(x)  soit  inférieur 
à  e,  x  étant  aussi  voisin  de  zéro  qu'on  voudra. 

2.  La  notion  de  convergence  uniforme  étant  établie,  on  peut 
faire,  sur  la  fonction  représentée  par  la  série,  quelques  remarques 
aussi  simples  qu'importantes. 

Tout  d'abord  la  Jonction  /(oc)  représentée  par  la  série,  uni- 
formément convergente  dans  l'intervalle  (a,  b), 

f(x)  =  u()(x)  H-  ux(x)  -+-.  .  .-+■  un(x)  -+-..., 

où  les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  x,  sera  elle-même 
une  fonction  continue  dans  cet  intervalle. 

Ecrivons 

j\x)  =  K0-h  tti  +  ...+  «»+  R«. 

Nous  pouvons,  par  hypothèse,  prendre  ai  assez  grand  pour  que 
|  R„  |  <^  £,  x  étant  quelconque  dans  l'intervalle  (#,  &),  et  £  dési- 
gnant une  quantité  donnée  à  l'avance  aussi  petite  que  l'on  voudra. 
On  aura  donc 

f(x'  )  —  /(  x  )—  u0  ■+-  u\  -+-•••+  Un  —  (  "o  +  U\  -+"  •  •  •  +  "»)  +  R'«  —  R«> 

quels  que  soient  x  et  #',  avec 

D'autre  part,  la  fonction  «0H-  a\  +  •  •  •+  "/o  formée  d'un  nombre 
limité  de  termes,  est  continue;  par  suite,  on  peut  prendre  x'  suffi- 
samment \oisin  de  x  pour  que  la  différence 

(  u'0  +  »','+...+  ««  )  —  (««o+«i  +  ...+  w„  ) 

soit  inférieure  en  valeur  absolue  à  s,  et,  par  conséquent, 
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si  x'  est  suffisamment  voisin  de  x\  la  fonction  est  donc  continue. 

3.  Montrons,  en  second  lieu,  que  la  fonction  pourra  être 
intégrée  en  faisant  la  somme  des  intégrales  de  chaque  terme 
de  la  série.. 

On  a  d'abord 

!     f(x)dx=J      u0  dx  -f- .  .  .  -h   /      un  dx  -h   I      ««(#)  dx, 
'J a  Jet.  Jol  <J<x 

a  et  [3  étant  compris  dans  l'intervalle  (a,  b).  Mais,  n  étant  toujours 
fixé  de  la  même  manière, 


s. 


P 

\\n(x)  dx 
a 


•IP-*I< 


£  étant  aussi  petit  que  l'on  veut;  il  en  résulte  que  la  série 

I       u0  dx  -+- ...  -4-    /       un  dx  -+- .  .  . 

.   .     rp  • 

est  convergente  et  a  pour  limite    /     J(x)dx.  On  pourra  donc  faire 

Ja. 

l'intégration  en  intégrant  chaque  terme  de  la  série  et  en  faisant  la 
somme  de  ces  intégrales. 

Relativement  à  la  dérivation  de  f(x)1  la  règle  n'est  plus  aussi 
simple.  Supposons  que  les  fonctions  u  aient  des  dérivées  elles- 
mêmes  continues;  la  série 

du0        dui  dun 

dx  dx  '        dx 

ne  sera  pas  nécessairement  convergente;  telle  est,  par  exemple,  la 

i      ,    ,               sin(/i2a?)  ••//,•/• 

série  correspondant  a  un— — -;  mais,  si  elle  est  uniformé- 
ment convergente  dans  l'intervalle    («,    6),   on  peut   affirmer 
qu  elle  représente,  dans  cet  intervalle,   la  dérivée  de  la  fonc- 
tion f(x). 
Soit,  en  effet, 

du0       dux  dun 


©(a?)  = 


dx  dx  dx 
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on  aura,  d'après  le  théorème  qui  vient  d'être  établi, 

/      cçO)  dx  =  (u0—  u%)  H-(mi~  m?)  ■+-.  .  .H-  (tt„—  bJ)  -+-..., 
•>  a 

wj  désignant  la  valeur  de  un(x)  pour  a?  =  a;  or  la  série  dans  le 
second  membre  représente  la  différence  des  séries 

K0+K1  +  ...+  Un  -+■  .  .  . 

et 

M?  -+-  M?  H- ...  H-  ttj  -4- ... , 
On  a,  par  suite, 

♦-a 

ce  qui  montre  bien  que  f(x)  a  pour  dérivée  9 (a?). 

La  notion  de  la  convergence  uniforme  s'applique  aux  fonctions 
d'un  nombre  quelconque  de  variables.  Soit,  par  exemple, 

u(x,y)  =  u0(x,  y)  -h  Mi(a?,  ^)  H-...H-  w»(ir,  jk)+... 

une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  des  deux 
variables  x  et  y  quand  le  point  (x1  y)  est  à  l'intérieur  d'un  con- 
tour A.  La  série  sera  uniformément  convergente  dans  ce  contour, 
si  l'on  peut  prendre  N  assez  grand  pour  que  le  reste  de  la  série, 
relatif  à  tout  nombre  n  ^>  N,  soit  moindre  qu'une  quantité  donnée 
à  l'avance  s,  quel  que  soit  le  point  (#,  y)  dans  le  contour  A.  Le 
théorème  relatif  à  l'intégration  s'étend  de  lui-même;  si  S  désigne 
une  aire  contenue  dans  A,  on  aura 

/    I  u(x, y)  dx  dy  =  I    I  u0( x,y)  dx  dy -\-...-\-  I    I  un(x,y)  dx  dy  -+-. . ., 
les  intégrales  doubles  étant  étendues  à  l'aire  2. 


II.  —  Cas  des  fonctions  discontinues  ;  sur  une  fonction  discontinue 
et  intégrable  étudiée  par  Riemann  ;  exemple  simple  de 
fonction  continue  sans  dérivée. 

i.  Les  théorèmes  démontrés  dans  les  paragraphes  précédents 
peuvent  être  généralisés,  en  envisageant  des  fonctions  qui  ne  sont 
pas    continues.   11  existe    des    fonctions    discontinues  f(x)   telles 
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qu<!  y(#-f-/i)  et  f(x —  h)  aient,  lorsque  h  tend  vers  zéro  par 
valeurs  positives,  des  limites  différentes  def(x).  Dirielilet  désigne 
ces  limites  par  f(x  H-  o)  et  f(x —  o).  Par  exemple,  désignons 
par  (x)  la  fonction  qui  représente  la  différence  entre  x  et  l'entier 
le  plus  voisin.  Cette  fonction  serait  indéterminée  pour 

2  n  h-  i  . 

x  =  (  n  entier). 


Convenons  alors  que  pour  ces  valeurs  on  ait  (x)  =  o.  La  fonc- 
m  (x)  est  continui 
une  telle  valeur  on  a 


/        ,  •  r  ,  ,  2/J   +    I 

tion  (x)  est  continue,  saut  pour  les  valeurs  x  =  — ; >  et  pour 


(a7)  =  o,  (x —  0)=-.  ( ,x -h  o)  = 

.  1  1 

La  notion  de  telles  fonctions  discontinues  étant  acquise,  soit 

'f(x)  =  (p0(x)  -h  ®y(x)  -h...^-  v/t( x)  -\-.  .  . 

une  série  uniformément  convergente  dans  un  certain  inter- 
valle^ et  supposons  que 

<dh(x-\-o)     et     on(  x  —  o) 

existent  toujours;  nous  allons  montrer  que  Ion  a 

f(x-\ro)  =  <p0(^H-o)-+-©i(a;-+-o)  -h. ..-+- <p„(#  +  0)+.. ., 
f(x  —  o  )  =  o0  (  rr  —  o)  -h  (fi(x  —  o)+...+  o/i(ï-o)+.... 

En  effet,  on  peut,  par  hypothèse,  prendre  n  assez  grand  pour  que 
le  reste  soit,  quel  que  soit  x1  inférieur  à  s.  Soit  donc 

f(x)  =  «po(a?)^-.'..-+-«pB(ar)-f-Rll(a?')         (|  Rn(x)\<t). 

Il  en  résulte  de  suite  que  la  limite  de  J\x-\-h)  différera  de  la 

limite  de 

?o(af  +  A)+....+  cp«(*  +  A) 

de  moins  de  2 s,  ce  qui  démontre  bien  le  résultat  énoncé. 

5.   Dans  le  Mémoire  cité  au  Chapitre  J,  Riemann  donne  comme 
exemple  d'une  série  du  type  précédent  la  série 

-,  (  x )        (ix)  (n.r) 

/O)  =  — -  -+■ 


1  4  a* 
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Elle  satisfait  bien  aux  conditions  du  théorème  précédent,  puisque 
la  valeur  absolue  de  (nx)  est  inférieure  à  -*  La  série  précédente 
est  uniformément  convergente  dans  tout  intervalle;  un  terme 
quelconque  (nx)  de  la  série  est  discontinu  pour 

2/1-Hi  . 

x  =  (A  entier). 

in 

Cette  valeur,  réduite  à  sa  plus  simple  expression,  sera  nécessaire- 
ment de  la  forme 

•1  lu 

p  et  m  étant  des  entiers  premiers  entre  eux,  et  p  étant  impair.  Par 
conséquent,  pour  toute  valeur  de  x  qui  n'est  pas  de  cette  forme, 
tous  les  termes  de  la  série  sont  continus  et,  par  suite,  la  fonction 
représentée  par   la   série  est  continue.   Au  contraire,   supposons 

que  x  soit  de  la  forme (p  et  m  premiers  entre  eux,  el  p  impair), 

il  y  aura  dans  la  série  des  termes  discontinus  pour  cette  valeur 
de  x\  ce  seront  les  termes  (nx),  n  étant  tel  que 

P          •     i    1    r             9  *  ■+-  ' 
n— —     soit  de  la  torme      • 

1  m  2 

On  aura  donc 

nP  1    , 

m 

Donc  n  doit  être  un  multiple  impair  de  m,  et  cette  condition  est 

d'ailleurs  suffisante.  Par  conséquent,  d'après  le  théorème  précé- 

1  P 

dent,  on  aura,  pour  x  — -       -  •> 
1  2  m 

f(x  -l-O)  =/(#) r   (    1+    —    +   -^r   -h.  . 

J  /      J  x    '       im1\         32         >2 


f(x  —  o)  =f(x) 


1  i 


2/w2\         32        5* 


Nous  avons  donc  un  exemple  d'une  fonction  f(x)  discontinue 
une  infinité  de  fois  dans  tout  intervalle;  les  valeurs  de  x  pour 
lesquelles  f(x)  est  discontinue  sont  données  par 


x=± 


\m 


p  et  m  étant  premiers  entre  eux,  et  p  impair. 
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6.  Traitons  maintenant  de  l'intégration  de  certaines  fonctions 

représentées  par  des  séries.  Soit  encore  une  série  de  fonctions 

f(  x)  =  cû0(.r)  -+-  v{( x)  -h.'.  .-+-  on(x)  -h.  .  . 

uniformément  convergente  dans  un  intervalle;  on  ne  suppose  pas 
les  fonctions  o(x)  continues,  mais  on  les  suppose  intégrablës. 
Dans  ces  conditions,  la  série  J'(oc)  est  intégrable.  On  n'a  qu'à 
répéter  toujours  le  même  raisonnement,  en  écrivant,  comme  au 
paragraphe  4, 

f(x)  —  cpo(#)  -H  <?i(&)  H-...-4-  ?»(»)+  Rfl(^), 

et  l'on  est  ramené  à  considérer  une  suite  d'un  nombre  limité  de 
termes.  Il  suit  de  là  que  l'on  aura 

'     f(x)dx  =    I      o{)(x)  dx -\- . .    -+-    /      on(x)  dx -\- .  . .. 

a  J  a  %J  a 

L'application  à  la  fonction  f(x)  de  Riemann  étudiée  au  para- 
graphe précédent  est  immédiate.  En  effet,  la  fonction  (nx)  est 
intégrable,  car  dans  un  intervalle  [a,  b)  elle  n'a  qu'un  nombre 
limité  de  points  de  discontinuité  et,  d'ailleurs,  elle  reste  toujours 
inférieure  à  un  nombre  fixe. 

7.  Etudions  enfin,  pour  terminer,  l'expression 

F(x)  =  f  f(x)dx, 

J  <i 

regardée  comme  fonction  de  x.  Nous  avons  dit  (Chap.  I,  §  13) 
que,  la  fonction  f(x)  étant  supposée  seulement  intégrable  et  com- 
prise entre  deux  limites  fixes,  la  fonction  F(#)  était  une  fonction 
continue  de  x.  De  plus  ( loc.  cit.),  pour  les  valeurs  de  x  pour 
lesquelles  f(x)  est  continue,  la  fonction  F(x)  admet  une  dérivée 
qui  est  f{x).  Soit  maintenant  x{)  une  valeur  de  x  pour  laquelle 
f(x0-\-o)  elj\x0 —  o)  existent;  d'après  la  définition  même  de  ces 
grandeurs,  on  peut,  étant  donnée  une  quantité  e,  choisir  h  positif 
et  assez  petit  pour  que  l'on  ait 

/<>o+o)  —  £  </(.ar)  </(a704-o)-t-e, 
x  étant  dans  l'intervalle  (x0,  xn  -f-  A). 
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Il  en  résulte  que 

[/Oo-f-  o )  -  i\h  <  F(^0H-  h)  -  F(*0)  <  t/(*o  +  o)  ■+■  e]  A. 
Par  suite,  on  a 

hm — j =  /(a70-t-o). 

/j  =  6  " 

On  aurait  de  même 

li  m r =/(^o—  o), 

.  A  =  o  —  '<- 

A  tendant  toujours  vers  zéro  par  valeurs  positives.  F  (x)  n'a  donc 
pas  de  dérivée  pour  x  =  x0. 

Ces  remarques  générales  s'appliquent  de  suite  à  la  fonction /(#) 

de  Riemann 

(x)  (nœ) 

étudiée  ci-dessus.  La  fonction  continue  F(x)  définie  par 

F  (a?)  =   T  f{x)dx 

iî admet  pas  de  dérivée  pour  les  valeurs  de  x   qui  sont  de  la 
forme 

P  /  •  • 

57=  - —  (/?  et  m  premiers  entre  eux,  et/?  impair); 

<?//e  admet  une  dérivée  pour  toute  autre  valeur  de  x. 

Tel  est  l'exemple  mémorable  de  Riemann,  montrant  qu'une 
fonction  continue  n'a  pas  nécessairement  une  dérivée.  A  la  vérité, 
dans  cet  exemple,  la  fonction  continue  a,  en  général,  une  dérivée, 
mais  il  y  a  cependant  dans  tout  intervalle  une  infinité  de  valeurs 
pour  lesquelles  elle  n'a  pas  de  dérivée.  On  peut  même  dire  qu'il 
.est  plus  étrange  de  voir  une  fonction  continue  ayant  tantôt  une 
dérivée  et  tantôt  n'en  ayant  pas  (suivant  la  valeur  de  la  variable), 
que  de  voir  une  fonction  continue  n'ayant  jamais  de  dérivée.  Le 
premier  exemple  d'une  fonction  continue  n'ayant  de  dérivée  pour- 
aucune  valeur  de  la  variable  a  été  donné  par  Weierstrass 
{Monatsbericlite  der  Akademie  der  Wissenscliaften  zu  Berlin, 
August    1880).   On   en   trouve   d'autres  dans  le  Mémoire    sur  les 

PICARD.   —   T.   I.  l(i 
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fonctions  discontinues  de  M.  Darboux.  D'ailleurs,  comme  nous 
l'avons  remarqué  dans  le  Chapitre  1,  la  courbe  de  M.  Hubert  qui 
remplit  une  aire  fournit  aussi  un  exemple  de  fonction  continue 
sans  dérivée. 

8.  En  voici  un  autre  exemple,  basé  sur  des  constructions  géo- 
métriques intuitives,  donné  par  M.  Helge  von  Koch,  géomètre 
suédois,  dans  un  article  des  Arkw  for  Matematlk  Astronom, 
och  Fysik  (Band  1)  intitulé  :  Sur  une  courbe  continue  sans  tan- 
gente obtenue  par  une  construction  géométrique  élémentaire 
(voir  aussi  Acta  mathematica,  t.  30,  p.  i45)- 

On  va  définir  la  courbe  par'son  équation  y  =/(  oc),  X  variant 
dans  l'intervalle  (oi)J'(x)  sera  la  limite  d'une  fonction  continue 
on(x)  dépendant  de  l'indice  entier  n  : 

f(x)  =  1  i  111  ®n{%) 

n  =  » 

-  <p0O)  +  [cpi(>)  —  ©oO)]  -h.  ..+  |>nO)  —  ?»-l(*)l  +•••; 

la  série  S  [yn(x)  -  cp*_,  (*)]  étant  uniformément  convergente  pour 
o<^<  i,/(#)  sera  continue  comme  z>n(x). 

On  va  définir  successivement  cp0(»,  <?..(>),  ...  et  donner  le 
procédé  qui  permet  de  déduire  ©■«+,  (x)  de  ©«(#). 

Par  définition,  cp0  (a?)  =  o.  y.  =  ©o  i»  représente  le  segment  (o  i  ) 
ou  AB  de  l'axe  0#,  nous  l'appelons  P0. 

Pour  obtenir  P,,  nous  divisons  AB  en  trois  parties  égales  AC, 
CE,  EB.  Nous  conservons  AC  et  EB  et  nous  remplaçons  CE  par 
les  deux  segments  CD,  DE,  le  point  D  étant  obtenu  en  menant 
par  d,  milieu  de  CE,  un  segment  dB  parallèle  à  l'axe  Oy,  et  de 
longueur  dD  =  -CE.  P<  sera  la  ligne  brisée  AGDBE  représentée 

par  y  ==  .cp,  (x).  On  remarque  que  CDE  est  un  angle  droit. 

Pour  obtenir  P2  à  partir  de  P,,  nous  divisons  chaque  côté  de  la 
ligne  brisée  P,  en  trois  segments  égaux  et  nous  remplaçons  le 
segment  central  de  ce  côté  par  un  ensemble  de  deux  segments 
terminé  aux  mêmes  extrémités  que  ce  segment  central,  les  deux 
segments  nouveaux  se  joignant  en  un  point  obtenu  en  menant  par 
le  milieu  du  segment  central  une  parallèle  à  Oy  de  longueur  égale 
à  la  moitié  du  segment  central.  Par  exemple,  on  passe  de  P,  à  P. 
en  remplaçant  QG  par   QFG,   HI  par  HIJ,"  KM  par  KLM,  NP 
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par  NOP.  La  ligne  brisée  obtenue  sera  désignée  par  P2  et  son 
équation  serajv  =  ^(a?),  ^2  étant  continue. 

Les  angles  en  F,  I,  D,  L,  O  de  P2  sont  droits. 

D'une  façon  générale  (voir  fig.  20),  on  passera  de  la  ligne 
brisée  P„  à  la  ligne  brisée  P/l+i  en  divisant  chaque  côté  de  P„  en 
trois  segments  égaux  et  remplaçant  le  segment  central  par  un 
ensemble  de  deux  segments  suivant  le  procédé  décrit  plus  haut 
pour  passer  de  Pt  à  P2.  Toutes  ces  fonctions  vn(x)  sont  ainsi 
définies  et  continues  entre  o  et  1 . 

La  fonction  f '(x)  est  définie  comme  la  limite  de  on(x)  quand  n 
grandit  indéfiniment  ou  bien  par 

-\-  « 
f{x)=  ©0  (  27  )-f-^[cp  ,,(>)  —  ©„_!(#;]. 

n  =  1 

La  courbe  T  représentée  par  y  =  f{x)  est  la  limite  de  la 
ligne  brisée  Pn  lorsque  n  grandit  indéfiniment . 

i°  f(x)  est  continue.  —  Evaluons  une  limite  supérieure  de 
o,i+\{x)  —  <p/#(#)  qui  est  positif  ou  nul  pour  o^#  =  i-  Le  plus 
grand  des  côtés  de  la  ligne  P,  est  évidemment  -;  le  plus  grand  de 

la  ligne  P2  est  évidemment  —  ;  le  plus  grand  de  la  ligne  P„  est  — 

(c'est  un  quelconque  des  côtés  de  P„  portés  par  Or).  Si  l'on 
considère    un    côté    quelconque   de    Pn,    par  construction   même1, 

<p//+,  (  x  )  —  (P«(«:p)  est,  sur  tout  ce  côté,  £-  de  ce  côté.  Il  est  donc 
clair  que  pour  o  <  x  ^  1 ,  on  a 

La  série  N   [®n+\  (#)  —  ?ÏI('a*)l'  dont  ^es  termes  sont  inférieurs 

n  -  1 

00 

à  ceux  de  la  progression  géométrique  fixe  N   -  •  -n ,  est  donc  uni- 

1 
formément  convergente.  Sa  somme  f(x)  est  continue  au  même 

titre  que  chacun  des  termes. 

2°  La  fonction  f(x)  n'admet,  pour  aucune  valeur  de  #,  une 
dérivée  finie  et  déterminée.  Gela  va  résulter  de  quelques  re- 
marques sur  les  points  de  Y. 
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a.  D'abord  tous  les  sommets  des  lignes  Pn  P^.,  .  .  .  sont  sur  Y. 
Considérons  un  tel  sommet,  par  exemple  C,  sommetdeP,,  P2, 

En  G  se  rencontrent  deux  côtés  de  P,  qui  sont  GA  et  CD,  fai- 
sant entre  eux  un  angle  différent  de  zéro  ;  en  G  se  rencontrent 
aussi  deux  côtés  de  toute  ligne  Pn(w^2)  portés  respectivement 

par  CA  et  CD  et  qui  sont  respectivement  égaux  à  ->  —,  ...  des 
côtés  CA  et  CD,  par  exemple  en  C  se  rencontrent  les  côtés  CG 
et  CH  de  P2.  G  est  donc  limite  de  points  de  T  (sommets  de  Pn) 
situés  sur  GG,  et  aussi  limite  de  points  de  T  (sommets  de  P/t) 
situés  sur  CH.  La  tangente  à  T  en  C,  si  elle  existait,  devrait  d'une 
part  coïncider  avec  CG,  d'autre  part  avec  CH.  Elle  n'est  donc  pas 
déterminée.  Il  y  a  plus  :  la  ligne  brisée  P3  présente  entre  G  et  C 
une  dentelure  homothétique  de  la  dentelure  QFG  par  rapport  à  G 

dans  le  rapport-.  P7<  présente  aussi  entre  G  et  G  une  dentelure 

homothétique  de  EFG  par  rapport  à  C  dans  le  rapport  —  ?  etc.  La 

suite  de  ces  dentelures  de  P3,  P4,  .  .  .,  P„,  .  .  .  tend  vers  C.  Ceci 
prouve  qu'il  y  a  une  infinité  de  points  de  T,  homothétiques  de  F 

par  exemple,  dans  les  rapports  -,  —  ,  ...,—,   ...  et  tendant  vers  C 

sur  la  droite  CF.  On  verrait  qu'il  en  est  de  même  sur  la  demi- 
droite  CI.  On  verrait  qu'il  y  en  a  aussi  sur  toute  droite  de  l'angle 
FGG  joignant  G  à  un  point  de  la  division  obtenue  sur  FG  en 
divisant  FG  en  trois  parties  égales,  supprimant  le  segment  central, 
divisant  chacune  des  parties  restantes  en  trois  parties  égales,  sup- 
primant la  partie  médiane,  etc.  Tout  ceci  prouve  surabondamment 
que  la  tangente  à  T  en  un  sommet  G  de  P7l  n'est  pas  déterminée. 

b.  Considérons  un  point  de  T  qui  ne  soit  sommet  d'aucune  Pn. 
Il  faut  pour  cela,  et  il  suffit,  que  son  abscisse  x  ne  soit  pas  une 
fraction  de  dénominateur  6n  ou,  si  l'on  veut,  que  x  écrit  dans  le 
système  à  base  6  ait  un  développement  illimité 


d\  lit)  &n 


tous  les  an  étant  <5,  mais  n'étant  pas  tous  nuls  à  partir  d'un  cer- 


tain rang. 


Il  peut  se  faire  que  ce  point  a,  sans  être  sommet  d'une  ligne  P„, 
appartienne  à  un  côté  d'une  ligne  Prt,  et  à  toutes  les  lignes  P« 
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suivantes,  le  côté  de  Pn  qui  contient  a  tendant  vers  zéro  lorsque  n 
grandit  indéfiniment.  Par  exemple,  si  l'on  a 

ai         a,        a-i  an 

a  —  — -  -I -\ H. ..H h  .  .  . , 

3         3»        33  ^-"^  3"  ' 

tout  an  étant  égal  à  o  ou  à  2  et  le  développement  étant  illimité 
(c'est-à-dire  qu'il  existe  des  an^é  o  d'indice  aussi  élevé  qu'on 
veut),  le  point  a  de  Ox  d'abscisse  a  appartiendra  à  un  côté  de 
chaque  ligne  Pn  (n  =  o,  1,  2,  . .  .,  00)  sans  être  un  sommet. 

a  sur  Ox,  étant  limite  de  sommets  des  P„  situés  sur  Ox,  la  tan- 
gente à  T  en  a,  si  elle  existait,  devrait  coïncider  avec  Ox.  Mais, 
d'autre  part,  chaque  côté  de  Vn  qui  contient  a  est  adjacent  à  une 
dentelure  de  Pn  homothétique  à  EFG  par  rapport  à  un  certain 
point  de  Ox,  dentelure  située  à  droite  ou  à  gauche  de  a  et  ten- 
dant tout  entière  vers  a  quand  n  grandit  indéfiniment;  la  direction 
obtenue  en  joignant  a  au  sommet  non  situé  surOx  de  cette  den- 
telure (sommet  qui  étant  sur  Pn  est  sur  F),  fait  avec  Ox,  dans 
un  sens  ou  dans  l'autre,  un  angle  compris  entre  deux  limites  qui 

sont   visiblement   égales    à   FCE   pour  la   limite    inférieure    et  à 

FGE  —  -  pour  la  limite  supérieure.  Cette  direction  ne  peut  donc 
tendre  vers  Ox,  quand  n  grandit  indéfiniment,  et  par  conséquent 
la  tangente  à  T  en  a  ne  peut  exister. 


Figr.  10. 


ï 


I , \  uz%<ac) 

3  1  J 


y  :  %  (x) 


J  lÂ      Q'f'G        C"       "&"         E        NVP         B  br-\^> 

Si  enfin  le  point  a  de  V  considéré  n'est  sur  aucune  des  lignes 
brisées  P„,  la  parallèle  a,  Y  à  Oy  menée  par  sa  projection  a,  sur  Ox 
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rencontrera  à  partir  de  7H  .successivement  une  infinité  de  Lignes 
brisées  P„  ,  P„  ,    ...,   dont  les    indices   grandissent  indéfiniment. 

La  figure  20  montre  que  les  côtés  des  lignes  brisées  sont  à 
coefficients  angulaires  positifs  ou  négatifs.  Trois  hypothèses  sont 
alors  possibles  : 

Ou  bien  tous  les  côtés  des  lignes  Pni,  Png,  . .  .  que  a,  Y  rencon- 
trera sont  à  coefficients  angulaires  positifs,  à  partir  d'un  certain 


rang. 


Ou  bien  tous  ces  côtés  sont  à  coefficients  négatifs  à  partir  d'un 


certain  rang. 


Ou  bien,  dans  la  suite  de  ces  côtés,  il  y  en  a  une  infinité  à 
coefficients  angulaires  positifs,  et  une  infinité  à  coefficients  angu- 
laires négatifs. 

Le  deuxième  cas  se  traite  comme  le  premier.  Considérons  donc 
deux  côtés  à  coefficients  angulaires  positifs  rencontrés  successive- 

Fig.  2t. 


ment  par  a.  Y,  soient  TJV  et  UZ  ces  deux  côtés  {fig.  21).  UZV  est 
un  couple  de  segments  qui  a  remplacé  UV  dans  la  construction 
permettant  de  passer  d'une  Pn  à  la  suivante  Pn+i.  Par  exemple, 
UV  appartiendra  à  un  côté  de  P,M  P„1+1,  . . .,  P/72_n  et  UZV  appar- 
tiendra  à    l\ .    Le    triangle    UZV,   rectangle    en  Z,   montre  que 

UZ ,  Oy  =  UZW  =  I  ZWY  =  -  UV ,  Oy,    Les    angles  successifs 

avec  Oy  des  côtés  des  Pn  rencontrés  par  a,  Y  seront  -t  -1  —  >  •  •  •> 

—  y  •••  ;  ils  tendent  vers  zéro.  Si  donc,  au  point  a,  la  courbe  T  avait 
une    tangente,    comme    les    côtés    successifs    des   P      rencontrés 
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par  a,  Y  tendent  vers  a,  les  extrémités  de  ces  côtés  étant,  sur  V, 
de  part  et  d'autre  de  a,  les  directions  de  ces  côtés  devraient 
tendre  vers  la  direction  de  la  tangente.  Si  donc  il  y  a  une  tangente 
en  a,  elle  est  parallèle  à  Or.  Donc /(a?)  n'a  pas  pour  x  =  a,  de 
dérivée  finie. 

Si,  au  contraire,  dans  la  suite  des  côtés  des  P„.  rencontrés  suc- 
cessivement par  a,  Y,  il  y  a  une  infinité  de  côtés  à  coefficients 
angulaires  positifs  et  une  infinité  à  coefficients  angulaires  néga- 


fig.  22. 


oc. 


œ 


lits  (fig.  22),  considérons  deux  tels  côtés  successifs  UV  et  ZV  à 
coefficients  angulaires  de  signes  contraires,  il  est  visible  que 

leur  angle  ZVU  est  compris  entre  -  et  ^-  Il  est  impossible   que 

les  côtés  à  coefficient  positif  et  ceux  à  coefficient  négatif  aient 
une  direction  limite  unique,  puisque  chaque  côté  à  coefficient 
négatif  qui  suit  un  côté  à  coefficient  positif  fait  avec  lui  un  angle 

compris  entre  -  et  -•  Or,  si  la  tangente  en  a  était  unique  et  déter- 
minée, les  côtés  successifs  considérés  ayant  pour  extrémités 
des  points  de  Y  tendant  vers  a  et  situés  de  part  et  d'autre  de  a 
auraient  pour  direction  limite  unique  celle  de  la  tangente  en  a. 
Donc  r  n'a  pas  en  a  de  tangente  déterminée. 

On  a  donc  bien  démontré  que,  pour  aucune  valeur  de  .r,  J (x) 
n'a  de  dérivée  finie  et  déterminée. 
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III.  —  Des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières 
et  croissantes  de  la  variable. 

9.  Étudions  maintenant  une  classe  de  séries  qui  jouent  dans  la 
théorie  des  fonctions  un  rôle  capital.  La  formule  de  Mac-Laurin 
conduit  à  considérer  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
positives  et  entières  de  la  variable.  Prenons,  a  priori,  une  telle 
série 

(i)  «o-i-  a\x  +  «2 X2  -+-...+  aaxn  -+-... , 

où  les  a  désignent  des  constantes.  Abel  a  donné,  relativement  à 
ces  séries,  deux  propositions  importantes.  Désignons,  d  une 
manière  générale,  par  A  la  valeur  absolue  de  a  et  par  X  la  valeur 
absolue  de  x.  Le  premier  théorème  d'Abel  est  le  suivant  : 

Si,  pour  une  valeur  x0  de  x,  on  a,  quel  que  soit  n, 

A„\'0'<M, 

M  étant  un  nombre  fixe,  la  série  sera  convergente  pour  toute 
valeur  de  x  inférieure  à  X0  en  valeur  absolue . 

Je  dis,  en  effet,  que  la  série  à  termes  positifs 

A0  -h  Ai  X  -h  . . .  h-  An  X»  h-  . . .. 

sera  convergente  si  X<^X0.  On  le  voit  de  suite,  en  remarquant 
que  les  termes  de  cette  série  sont  moindres  que  ceux  de  la  série 

»  +  M(è)+"-+M(£)"-V- 

évidemment  convergente.  La  série  (i)  est  donc  convergente,  quand 
on  remplace  chaque  terme  par  sa  valeur  absolue,  si 

|a?|<X0; 

elle  est  donc  elle-même  convergente.  En  entendant  par  série  abso- 
lument convergente  une  série  dans  laquelle  la  série  des  valeurs 
absolues  des  termes  est  convergente,  nous  pouvons  dire  que  la 
série  est  absolument  convergente  pour  toute  valeur  de  x  de 
module  moindre  que  X0. 
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Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  la  série  convergerait 
pour  x  =  x0  ;  dans  ce  cas,  AnXJ  tend  manifestement  vers  zéro 
quand  n  augmente  indéfiniment,  et  nous  pouvons  appliquer  le 
théorème  précédent.  Si  donc  la  série  converge  pour  x  =  x0,  elle 
converge  pour  toute  valeur  de  x  telle  que  |  x  |  <<  |  x{)  |. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  x0  positif  :  si  la  série  (i)  converge 
pour  x  =  #0,  elle  convergera,  d'après  ce  qui  précède,  pour  toute 
valeur  positive  de  x  inférieure  à  x0.  Nous  allons  montrer,  d'après 
Abelf1),  que  cette  série  est  uniformément  convergente  dans 
V intervalle  ( —  /,  #0)5  la  quantité  positive  /  étant  inférieure  à  x0. 

10.    Par  hypothèse,  la  série 
est  convergente  ;  on  peut  donc  prendre  n  assez  grand  pour  que 

soit  compris  entre  —  a  et  -h  a,  quel  que  soit/?,  a  étant  une  quan- 
tité donnée  à  l'avance  aussi  petite  que  Ton  voudra.  Or,  dans  la 
série 

la  somme  de  p  -\-  1  termes,  à  la  suite  du  /z,emc,  peut  s'écrire 

/  x  \  n  /  X  \  "  +  1  /  X   \  "~W 

(3)      «"^(-J    +  **+i*î+l  (  — J        ^...-+-an+px-+P^-J         . 

Appliquons  le  lemme  d'Ahel  établi  au  paragraphe  4  (Chap.  1) 
en   supposant  que  les  z  soient  les  puissances  successives  (  —  )   > 

(  —  I        ,  •'•  et  que  uQ=anx^  ut  =  an+t  x\     ,  ....   -Les    sommes 

,v0,  s,,  ...  correspondantes  seront  toutes  comprises  entre  — a 
et  -(-  a.   La  somme  (3)  est  donc  comprise  entre 

/  X  \  "  (  x\n 

~y\x~)        6t     +  *U    ]    ' 

et,  par  conséquent,  entre  —  a  et  -h  a.  Donc,.^//e/  </«£  soj7  #  dans 
(x )  A.BEL,  QEuvçes  complètes,  t.  I  (Mémoire  sur  la  formule  du  binôme). 


2Ô0  ÉQUATION    DE    LAPLACE.    —    DEVELOPPEMENTS    EN    SÉRIES. 

V intervalle  (o,  #0),  le  reste 

Rn(x)  =  anx'1^-  an+lxn+l-+-.  .  . 
de  la  série 

a0  H-  a  1  x  -+- .  .  .  -+-  an  xa  -+- .  .  . 

sera  compris  entre  — a  et  -(-a.  La  série  est,  par  suite,  unifor- 
mément convergente  dans  cet  intervalle.  C'est  le  théorème 
d'Abel;  l'illustre  géomètre  l'énonce  autrement,  en  insistant  par- 
ticulièrement sur  le  point  suivant  :  lorsque  x  tend  vers  x{)1  la 
limite  des  valeurs  que  prend  la  série  entière  est  précisément  la 
valeur,  de  la  série  pour  x  =  x0.  Avec  nos  locutions,  ceci  revient  à 
dire  que  la  convergence  uniforme  s ^ étend  jusqu'à  la  valeur 
limite  x0  elle-même;  c'est  ce  que  nous  venons  d'établir. 

Le  théorème  d'Abel  est  d'un  grand  intérêt;  la  remarque  sui- 
vante en  fera  bien  comprendre  toute  la  valeur.  Dans  une  série, 
dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  x, 

Uo  H-  "i  +  •  •  •  -H  Un  -h  .  .  . , 

et  qui  converge  pour  les  valeurs  voisines  de  x0  et  pour  x0  elle- 
même,  il  peut  arriver  que  la  limite  des  valeurs  de  la  série 
quand  x  tend  vers  x0  ne  soit  pas  égale  à  la  valeur  de  la  série 
pour  x  =  x0.  Ainsi,  prenons  la  série 

sinix        sin3a: 
sin^7 -}-  — . .  .  ; 


on   démontrera,   dans  le    Chapitre    suivant,   qu'elle  représente  - 

lorsque  x  est  compris  entre  — tt  et  -h  iz.  Lorsque  x  tend  vers  ?:r 

il  est  évident  que  la  limite  des  valeurs  de  la  série  est  ->  et  cette 

valeur  n'est  pas  égale  à  la  valeur  même  de  la  série  qui  est  zéro 
pour  x  =  7u. 

11.  Indiquons  quelques  applications  du  théorème  précédent. 
Lorsque  x  est  compris  entre  —  i  et  -h  i ,  la  formule  de  Tavlor 
donne  le  développement 

/  s  m  (m  —  i ) 

(i  -h  x)'n=  t  -+-*mx  h -x--+-.  .  . 

I  .  *2 

m( m  —  i ) .  . .  ( ni  —  n  -+-  î) 

H ■ ■ -37"  + 

i  .  2 .  .  .  n 


INTÉGRATION   DES   SÉRIES.    —    SÉRIES   ENTIÈRES.  25 1 

Lorsque  x  tend  vers  un,  le  premier  membre  tend  vers  im .  La 
série  du  second  membre,  pour  x  =  i ,  représentera  donc  2m  quand 
elle  sera  convergente;  c'est  ce  qui  résulte  du  théorème  d'Abel. 
Nous  avons  donc  à  chercher  dans  quel  cas  la  série 

m  (m  —  i  )  m  (m  —  j  ) .  . .  (  m  —  /i  +  i) 

|  4  )         i  -h  m  + 


1.2  i . 2 . . . n 


est  convergente. 


Le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est 


m  —  «  +  i        m  -+- 1 
?i  n 


Si  donc  m  -f-  i£o,  les  termes  ne  peuvent  décroître  indéfiniment 


et  la  série  diverge. 


Soit  donc  m  ^ i.  A  partir  d'une  valeur  suffisamment  grande 

de  /z,  la  valeur  absolue  du  rapport  d'un  terme  au  précédent  sera 

m-\-  i 

la  valeur  absolue  des  termes  ira  donc  en  diminuant;  de  plus,  les 
termes  seront  alternativement  positifs  ou  négatifs.  Nous  aurons 
donc  montré  que  la  série  est  convergente  si  nous  établissons  que 
le  terme  général  tend  vers  zéro.  Prenons  la  série  des  valeurs 
absolue  des  termes,  soit 

Uo,     Ui,      . . . ,     Uw,      ...  ; 
on  a 

U/t+i  __    _    m  -h  i 

Un  II 

Considérons,  d'autre  part,  la  série 

où  V«  =  :  dans  cette  série,  le  rapport  d'un  terme  au  précé- 

dent est 

Vh-h        /  i  \-im-hi)  m-4-i         (m  -+-  i)(m  -4-  i )    i    /  6\-'"-» 

_- =  (  H =1 1 ~ —H » 

V fn         \         n)  n  i  .2  n2  \         a ) 

en  développant  par  la  formule  de  Tajlor  et  s'arrêtant  au  second 
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terme.  Le  reste  est  positif,  donc 

V//  +  1    ^    U//-H 

inégalité  d'où  l'on  conclut  de  suite 


U  n  *•])  <C  V  n+p  :rr~ 


Un 
V» 


Laissons  n  fixe  et  faisons  croître  p  indéfiniment,  V//+/,  tend  vers 
zéro  et,  par  suite,  Un+/). 


Donc  le  terme  général 


m  (  m  —  i  ) . . .  (  m  —  n  -f- 1  ) 

(m  -:-  i>  o) 


i .2. . . n 


tend  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment.  En  résumé,  la 
série  (4)  est  convergente  et  représente  im  quand  m  est  supérieur 
à  —  i . 

On  établira,  par  des  considérations  analogues,  que  la  série  du 
binôme  est  convergente  pour  x  = — i  quand  m  est  positif.  La 
somme  de  la  série  est  alors  égale  à  zéro. 

12.  Abel  a  donné  une  règle  intéressante  concernant  la  multipli- 
cation des  séries;  elle  se  déduit  très  élégamment  de  son  théorème 
relatif  aux  séries  entières. 

Rappelons  d'abord  que  Cauchy  a  démontré  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  a  deux  séries  absolument  convergentes 

S    =  U0-{~  Ui-\-  U2  H-  •  .  •  -h  U,i  -h  .  •  •  , 

la  série 

S*=  U0Vo-h(u0Vi-^-  UiVq)  -h.  ..-+■  (tl0Vn-t-  UxVn^^-.  .  .+  UnV0)  -H  .  .  . 

sera  convergente  et  égale  au  produit  des  deux  premières.  Remar- 
quons, en  passant,  que  ce  théorème  est  même  exact  si  l'on 
suppose  seulement  qu'une  des  deux  séries  soit  absolument  conver- 
gente; c'est  ce  qu'a  fait  voir  M.  Mertens  ('),  dont  nous  allons 
reproduire    la    démonstration.    Soient   donc  deux  séries    conver- 


(')  Mkrtens,  Sur  la  multiplication  des  séries  (Journal  de  Crelle,  t.  79). 
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gentes 

M0  -h  U  i  -h  .  .  .-+-  UH  -+-  .  .  . , 
<'o+  Pi-K  .  .-+-  P«  + 

On  suppose  de  plus  que  la  série 

|  M0  |  H-  ...  4-  |  Un  \  -+- .  .  . 

est  convergente  (en  désignant  par  |  ww|  la  valeur  absolue  de  Un), 
mais  on  ne  fait  aucune  hypothèse  sur  la  série  de  terme  général  \vn\. 
Posons 

W0  =  U0V0,  Wi=  UqVi-+-  UX  ?o,  •-., 

Wn—  Uq  Vn  -+-UiVn-i-h.  .  .-+-  UnVo, 

et  envisageons  les  différences 

o2«=  w0  +  w1  +  ...  +  (v27i      -(M0  +  tt1  +  ...  +  «B)      (Po  +  Pi-H.  •  .H-0ii)j 

Il  faut  montrer  que  l'on  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que 
ces  S  soient  moindres  qu'un  nombre  donné  e,  quelque  petit  qu'il 
soit. 

Soient  A  et  B  deux  nombres  positifs  tels  que  l'on  ait,  quel  que 
soit  /w, 

|   Mo  |  H-  |  "1  |  "H--  -"H  Uni  |   <  A. 
|  t'o-i-  Pi -*-...-+-  P,«  |  <  B. 

Si  l'on  prend  n  assez  grand,  on  aura,  quel  que  soit  m, 

ii  iie 

Or,  on  a 

82»=  "o(P/n-l  +  -  •  •+  P2»)  ■+"  «l(P«+l  +  -  •  .+  f>2re-l)  +...-+-  Mw-tV^+j 

■+-  m„+iO0  +  Pi -4-'.  ..H-  Prt-i)  -h  "n+2(Po-H.  •  •-+-  P»-2)  ■+■•  •  .-+-  "2«PC 

Donc  on  a 

|  82„  |   <  |   U0  \.\  Vn+i  -+•  .  .  .  -h  P2n   I+...4-I   M«-l   |.|    P/i+i   I 

H-  |  Kfl+i  | .  |  P0  ■+•  •  •  .H-  *'/*-!  |  H-  ...-+■  |  W2„  | .  |  Po  | 

<  T 5"(|  M0  |  -h  |  M,  I  -K..+  |  M„-i  |)-h  B(|  Un+i  I  +...4-  I  u,n  I) 

A+D 

As  Bc 

< 


A  H-  B         A  -h  B 
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On  opère  d'une  manière  analogue  pour  o2ft+i,  et  le  théorème  se 
trouve  ainsi  établi. 

Si  aucune  des  séries  S  et  S'  ne  converge  absolument,  la  série  S' 
peut  diverger.  Donnons  un  exemple  simple  : 

S  =i -*-  .—  -+-...+  i — — h..., 

y/2        \/3  y n 

S'  =  s, 
alors 


\Jn        \/i{n  —  i)        >/'${n — 2)  \/n  X  1 


Le  produit  x(n-\-\  —  x)  de  deux  nombres  dont  la  somme  est 
hxe  et  égale  a  n  +  i  est  maximum  lorsque  x=  —- — >  ces  deux 
nombres  étant  égaux. 

Donc,  lous  les  termes  figurant  dans  wn  sont 

Par  suite, 

.  in 

I    Wn       >    ; 


i/(^)2 


Donc  wn  ne  tend  pas  vers  zéro  avec  —  La  série  Y>wn  est  donc 

divergente. 

Passons  maintenant  au  théorème  d'Abel;  celui-ci  ne  suppose 
pas  que  les  deux  séries  (S)  et  (S;)  soient  absolument  convergentes. 
La  série  S"  pourrait  alors  être  divergente;  mais,  et  c'est  là  le 
théorème,  si  elle  converge,  elle  représentera  le  produit  des 
deux  premières. 

Formons  en  effet  les  deux  séries 

2  =  UQ-h  U\X  H-. . .-+-  iinxn-\-. . ... , 

Zr  =  v0-h  vx  x  -+- . . .  +  vn  xn  -h .  .  .  ; 

elles  sont  convergentes,  par  hypothèse,  pour  x  =  1 ,  et  elles  sont 
absolument  convergentes  quand  |  x  |  <^  1  •  En  appliquant  la  règle 
de  multiplication  de  Cauchj,  on  a 

22'=  u0v0-t-  (^0^1+  ulv0)x  +. . .+  Oo^i  +  -  .  .-+-  unv0)xn-h 

On  suppose  que  cette  dernière  série  converge  pour  x  =  1 .  Sa 
valeur  S"  pour  x  =  1  est  donc  la  limite  des  valeurs  qu'elle  prend 
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quand  x  tend  vers  un.  Mais  22'  tend  vers  SS'  :  on  aura  donc 

SS'=  S". 

La  troisième  série  est  bien  le  produit  des  deux  premières. 

13.  Revenons  à  la  théorie  générale  des  séries  entières. 

Une  telle  série  f(x)  =  a0-\-  ...-+-  anxn-\-  . . .  peut  ne  con- 
verger pour  aucune  valeur  de  x,  sauf  x  =  o,  comme,  par  exemple, 
la  série  de  terme  général 


r. 2. . .  nx". 


Si  elle  converge  pour  une  valeur  de  x  non  nulle,  elle  conver- 
gera nécessairement  dans  un  intervalle 

(-L,  +  L), 

les  limites  étant  exclues.  L  peut  d'ailleurs  être  infini,  comme  on  le 
voit  immédiatement  sur  la. série  de  terme  général 


I.2.3.. . n 
Dans  tout  intervalle  (oc,  [3)  compris  dans  l'intervalle  ( —  L,+L) 

les  limites  zb  L  étant  toujours  exclues,  la  convergence  est  uni- 
forme. Soit,  en  particulier,  l'intervalle  (o,  a?),  où  |x|-<L;  le 
théorème  du  paragraphe  3  nous  permet  d'écrire 


/ 


/*/  ■  f  \A/\JL  Cl  fi  Ju 

j(x  )  dx  =  a0x  -h h. . . -i 


Considérons  maintenant  la  série  formée  avec  les  dérivées 

(5)  ai  +  2«2^+...+  nanxn-1  -t-  . .  . . 

Je  dis  que  cette  série  est  convergente  entre  —  L  et  -f-  L.  Soit,  en 
effet,  x0  distinct  de  la  limite  +  L,  mais  aussi  voisin  d'elle  que  l'on 
voudra,  on  aura 

M  étant  indépendant  de  N.  La  série 

Aj-t-  aA2X  -h. .  .-\-  n  \n  V'"1  — . . . 

sera  convergente   si  X<^#0.  En  effet,   ses  termes  sont  moindres 
que  ceux  de  la  série  évidemment  convergente 

—     I  -f-  2 h ...  H-  n    —  -4- . . .  I . 

•'  o  L  x»  ■'  o  /  J 
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La  série  (5)  est  donc  absolument  convergente  pour  toute  valeur 
de  x  moindre  que  L  en  valeur  absolue,  et,  d'après  les  propriétés 
des  séries  entières,  elle  sera  uniformément  convergente  dans 
l'intervalle  (a,  [3).  Donc,  en  appliquant  le  second  théorème 
établi  au  paragraphe  3,  nous  sommes  assuré  que  la  série  (5) 
représente  la  dérivée  de  la  fonction  f(x). 

Nous  avons  donc  établi  ce  théorème  très  important  : 

La  série 

«o  -+-  «i  #  -+- .  . .  H-  an xn  -h .  .  . , 

convergente  dans  l'intervalle  ( — L,  -h  L),  définit  dans  cet 
intervalle  une  fonction  continue,  ayant  une  dérivée;  celle-ci 
peut  être  représentée  par  la  série 

Considérons,  comme  application,  la  série 

p  .  JU  *ÂJ  %AJ 

elle  est  convergente  entre  —  i  et  + 1  :  nous  aurons 

f'{x)  =  i  —  x2-h  x'* —  .r6-)-.  .  .  ; 

cette  dernière  série  est  une  progression  géométrique  décroissante 
dont  la  raison  est  —  x2.  On  a  donc 

/'(*)  = 


I  H-  X- 

et  de  là  se  conclut  le  développement 


XA  X5  X 

_+-  -^  _ 

Ô  3  7 


arc  tanga?  =  x  r  ■  — — i — -  -h..., 


en  prenant  pour  arctang^?  l'arc  compris  entre  —  -  et  H — -•  Ce 

développement  est  valable  pour  x  compris  entre  —  i  et  -f-  i .  Pour 
x  =  i ,   la  série  du  second  membre  étant  convergente   représen- 

•  TU 

tera  arc  tang  i ,  c  est-à-dire  -  - 


4 


14.    Examinons  quelques  cas    particuliers  où  la  série  diverge 
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pour  la  limite  de  l'intervalle  de  convergence.  Soit  la  série 

_.  X  X*  XP 

F(x)  =  i-\ 1 h. ..H h..., 

v    '  \i>        ip  tH> 

p  étant  un  nombre  positif.  Cette  série  sera  convergente  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  entre  —  i  et  -f- i ,  car  le  rapport  d'un  terme 
au  précédent  a  x  pour  limite.  Pour  #  =  i,  la  série  sera  conver- 
gente si  p  est  supérieur  à  l'unité;  elle  sera,  au  contraire,  diver- 
gente si  p  est  inférieur  à  l'unité.  Dans  ce  dernier  cas,  quand  x 
tend  vers  l'unité,  la  série  précédente  augmente  indéfiniment. 
Nous  plaçant  dans  l'hypothèse  p  <r  i ,  considérons  le  produit 

(i  —  x)1~p  ¥(x). 

Nous    allons    montrer    que  ce  produit  tend  vers    une   limite 
quand  x  tend  vers  un,  en  lui  étant  inférieur.  On  a 

.,         .  x(i  —  xV -  n  xn(i  —  xy-p 

(\  —  xy-p  F(x)  =  (\  —  xY-ph — h. .  .h \- 

v         v        '  \p  np 

Or  considérons,  pour  une  valeur  fixe  de  x%  la  courbe,  rapportée 
aux  axes  X  et  Y?  représentée  par  l'équation 

3-x(i  —  xy-p 

D'après  ce  que  nous  avons  expliqué  (Ghap.  I,  §  17),  la  série 

x2(i  —  x^-p  x"(\  —  xy-p 

-+-... H h... 

•2P  HP 

sera  comprise  entre 

rx  x*d  —  xy-p  Jv  rx  x^(\  —  xy-p 

—  d\  et 


\p 


Si  donc  l'intégrale 


/**  x*(\  —  xy-p  ___ 

f      ^ dX-x(i~xy-r. 


rx  x*(i  —  xy-p  __ 

(0)  l         y^—^ 

tend  vers  une  limite  quand  x  tend  vers  l'unité,  cette  limite  sera 

celle  du  produit 

(i  —  x)[    p  V(.r  ). 

Or  l'expression  (())  a  une   limite  que  nous  allons    facilement 

PICARD.   —   T.    I.  17 
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trouver.  Au  lieu  de  l'intégrale  précédente,  nous  pouvons  prendre 
l'intégrale 

qui  n'en  diffère  que  par  la  valeur 

qui  a  un  sens  parfaitement  déterminé,  puisque  p  <  i,  et.  qui  tend 
vers  zéro  pour  x  =  i .  Posons,  dans  l'intégrale  (7),  x  =  e~a;  a  sera 
positif  et  tendra  vers  zéro. 

Nous  aurons  alors  à  étudier  l'intégrale 


s*  00 

(1  —e-*y-P  /      e- 


**Xp  dX 


faisons  enfin  aX  =  \  ,  il  vient 

(1  —  e-*y-p 


a1-/' 


e-^Y-PdX. 


L'intégrale  qui  est  en  facteur  ne  dépend  plus  de  a;  elje  a  une 
valeur  parfaitement  déterminée,  car,  pour  Y  =  o,  la  fonction  sous 

le  signe  d'intégration  est  de  l'ordre  de  =-,  p  étant  plus  petit  que 

l'unité;  et  pour  Y  très  grand,  la  fonction  e~x  est  inférieure  à  toute 

puissance  ^  •>  m  étant  une  quantité  positive  quelconque. 

Quand  on  fait  tendre  a  vers  zéro,  le  premier  facteur  tend  vers 
l'unité;  nous  avons  donc 

1      e-^Y-PdY. 

n 


Si  nous  introduisons  l'intégrale 


r<p)=  f 


e~xxP~l  dx, 


dont  le  sens  est  déterminé  quand  p  >>  o,  et  que  l'on  désigne  sous 
le  nom  à? intégrale  eulérienne  de  seconde  espèce,  nous  pourrons 

écrire 

lim(i  —  xy-i>  F(x)  — X(i  —p). 

.X—l 
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15.   Du   résultat  précédent  nous  allons  déduire    un    théorème' 
démontré  par  M.   Appell   [^wz*  certaines  séries  ordonnées  par 
rapport  aux  puissances  croissantes  d'une  variable  (Comptes 
rendus,  t.  LX.XXVII)]. 

Soit  une  série 

/(a?)  =  a0 H-  a^x  ■+- . . .  -+-  anxn -f- . . . , 

dans  laquelle  les  coefficients  a  sont  positifs.  On  suppose  que 

lim  annP=  k, 

71  =  00 

k  étant  une  constante  différente  de  zéro  et  p  un  nombre  positif. 
La  série  est  évidemment  convergente  quand  x  est  compris  entre 
-f-  i  et  —  i .  Elle  diverge  pour  x  =  i ,  si  y?  est  inférieur  à  l'unité, 

comme  la  série  de  terme  général  — • 

b  ni> 

Mais  le  produit 

(i- *)!-/»/(■*) 

tend  vers  une  limite,  comme  nous  allons  le  montrer. 

La   solution    sera   immédiate,   en    se  reportant   au    paragraphe 
précédent. 

Nous  avons,  en  effet,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n, 

A,  k, 

ni'  ni' 

<3n  désignant  par  k ,  et  k2  deux  nombres  tels  que  la  suite 

o,     k\,     k,     ko 

soit  rangée  par  ordre  croissant  de  grandeur. 

Prenons  dans  f(x)  les   termes  à  partir  du  /iieme  seulement,  et 

posons 

y(x)  =  anxn  -+-.... 

Si  l'on  considère  les  deux  séries 

kixn         kixn+i 


çi{x)  = 
m  0  (  x  )  = 


ni'  (  n  -+-  i)/' 

k*xn         k*xn+l 


ni'  («+i  )i> 

on  aura 


Pjl  x)  Ci  —  x)l~P<  ©(a:)  (i  —  x)l~P  <  cp.,(.r ;  (i  —  x  )\~i'; 
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.mais    le    premier   et   le    dernier    terme  ont    respectivement  pour 
limites,  quand  x  tend  vers  un, 

kir(i-p)        et        lu_Y(\—p). 

Par  suite,  le  produit/(#)  (  i  — ■  œ)K~P  sera  compris,  quand  x  sera 
infiniment  voisin  de  l'unité,  entre  deux  limites  infiniment  voisines 
des  deux  limites  précédentes.  D'autre  part,  on  peut  prendre  /. , 
et  k2  aussi  voisins  qu'on  veut  de  /  ;  par  conséquent,  nous  pouvons 

conclure  que 

ljm  (i  —  x)x-n f{x)  =  A  T(i  —  p). 

X  =  1 

16.  C'est  dans  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe 
que  nous  verrons  surtout  l'intérêt  des  séries  procédant  suivant  les 
puissances  entières  et  croissantes  de  la  variable.  Nous  terminerons 
ce  Chapitre  en  indiquant  une  proposition  générale  déjà  connue 
de  Cauchy  (')■  et  retrouvée  par  M.  Hadamard  (2)  au  début  de  ses 
belles  recherches  sur  les  séries  de  puissances;  elle  peut  être  utile 
pour  déterminer  l'intervalle  de  convergence  de  la  série 

^0+  a\X  H--.-  -+-  anxn -+-... .  , 

Faisons  d'abord  quelques  remarques  préliminaires.  Soit  une 
suite  infinie  de  nombres  positifs 


(S)  u0,      uu 


m-) 


11  peut  arriver  que  cette  suite  contienne  des  termes  supérieurs  à 
tout  nombre  donné,  si  grand  qu'il  soit.  Supposons  qu'il  n'en  soit 
pas  ainsi,  c'est-à-dire  que  tous  ces  nombres  restent  inférieurs  à 
une  quantité  assignable  L.  On  pourra  alors  distinguer  deux  classes 
de  nombres.  Dans  la  première,  on  mettra  tout  nombre  A  tel  qu'il 
existe  toujours  dans  la  suite  S,  à  partir  d'un  rang  aussi  élevé  que 
l'on  veut,  des  termes  supérieurs  à  A;  on  mettra  dans  la  seconde 
tout  nombre  B,  tel  que  tous  les  termes  de  la  suite  S,  à  partir  d'un 
certain  rang,  soient  moindres  que  B.  Ceci  posé,  considérons  deux 
de  ces  nombres  A  et  B  (A  <<  B);  on  peut  prendre,  par  exemple, 


(')    Cauchy,  Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique,  182 1. 
('-'  )    J.    Hadamard,    Sur   les    fonctions   données  par   leur   développement  de 
Taylor  {Journal  de  Mathématiques,  1892). 
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A  =  o  et  B  =  L.  Partageons  l'intervalle  (A,  B)  en  deux  parties 
égales;  si  le  point  de  subdivision  est  de  seconde  classe,  nous  le 
substituerons  à  B,  sinon  nous  le  substituerons  à  A.  Dans  l'un  et 
l'autre  cas,  nous  aurons  un  intervalle  réduit  de  moitié,  dans  lequel 
la  limite  supérieure  sera  un  nombre  de  la  seconde  classe,  et  la  limite 
inférieure  un  nombre  de  la  première.  On  opérera  de  la  même 
manière  sur  ce  second  intervalle,  et  ainsi  de  suite.  Tous  ces  inter- 
valles étant  compris  les  uns  dans  les  autres  et  tendant  vers  zéro, 
leurs  limites  inférieure  et  supérieure  tendront  vers  une  limite  a. 
La  quantité  positive  s  étant  aussi  petite  qu'on  voudra,  a  —  s  appar- 
tiendra à  la  première  classe  et  a  H- s  à  la  seconde. 

Cela  posé,  supposons  que  la  suite  des  u  soit  formée  des  quan- 
tités 


(S)  |  a,  |,      \/\  a*  |,      ...,      "\/\crm\,      ..., 

et  admettons   que    \/am    soit,    quel    que   soit  m,    inférieur  à    une 
quantité  déterminée.  Nous  allons  démontrer  que  la  série 

a0 -h  «j x  h- . . . -4-  anx11  -+-... 

converge  si  I  x  I  <<  -  et  au' elle  diverge  si  I  x  1  "> — 

En  effet,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  le  nombre  positifs 
élant  donné  à  l'avance,  on  a 

V\  an  I  <  «  -h  £, 

donc 

V\  an\.\x\  <  (a-f-e).|a?|; 

par  suite,  la  série  sera  convergente  si  (a'-f-e).  \x\  est  plus  petit 
qu'un  nombre  plus  petit  que  l'unité;  donc  si 

H<~       (V>«), 


la  série  convergera.  Mais  s  et  75  sont  des  quantités  arbitraires  aussi 
petites  que  l'on  voudra;  la  série  convergera  donc  tant  que 


»Kl- 

a 


De  la  même  manière,  on  peut  trouver  dans  la  suite  (S),  à  partir 
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d'un  rang  aussi  élevé  qu'on  voudra,  un  terme  \/an  tel  que 


donc 

Par  suite,  si 


a/] — 


•  a  —  £  ; 
|-an3?»|   >  (a -H  e)»  |  a?  |». 


x    = 


i 

—  > 
ce 


on  aura 


[  #»#" 


i . 


La  série  contiendra  donc  des  termes,  d'un  rang  aussi  élevé  qu'on 
voudra,  supérieurs  à  l'unité;  elle  sera  divergente.  Le  théorème  est 
complètement  établi. 

17.   Quand  on  prend  deux  variables  au  lieu   d'une  seule,  les 

séries  analogues  aux  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières 

et  croissantes  que   nous    venons  d'étudier  sont   les  séries   de  la 

forme 

u0-h  i*i(a?,  j)  -h.  . .+  un(x,  y)  +.v., 

où  un(x,  y)  désigne  un  polynôme  homogène  de  degré  n  en  x  et  y. 
FI  n'existe  pas  de  théorème  analogue  à  celui  qui  est  la  base  de 
la  théorie  des  séries  entières  à  une  variable  :  si  une  série  de  la  forme 
précédente  converge  pour  x  —  x0,  y  =  Yo-,  elle  ne  convergera  pas 
nécessairement  pour 

l*KI*o|,      IrKIrol- 

On  peut  cependant  faire  la  remarque  suivante,  dans  laquelle 
nous  imitons  ce  qui  a  été  fait  pour  le  cas  d'une  variable.  Ecrivons 


un(x,  y)  =  a0xn-t-  aYxll-\y 
Supposons  que  les  termes 


anyn- 


aixQ  ' y{)       (t#  =  °j  'i  2i 


,  n) 


des    polynômes    un    soient   inférieurs    en    valeurs    absolues    à    \\\\ 
nombre  fixe  K.  La  valeur  absolue  de  Un(x,  y)  sera  moindre  que 


K 


X 

Xq 

X 

Xq 

n- 1 

y. 

■+-. .  • 

+ 

> 

ran 

le  d 

es  c 

eu5 

:  va 

eurs 

X 

x() 

et 

z 

yo 

—   et   —    ;  ce  terme  sera 
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moindre  que 

K(n  -+-  i)oc". 

Si  donc  a  est  plus  petit  que  l'unité,  la  série  proposée  sera  con- 
vergente. Ainsi,  sous  l'hypothèse  faite,  la  série  convergera  pour 

I^KI^ol,       \y  \  <  \yo\- 

Soient  a'<M#o]  et  b  <C\y0\',  la  série  sera  uniformément  con- 
vergente à  l'intérieur  du  rectangle  ayant  pour  centre  l'origine  et 
dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes  avec  les  longueurs  ia 
et  2.1). 


CHAPITRE  X. 

DES  SÉRIES  TRIGONOMÉÏRIQUES. 


I.  —  Généralités.  —  Intégrales  singulières. 

1.  Rappelons  d'abord  les  deux  théorèmes  sur  les  intégrales 
définies,  qu'on  appelle  premier  et  deuxième  théorèmes  de  la 
moyenne  (Chap.  I,  nos  3,  4  et  13).  Ils  concernent  tous  deux  les 


intégrales  de  la  forme 

h 


1 


f{x)o(x)  dx, 


y  et  ©  étant  intégrables  au  sens  de  Riemann. 

Premier  théorème.  —  f  étant  bornée  et  intégrable  et  es  posi- 
tive dans  les  limites  a  et  6,  on  a 


Jr.  b  „  b 

'     f(x)y(x)  dx  =  [j.  /      çp (a? )  dx, 
a  'J a 


y.  désignant  un  nombre  compris  entre  le  maximum  M  et  le 
minimum  m  de  f(x)  dans  l'intervalle  («,  b)  extrémités  exclues. 
On  reconnaît  aisément  que  la  formule  est  valable  lorsque  la 
limite  b  par  exemple  est  infinie,  à  condition  que,  d'une  part,  /  soit 
bornée  dans  (a,  -f-oo),  et,  d'autre  part, 


/ 


<p(x)  dx 
ait  un  sens. 

Deuxième  théorème.  —  Supposons  que,  dans  (a,  b),f(x)  soit 
intégrable,  et  ®(x)  bornée,  positive  et  décroissante.  Alors  ©  est 
intégrable  et  tend  vers  une  limite  si  x  tend  vers  a  [on  la  désigne 
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par  cp(<7  4~o)]  et  si  x  tend  vers  b  [on  la  désigne. par  o(b  —  o)]. 
On  a  l'identité 

rb  rl 

/     f(x)  ®{x)  dx  =  c(a  -h  o)   /     f(x)dx        (a  <£'<£). 
Si  ©  est  positive  et  croissante  on  a 

/b  „  b 

f(x)o(x)dx  =  <p(£  —  o)   /     f(x)dx         0<£<6). 

Enfin,  plus  généralement,  si  cû  est  une  fonction  bornée  et  mono- 
tone dans  (a,  6)  (c'est-à-dire  non  croissante  ou  non  décroissante), 
on  a 

/l>  p'%  ^b 

f(x)  <d(x)  dx  =  o(a  -+-  o)   /    f(x)dx-\-o(b  —  o)f     f(x)dx 

{*<\<b). 

Celte  formule  s'applique  encore  lorsque  la  limite  6,  par  exemple, 
devient  infinie,  h  condition  que  ©(-j-oc)  soit  finie  et  déterminée 
ainsi  que  l'intégrale 

/        /(#)  dx 

(voir,  par  exemple,  Jordan,  Cours  d'Analyse,  t.  II,  3e  édition, 
nos  256-260). 

Les  deux  théorèmes  de  la  moyenne  sont  très  utiles  dans  la  théorie 
de  séries  trigonométriques. 

2.  Intégrales  singulières.  —  On  appelle  ainsi  des  intégrales 
de  la  forme 

I  —  /     /(a)  ?(a>  n)  dct. 

J  a 

dépendant  du  paramètre  /z,  la  jonction  <p(a,  n)  étant  telle  que 

J  =   /     o(a,  /i)û?a     C1) 


f1)  On  suppose  évidemment  que  J   est  bornée  supérieurement  par  un   nombre 
fixe  B  indépendant  de  /  et  de  n. 
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laide  vers  une  limite  déterminée  G,  indépendante  de  i  {quel 
que  soit  l  dans  l  intervalle  a<C  l  =  b,  lorsque  n  grandit  indéfi- 
niment, la  limite  G  étant  atteinte  uniformément  dans  tout 
intervalle  a ^  /£  b  pourvu  que  a  ^  a  ( 1  ). 

On  se  propose  de  chercher  la  limite  de  1  lorsque  n  grandit 
indéfiniment. 

Les  hypothèses  à  faire  sur  /"(a)  pour  que  l'on  soit  assuré  de 
l'existence    de  liml  sont  de  nature  différente  selon    que  ©(a,  n) 

conserve  un  signe  constant  ou  peut  changer  de  signe  dans  a,  b. 
Nous  appellerons  noyau  de  l'intégrale  I  la  fonction  <s(a,  n). 

3.  Intégrales  à  noyau  positif.  — ■  Sous  ce  vocable  peut  s'en- 
tendre toute  intégrale  où  le  noyau  conserve  un  signe  constant. 

Dans  l'hypothèse  faite  sur  J,  I  tend  vers  la  limite  Gf(a--\-o) 
sous  la  seule  condition  que  f  soit  bornée  et  intégrable,  et  que 
f(a  -f-  o)  existe.  L'intégrale 


j   /(")'?(>,  n)dx, 


à  noyau  positif '  o  (a,  n),  converge  uniformément  vers  Gf(a  -f-  o) 
quel  que  soit  l  dans  a<</^6,  a  =z^  a,  lorsque  n  tend  vers 
l'infini. 

On  a,  en  effet, 

p  l  s,a-hZ  „l 

f    f(cc)  o(a,  n)  dcL  =    /  y(a)  cp(a,  /i)  t/a  h-   /       /"(a)  ce  (a.  n)  d%, 

£  étant  positif  et  arbitrairement  petit. 
Or, 

/       f(a.)<p(a.in)dz  =  p.l        ce  (  a ,  /i  )  a?a 


(')   On    pourrait    aussi  bien   supposer  que    c'est  b  qui  joue  le  rôle  de  valeur 
singulière  joué  par  a  dans  l'hypothèse  précédente,  c'est-à-dire  que 


rb 

I      9  (  a,  n  )  ds. 


J, 
«-  t 
tend  vers  Gj  pour  n  =  <x>   uniformément  quel  que  soit  /  dans 

pourvu  que  [à  <  6. 
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(ier  théorème  de  la  moyenne),  ku  étant  compris  entre  les  bornes  m 
et  M  de  f(a  ). 

De  plus,  quel  qae  soit/  dans  a^/^6,  on  a,  uniformément, 


Do 


f     o(a,  «)rfa  =  lim      /  cp(a,  rt  )  û?a  =  G. 

a  n  ~  °°  •  'a 


ne 


L'intégrale 


lini      /        <p(a,  n)  dct  =  0 
rj'  =    /        /(a)  ce  (a,  7i)  rfc 


converge  donc  vers  zéro  pour  /£  =  oo,  uniformément  dans  a£  /^  &. 
Quel  que  soit  s,  on  peut  choisir  N  indépendant  de  /  de  façon  que 
pour  n  >  IS  cette  intégrale  soit  <<  7),  r,  étant  un  nombre  positif  fixe 
arbitraire. 
D'autre  part, 

/a  +  £  «rt-t-S 

/(a)cp(a,  /i)  t/a  =  [a.[    /  <?(<*,  n)  du., 

J a 

•^  étant  compris  entre  les  bornes  m  et  M  de  /(a)  dans  (a,  a  +  e) 
extrémités  exclues,  et  puisque  f(a-\-o)  existe,  par  hypothèse,  on 
peut  choisir  £  assez  petit  pour  que 

jx,  =/(«.+  o )  -h  r,i  |  Y] ,  |  <  y] . 

Supposons  £  ainsi  choisi,  on  pourra  déterminer  N  de  façon  que 
pour  «  >  N  on  ait 

r=  /      /<»?(«>  «)«**    <  rn 
quel  que  soit  /  dans  a^l^b,  et 

/  tp(a,  71)  dcn  =  G  H-  r,2  |  tj2  |  <  '/). 

^  n 

On  aura  alors 

/    f(y.)  <p(a,  n  )dx  =  C/(a  +  o)  +  Gïii+/(a-fo)'r]2+  'riira  +  V- 
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La  différence 

/   /(*)?(*>  n)d%  —  G/(a  +  o) 
qui  est 

<GTj4-|/(a-iro)h-}-VH-ri 

pourra  donc  être  rendue  arbitrairement  petite  pourvu  que  n  soit 
assez  grand,  et  cela  uniformément  quel  que  soit  /  dans  (a,  b). 
Donc 

lim     /    f( a)  cp ( a,  n)  dz  =  G /( a  4-  o ) 

ra  =  ce   ,7 fl 

uniformément  dans  a £  £<  6,  a  >>  a. 
Si  l'on  avait  supposé  que 

rb 

converge  uniformément  vers  G<  quel  que  soit  /  dans  a*£lSfi 
(ô  <C  ^)j  la  limite  de 

eût  été  G,/(  b  —  o)  en  supposant  l'existence  de  f(b  —  o),  la  fonc- 
tion /(a)  étant  supposée  bornée. 

4.    Application.  —  Dans  les  applications  on  utilise  le  théorème 
précédent  de  la  façon  suivante. 
Prenons 

rb 

I  —    /     f(oc)o(y.  —  x,  n)  doc         ( b  >  o ), 

©(£,  /î)  étant  définie  et  positive  dans  — b^t^b  et  /  bornée  et 
intégrable.  I  est  alors  définie  pour  toute  valeur  de  x  dans  l'inter- 
valle o,  b.  Appelons-la  I  (x)  et  cherchons  la  limite  liml(^),  tétant 

choisi  fixe  dans  (ob).  On  pose  a  —  ^7  =  ^  et  il  vient 

/,  b —  x 
f(t  -hx)o(t,  n)dt 
-  —  .*• 

/O  „  b  —  x 

f(t-]-£c)(o(t,  n)  dt  -+-  /  f(t-±-x)y(t,  n)dt. 
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L'hypothèse  est  ici  que 

1  i  111      /     v(a,  11)  da.  =  G  =  - 

n  =  00  ,  /  0  2 

uniformément  pour  a<  /<  &  quel  que  soit  a)>oet  de  plus 

lim      /      ©(a,  «.)  aa  =  Gi  = — 

uniformément  pour  a  <  A  ^  6  quel  que  soit  a  >>  o. 

Choisissons  a?  quelconque  entre  o  et  6  (o  <C  #  <  b). 
Le  terme 

/     f(t-\-x)o{t,  n)  dt 

tend  pour  7i  =  ce  vers 

-/(•*  —  °) 

et  cela  uniformément  pour  <x^x^  [3,  a  >>  o,  J3  =  &,  à  condition  que 
f\x -\- t)  tende  uniformément  (')  i^ers  y'(# —  o)  <ia/is  Vinter- 
valle  précédent  quand  t  tend  vers  zéro  par  valeurs  négatives. 
Le  terme 

'  J(t  -+-  x)o(t,  n)dt 

o 

tend  \ers-  f(x  H-  o),  et  uniformément  pour  a^  a?  £  |3,  a >  o,  p  <<  6, 


(x  )  Dans  tout  intervalle  où  /  {x)  est  continue,  f(x  —  o)=/(.r-ho)  ==  f(x) 
et  f(x -h  t)  tend  uniformément  vers  f(x)  quand  £  tend  vers  zéro  à  cause  de 
V uniformité  de  la  continuité. 

Mais  un  exemple  prouvera  que  ceci  n'a  pas  lieu  en  un  point  de  disconti- 
nuité de  première  es  père.  Prenons  f(x)  =  i  pour  x  >  oet/(.r)  =  —  i  pour  x  <  o. 
Le  point  x  =  o  est  un  point  de  discontinuité  de  première  espèce.  On  a  /(  x  +  t  )  =  i 
pour  a;>  —  t  et  f(x  -\-  t)  =  —  i   pour  x  <  —  t. 

De  plus, 

-  i   pour  x  S  o, 
i   pour  a;  >  o. 


■    v  (  =  —  i  pour  x  <  o,  (       JK  ;( 


Supposons  t  tendant  vers  zéro  par  valeurs   positives   tt>  £2>  t3>. .  .£„— >-o  et 
considérons  les   valeurs 

.T,  = -f  X«= 1  ■  •  ■  i  J?„  = 2  >  •  •  •  • 

'  2  "  2  '  2 

Il   est  clair  que  f(xn-\-  o  )  =  —  i    quel  que  soit  ra   puisque  xn<Z.o.  Il   est  clair 
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&i'f[x-\-  i)  tend  vers  f(x-\-  o)  uniformément  dans  l'intervalle  pré- 
cédent. 
Donc 

\'\m\(x  )  =  -  [f(x  -4-  o)  -h /(a?  —  o)] 

££  uniformément  pour  a  ^  #  ^  (3,  6  ]>  a  >  o,  &  >>  [j  >>  o,  à  co«- 
dition  que  f(x  +  0)  et  J\x  —  o)  existent  et  soient  atteintes  uni- 
formément dans  V intervalle  précédent  par  f(x-\-t)  quand  t 
tend  vers  zéro. 

Si  3?  =  o,  la  première  intégrale   étudiée   ci-dessus   est  nulle  et 
l'on  a     ' 

HmI(o)=  1/(4-0):      . 

Si  #  =  &,  c'est  la  deuxième  qui  est  nulle  et  l'on  a 

lim  1(6)  =  I /(&_<>). 

o.   Exemples.  —  i°  Prenons 

9  (  a,  rc  )  =  4  /  "  (1  —  a2  )"         (  o  £  a  £  1  ) . 


que 

/(*„  +  0=/(|)  =  +  ' 
quel  que  soit  n. 
Donc 

/(*?„+ O  —  /(^„+o)  =2. 

Dans  aucun  intervalle  —  a  <  x  <  -f  a  contenant  l'origine  f(x  -ht)  ne  peut 
tendre  uniformément  vers /(  a; -ho)  quand  £  tend  vers  zéro  par  valeurs  posi- 
tives. La  même  démonstration  se  répète  pour/(.2? —  o). 

La  convergence  de 

rb 

I      /(a)?  (a  —  x,n)dx 
'-  o 

vers 

1  [/(a?  +  o)+/(a:  — 0)] 

cesse  donc,  en  général,  d'être  uniforme  aux  points  de  discontinuité  de  première 
espèce  de  f(x). 
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L'intégrale 


I  =  l/~    /    /(a)(i  — a*)*rfa  (o</l-i) 


•est  singulière  et  à  noyau  positif. 
On  a  ici 


n        2.4  •  •  .2/1 


y    n  3.5. ..(2/1  +  1) 


On  voit  d'ailleurs  aussitôt  que 

lfm  4-/-    /"    (1  —  a2)*da  =  o 


uniformément  pour  a  <<  l^  1 ,  a  ^>  o 

Donc 

/ 


lim 

^  =  00 


v/ïX" 


(1  —  a2)"  doc  —  Uni 


1/   r.  3.5... (; 


.  .271 

2  /i  -h  I  )  J 


D'après  la  formule  classique  de  Wallis  (  '  ), 

a*.  4*...  (2/1)*      . 


- 


im. 


-  (  2/1  4-  i;  =  - 
n=«>  J2.  >    •  •  .(2/1  -H  I)2  2 


(!)   L'intégrale    J    se   calcule  aisément    en    posant   a  =  sinç    par    les    formules 
classiques  de  réduction  pour 


cos'"cp  do. 


on  a 


r~        ,     ,       ,  2.4.,.2/î 

.A  3,3...2ft+I 


De  plus, 


cos2;i+l  ç   <-  C0S2"  ç    <  C0S2"-1  O  ; 


intégrant  de  o  à   - >   on  a 


.  4 . . .  2  n  3 . 5 . . .  (  2  n  —  1  )  1c        2 .  \ . . .  (  2  n  —  2  ) 


et 


donc 


3 . 5 . . .  (2  n  -+- 1  )  2 . 4 . . .  2  n        2        3 .5 . . .  (  2  n  —  1  ) 

1  2,.4a...(-a/i)a  _    .  2:  <-  _:!"-4"-  -.(a  ».)a       « 


11  -t-  1    32 . 5- . . .  (  >.  n  —  1  )'-'    "2     ""-  32 . 52 . . .  (  2  n  —  1  )-    a  //  ' 


24.42...(2/l)î 


2        3- .  5- . . .  (  2  n  —  1  )'-'  2  n  -+-  6 
ce  qui  donne  la  formule  de  Wallis. 


o<0<i, 
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Il  vient  alors 


lim  J  =  - 

-a,  2 


uniformément  dans  a  <C  l~i. 
Par  conséquent, 

P2»0)=  \J\    f  /(«)[i  —  («  —  xYYdoL, 

polynôme  en  x  de  degré  2n,  tendra  pour  ri  =  oo,  vers 

I  [/(a?  +  o)  +/(a?  —  o)] 

et  uniformément  pour  a  <^  ^  <C  |i  sous  la  condition  d'uniformité 
du  n°  4  pour  la  limite  de  f(x-\-  t).  En  tout  point  où  j\x)  est  con- 
tinue, la  limite  sera  f(x).  Nous  retrouverons  plus  loin  (Sec- 
tion VII)  cette  question  de  l'approximation  de  /(x)  continue, 
par  des  polynômes. 
2°  Prenons 

, -H»  n"2 

i  ■        —  ■ —  (a  —  x)' 

-    I  f(i)  e     * 


-,  -t-  oo  n- 

G  (  x  )  =  zr    /         /(aie     *  ' 

'2  v/tT  «7_  » 


Ici  on  aura 

„  l    _»2a2 
J  = —    je       *     rt'a. 

En  posant  —  z=z)'i  un  calcul  élémentaire  donne 

J  —  — —    /       e~y*'  dy         et  lim  J  ==  - 

\Jr.  J  o  "  =  °°  "2 

uniformément  quel  que  soit  /  dans  a^/<j3,  a  ]>  o,  quel  que 
soit  p  >>  o  fini;  /'(a)  étant  bornée  et  intégrable  dans  ( —  ce,  -j-oo), 
on  aura 

1  i  m  G  (  x  )  =  -  [f(  x  -+-  o  )  H  -  /(  j:  —  o  )  ] 

en  tout  point  où  y'(#-f-o)  etf(x —  o)  existent.  La  convergence 
est  uniforme  dans  tout  intervalle  fini  de  la  variable  x  où  les 
limites  J  (x -\- o)    et  f(x  —  o)    sont  atteintes  uniformément   par 

Les  limites  -f- oo  et  — -ce  de  G(x)  ne  sont  pas  gênantes,  car  on 
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c 


>  naa2 

/(a)e       4     dz 


est  arbitrairement  petit,  pourvu  que  /  soit  assez  grand,  et  tend 
vers  zéro  si  n  devient  infini. 

L'intégrale  G(x),  considérée  souvent  dans  la  théorie  de  la 
chaleur,  sera  reprise  dans  la  Section  111  du  présent  Chapitre. 

3°  Considérons  l'intégrale  classique  de  Poisson 

v  '  '        2  *JQ      /AT  }  1  —  2  /■  cos  (  i>  —  cp  )  h-  /•-     Y 
Le  rôle  de  <p(a,  /1)  sera  joué  ici  par  le  noyau  positif 
*[^  '1  =  '~7'    , — 7  (o  <  r  <  1). 


1  —  •ir  cos  ^  -h  r2 


Le  rôle  du  paramètre  n  sera  joué  ici  par  r  que  Von  va  faire 
tendre  vers  1 .  On  voit  aussitôt  que 

\       f  1  —  r2  1  f  1  -±-  r  h  ] 

—    /       — ■ ; -aà  =  —  arc  tanç     tanir  —  (o  <  h  <  -  ), 

2  ~  ,'Q        1  —  9.  r  COS  6  -f-  /'2       T  71  °  [  1  —  /•  °   2 

1 1  m /      - d'b  =  - 

r—\'i7:J0      1  —  :ir  cos 6  -f-  r2      '         2 

uniformément  pour  oc<  h  £  3,  o  <  a  <<  Ô  <<  tc. 
D'ailleurs 


^f 


1  —  ;-2 


: ,/       1  —  2/-  cos <J/  -h  /• 


^  =  -, 
'         ■> 


donc  la  limite  précédente  est  uniformément  atteinte  poura£  A  £71. 
De  même 


1      /  i  —  / 

lim  /       

,  -  1  2-    /     ,1  —  2/'  cos 


y  -t-  /"2  2 


dans  les  mêmes  conditions  que  précédemment.  Ici  encore 


G  =  G,  =  - 


PICARD.    —    T.    r. 
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On  aura  donc,  ©  étant  déterminé  et  fixe, 

iimI(?)=^[/(?+0)+/(cp-0)], 
r=  1  2 

/étant  bornée  et  intégrable,  en  tout  point  o  où/(o-f-o)  et  /'(  ©  —  o) 
existent. 

Nous  retrouverons  également  plus  loin  cette  intégrale  célèbre 
de  Poisson. 

6.  Intégrales  singulières  à  noyau  de  signe  variable.  — 
L'hypothèse  que  f(x)  est  bornée,  intégrable  et  possède  une 
limite/  (x  -}-  o)  ne  suffit  pas  ici  à  affirmer  la  convergence  de 


1  =  /  /O ).<pK  n)d*. 


Mais  supposons  que  /(a)  soit,  dans  a  <<  a  <  /;,   une  fonction 
bornée,  à  variation  bornée.  On  va  démontrer  que,  si 


nui 

72  =   00 


J  =    /     ç((x:  n)  dy. 


=  G     (i) 


uniformément  dans  a^  /^/>  quel  que  soit  a  >>  <:/,  alors 

li ni  I  =  G  f(  a  -+-  o), 

n  =  oo 

dans  les  conditions   d'uniformité  qui  précèdent. 

/  étant  à  variation  bornée  est  la  différence  de  deux  fonctions 
monotones  (2)  (voir,  ce  volume,  Chap.  I,  n°  I  ï).  Chacune  de  ces 
deux  fonctions  aura  donc  une  valeur  limite,  quand  a  tend  vers  a 
par  valeurs  supérieures;  f(a-\-o)  existe  donc  et  il  suffira  de 
démontrer  le  théorème  précédent  pour  une  fonction /(a),  bornée, 


(')  On  suppose,  bien  entendu,  (J|  bornée  supérieurement  par  un  nombre  B 
indépendant  de  /  et  de  n. 

(2)  Si  f{a)  —  ,/i(a) — /2  (  a),  on  peut  toujours  supposer  f\  et  f2  décroissantes  : 
car  si/,  et  f2  sont  croissantes,  ( — fy)  et  (  —  f2  )  sont  décroissantes  et  l'on  a 

/(«)  =  [-/a(«)]-L-/,(«)l. 
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décroissante,  pour  l'étendre  aussitôt  à  la  différence  de  deux  telles 
Tondions,  et,  par  suite,  à  toute  fonction  à  variation  bornée. 

Posons 

/W=/(a  +  o)  +  F(a). 

On  aura  F(« -(- o)  =  o,  F  sera  décroissante. 
Or, 

I  =  f(a  -+-  o)   /     <p(a,  n)  dy.  -+-   I     ©(a,  n)  F(a  )  dy. 

J  a  J  a 

Lorsque  n  =  oo,  le  premier  terme  a  pour  limite  G/  (a  -f-  o) . 
Pour  le  deuxième  on  a 

s*  l  „  a-\-Z  ~l 

I     cp(a,  n)  F  (a.)  da  =  f  F  (a.)  ®(  a.,  n)  dx  -h  I        F  (a)  ç(a,  n)  di: 

y  a  ^  a  */  a  4-  S 

Le  deuxième  théorème  de  la  moyenne  donne,  F(a)  étant  décrois- 
sante, 

F  (on)  cp(a,  n)  d% 

a 

=  F  (  a  -\-  o)   I  cp  (  a,  n)  dy.  -+-  F  (a  -h  s  —  o)/  w(ct,  n)  dx 

(o<Ç<e;, 
/        F(a)  cp(a,  n)  rfa 

^  rt  -H  £ 

/rt-t-Ç'  •,  / 

cp(a,  n)  ofa  -h  F(/  —  o)   /         <p(a,  n)  da 

(a  +  e<Ç'</). 

Or  F(a-f-o)=o.  On  peut  choisir  =;  positif  assez  petit  pour 
que  F  (  a  -+-  i  —  o)  =  F(a  +  o)  —  v^ ,  =  — -  r, , ,  t\ ,  <7)  (  7)  donné 
a  priori  arbitrairement,  petit).  Gela  est  évident  puisque  Km  F  (a) 

a  =  o 

existe  et  =  F(a  -f-o)  =  o.  % 

L'intégrale    /     <p(a,  ri)  dv.  est  bornée  quels  que  soient  a  et  [j  dans 

I  a,  6),  extrémités  comprises,  et  quelque  soit  />.  Soit  M  une  borne 
supérieure  de  sa  valeur  absolue.  En  particulier, 


f  cp(a,  /?.)^a 


•--. 


M. 
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£  étant  choisi  comme  on  l'a  dit  précédemment,  on  pourra  choisir 
N  assez  grand  pour  que  //  ^>  N  entraîne  f 

cp(a,  n)  dy. 

a  +£ 

J'        ■    ®(y<  n)  dy 


<n 


Il  est  visible  dès  lors  que  des  quatre   termes  en  lesquels  on  a 
décomposé 

/     cp(a,  n)  F  (a)  dy, 

J a 

le  premier  est  nul;  le  deuxième 

©(a,  n)  dy 

est  en  module  <C  Mv]  ;  le  troisième 


et  le  quatrième 


F  (a  -h  s  +  o)   /  v(y,  n  )  dix 


<7 +  £ 


F(/ 


o)  /         cp(a,  ai 


)  dy 


sont  en  module  <^M,7),  M{  désignant  une  borne  supérieure  de 
F(a)  dans  (a,  b).  On  peut  donc  choisir  N  assez  grand  pour  que 
n  ^>  N  entraîne  que 


1 —/(«-+- P)  /    ?  («,  ») 


<ia 


soit  arbitrairement  petit  [<(M  +  2M,)r,],  quel  que  soit  /  dans 
a^  /<  6,  y.^>  a.  Il  en  résulte 

lim  I  =  Gf(a  +  o) 


uniformément  dans  a^  /<  6,  c/.^>  a. 

Remarque.    —   Si,   au    voisinage    d'un  point   a^#,    la    fonc- 
tion /(a),  bornée,  cessait  d'être  à  variation  bornée,  on  écrirait 


I     +1  .  +.k 


-f- 
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La  première  intégrale  tendrait  vers  G/'(a  +  o),  e  pourrait  être 
choisi  assez  petit,  pour  que  la  deuxième  soit  arbitrairement  pelite 
et  la  troisième  tendrait  vers  zéro.  Le  théorème  subsisterait  et  il 
subsiste  encore  pour  /(a)  cessant  d'être  à  variation  bornée  en  un 
nombre  fini  de  points  compris  entre  a  et  b  ou  en  une  infinité  de 
points  se  laissant  enclore  dans  des  intervalles  dont  la  longueur 
totale  soit  arbitrairement  petite  (ensemble  de  mesure  nulle)  à 
condition  que  ces  intervalles  laissent  le  point  a  à  l'extérieur. 

7.  Si  l'on  suppose  que 

Jr h  /?  ° 

cp(a,  n)  du      et        /      o(a,  n)da. 
0  «/-  le 

ont  une  même  limite  G  (ce   qui  se  produit  dans  les  applications 
usuelles)  pour  n  =  oc,  on  considérera  comme  plus  haut 

I'(a?)  =   /     y*( a)  cp(a  —  x,  n)  du 

y.  0  ~b  —  x 

—   !     f(x  ■+-  0  ?(*>  n)  dt -+-   I  f(x-{-t)v(t,  n)dt, 

'    —x  J(j 

et  l'on  aura 

lim  I(a?)  =  G [f(x  -h  o) -\- f(x  —  o)] 

n  =  00 

en  raisonnant  comme  au  n°  4.  La  convergence  sera  uniforme  dans 

tout  intervalle  a<.r<3  (  )    où   les  limites   f(x-+-o)   et 

~r   \6>P>o/ 

/'(a?  —  o)  sont  atteintes  uniformément  pary(#-|-  t). 

8.  Exemples.  —  i°  Prenons  le  noyau 

sin/ia 

o(a,   il)  =  > 

a 

on  a  l'intégrale  (dite  quelquefois  intégrale  de.  Fourier) 

ux)  =  i=  r'f(*)*inn(*-*>d*      (r  o). 

Ici 

r   si  n  n  y.    . 
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et  l'on  voit  par  un  calcul  classique  que 


lim  J  =  -       (l) 

n  —  <x>  '£■ 


uniformément  pour  a  <  /  <  (3,  a  et  [j  >  o  arbitraires. 
De  même 


~  0   • 

/      s  1  n  n  a    . 
J  =    /      av. 

J-l       a 


a  pour  limité-  (voir  le  présent  Volume,  Chap.   I,   n°  28).   Donc 

liml<»  =  -\f(oc-^o)^-f{x  —  o)] 


pour  toute /(a)  à  variation  bornée  dans  l'intervalle  (o,  b). 
20  Prenons 

ti     \         C'1  r,    N  sinn(a  — a?) 

y       J      ^  su)  (a  —  a?) 

(a£/^[3,  6<a<Tr,  o<P<t:) 


correspondant  au  nojau 


sin/^a 

<p(a,  7i)  = 


sina 


sin7ia 


(intégrale  de  Dirichlet), 

On  voit  aussitôt  que  —     -  est  à  variation  bornée  dans  tout  inter- 
valle fini;  on  pourra  donc  considérer  que 

1  vt    Nsin/i(a  —  x) 

vKx  )  =   1      F (a) 

•  0 
en  posant 


r/     x         C    u  /    \  sin/i(a 

IO)=/      F(a)— — ^ û?a 

./  (a  — a?) 


F(a)=/(a)-^ — , 

v    7       ^  sm(a  —  a-j 


et  h  étant  dans  a<A^  (3,  F(a)  est  à  variation  bornée  comme  </(^-) 

puisque  -: : — —  est  à  variation  bornée;  ainsi  considérée,  \(x)  pro- 

1        n       sin(a  —  x)  v    /r 

1                     sin/ia        ,  ,.  ,    !  d  i  ,     ,  1 

vient  du  noyau qu  on  a  étudie  dans  1  exemple  précèdent. 


(  '  )  On  pose  n  a  =  y,         J  ==     /        - — —  dy,  lim  J  =   /  dx  =  - 

J0  7  J0  x  2 
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Donc 

1  i  m  I  (  o  )  =  -  F  (  -+-  o  )  =  -  /(  -4-  o  ) 

puisque  -: —  tend  vers  i. 
1  l         sina 

Ceci  suppose  h  ^  o  et  ^é  iz. 
Si  k  =  -,  on  voit  que 

iiml(o)=  ^[/(+o)-t-/(7c-o)] 

en  posant 

rl          sirwia               rn  /(a)  sinraa   _  ' 
1 1  o  )  =    /      /(a)  — rfa  -H    /  . aa, 


et,  taisant  dans  la  seconde,  le  changement  de  variable  a  =  TC —  0. 
On  voit  en  général  que 

/•'  sin/i(a—  ^) 

1 1  .r  )  =    /     /(a)  — — d% 

J0  sm(a  —  x) 

aura  pour  limite 

'-[f(x  +  .))  +  /(a7  —  O)] 

si  y  est  à  variation  bornée,  pour  tout  a?  compris  entre  o  et  tc,  et 
pour  tout  A  tel  que  o  <     A  <  tu. 


II.  —  Série  de  Fourier.  Convergence  et  convergence  uniforme. 
Ordre  des  coefficients  dans  l'hypothèse  d'une  fonction 
à  variation  bornée.  Singularité  de  la  série  de  Fourier 
,  autour  d'un  point  de  discontinuité  de  première  espèce. 
Phénomène  de  Du  Bois-Reymond  et  Gibbs.  Singula- 
rités possibles  de  la  série  de  Fourier  d'une  fonction 
continue,  non  à  variation  bornée. 

9.  Certaines  séries  trigonométriques  paraissent  avoir  été  consi- 
dérées pour  la  première  fois  par  Daniel  Bernoulli,  à  propos  du 
problème  des  cordes  vibrantes.  Euler  a  le  premier  indiqué  le  pro- 
cédé de  détermination  des  coefficients  d'une  série  trigonométrique. 

Dans  un  Mémoire  de  1777,  publié  dans  les  Acta  nova  Acad. 
Scient.  Petrop.,  t.  \l,  [798,  Euler  dit  incidemment  que,  si  l'on 
a  le  développement  valable  entre  o  et  27c, 

m  =  » 
(i)    f(x)  =  cio-t-    7    {dm  co&mx  -+-  bm  sinmx)        (m  entier  positif), 

m  —  l 
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les  a  et  les  h  étant  des  constantes,  développement  auquel  on 
donne  le  nom  de  série  Irigonométrique,  on  pourra  déterminer 
les  coefficients  de  la  manière  suivante.  Remarquons  d'abord  que 
l'on  a 


2  7T 

sin  m  x  sin  nx  dx  =  o,  si   m^ri] 

2  71 

cosmx  slnnxdx  =  o.         même  si  m  =  n\ 


/•.  2  7T 

J        cosmx  cosnx  dx  =  o.         si   /??  7^  /*  ; 

r.  2  71  ~  2  7Ï  «H 

/       cos2  mxdx  =   l        sin2  ma?  dx  =  tx  et  /       dx  —  iiz. 

Multiplions  maintenant  les  deux  membres  du  développement  (i), 
dans  lequel  on  remplace  a?  par  a,  par  cosm  a  a?a,  et  intégrons  entre  o 
et  2  tt  ;  on  trouve 

(2  7: 
f(  y.)  cosm*  doc. 

De  la  même  manière,  en  multipliant  par  sin/wada,  oh  trouve 
bm=.  —    I        /(«)  sinmar/a; 


enfin,  pour  m  =  o,  on  a 


2  7t 

«r0=  -        /       f(y.)dy.. 


Les  séries  (i),  où  les  coefficients  sont  exprimés  par  la  loi  précé- 
dente, sont  généralement  désignées  sous  le  nom  de  séries  de  Fou- 
rier.  Ce  grand  géomètre  a,  en  effet,  montré  dans  sa  Théorie  de  la 
chaleur  leur  extrême  importance  en  Analyse;  il  a  le  premier  osé 
affirmer  que  toute  fonction  pouvait  être  représentée  par  un  déve- 
loppement de  ce  genre,  valable  entre  o  et  2tî,  et  qu'un  même  déve- 
loppement pouvait,  entre  ces  limites,  représenter  des  fonctions 
que  l'on  considérait  comme  distinctes,  cest-à-dire  représentées  gra- 
phiquement par  des  arcs  de  courbes  différentes.  Il  y  a  plus,  Fou- 
rier,  sans  traiter  cette  question  d'une  manière  absolument  rigou- 
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reuse,  a  trouvé  les  véritables  bases  de  la  théorie  (1  )  développée  par 
Dirichlet  dans  son  célèbre  Mémoire  (-). 

10.  Si  l'on  se  reporte  au  Chapitre  précédent  sur  les  séries  uni- 
formément convergentes,  une  objection  immédiate  se  présente  rela- 
tive à  la  détermination  des  coefficients.  Celle-ci  n'est  rigoureuse 
<[iie  si  la  série  (i)  est  supposée  uniformément  convergente  entre  o 
et  •>.-.  Ne  nous  préoccupons  pas,  pour  le  moment,  de  cette  objec- 
tion et,  prenant  les  coefficients  tels  qu'ils  ont  été  déterminés, 
cherchons  si  la  série  ainsi  obtenue  est  convergente  et  repré- 
sente/'(.r). 

La  somme  Sm  des  m  -f-  i  premiers  termes  de  la  série  peut  s'écrire 

S/M  =  —    /  h  cos (  y.  —  x)  +.. . . H-  cos m(y.  —  x)    f(  a  )  cly.  ; 

le  terme  général  est,  en  effet, 

i  rTL  .       .  r   r27: 

—    /       f  (y.)  [cos  p  y.  cospx -h  s\np  y.  s\npx)  dot  =  —    I        cos/?(a  —  x)f(ot)dx. 

La  somme 

h  cos  (a  —  x)  -f-. .  .-f-  cosm(a  —  x) 

•2 

est  facile  à  évaluer;  elle  est  égale  à 

fy.  —  x 
(  2  m  -4- 1) 


a  —  x 
•>.  SI  il 


comme  on  le  voit  de  suite  en  remplaçant  les  cosinus  par  leurs 
valeurs  en  fonction  d'exponentielles.  Nous  avons  donc 


sm 


"                      a  —  xl 
(  2  m  -h  I  ) ; 

i/(a)rfa 


.     y.  —  x 
2  sin 


(1)  Voir  en  particulier,  clans  la  Théorie  analytique  de  la  chaleur,  de  Fou- 
rier,  le  Chapitre  IX  et  la  Note  de  M.  Darboux,  à  la  page  :>ii  de  son  édition  de  cet 
Ouvrage. 

(2)  Journal  de  Crclle,  t.  i,  1829. 
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a  —  x 


ou,  en  posant 

X 

\      C        ~  «in(  2  m  -h  1  )y    ,,  N    7 

Sm=  -   I  -— i  J(x  +  i*()d-(. 

*•"  ,7'  ' 

2 

Nous  devons  chercher  si  Sm  a  une  limite  quand  m  augmente 
indéfiniment.  Si  cette  limite  existe,  ce  sera  la  somme  de  la  série  de 
Fourier  de  f{%). 

Nous  allons  démontrer  l'existence  de  cette  limite  sous  l'hypo- 
thèse, due  à  Jordan,  que  f(x)  est  cà  variation  bornée  dans  (o,  aie). 
Cette  hypothèse  est  moins  restrictive  que  les  hypothèses  dites  con- 
ditions de  Dirichlet,  sous  lesquelles  Dirichlet  démontre  la  con- 
vergence de  la  série  de  Fourier.  (On  trouvera  dans  les  deux  pre- 
mières éditions  du  présent  Volume  l'étude  de  la  série  de  Fourier 
d'après  Dirichlet.) 

11.   Si  o  <  x  <C  2  tu,  on  a 

1     r°  sin(2m-4-  î  )7 

S m  =         -     /  /(a?  "H  27)  : Lch 

7T      /  S 1 11  Y 


7T 


^O 


*•                    sin(2m  +  i)Y    , 
/( x  +  2  T  ) I77T3 rfï  • 


siny 


En  vertu  des  propriétés  de  l'intégrale  singulière  à  noyau 
cs(y,   /&)  =  sirmT  étudiée  au  n°  8  (exemple  2),   la  première  inté- 

grale  tendra   vers  -  f(x —  o)    et   la    deuxième  vers  -  J(%-\-°) 
puisque  -  et  tc  —  -  sont  entre  o  et  tc.  Sm  tendra  donc  vers 

i[/(a7-ho)  -+-/<>  —  o)]. 

Il  suffit  pour  cela  que/(x)  so/£  à  variation  bornée  dans  l'inter- 
valle (o,  2TC). 

Et  l'on  sera  sûr  en  vertu  de  la  remarque  faite  au  n°  1  (note  1) 
que  dans  tout  intervalle  où  f(x)  est  continue,  Sm  tend  unifor- 
mément vers  f  (x)  =  -  [f(x  -f-o)  -\-f(x  —  o  )]. 
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Pour  ./'  =  o,  on  a 


7T 


i     r"  s\n(im  •+•  i  )y   , 


s  i  n  y 


et  l'on  a  vu  au  n°  8  (exemple  2)  que 

Km  S/„=^[/(  +  <>)+/(-2--o)]. 

On  ramènerait  d'ailleurs  au  cas  précédent  en  décomposant  (o,  tc) 
en  deux  intervalles  (o,  A),  (A,  tï)  : 


1     Cl  siiï(2m 

sm=-J   /,2T)-  -j- 


slïïiim  -h  1  ) y 


d- 


1      /*     ..  sini  2m  +  i)y 


■T  '       ««/a    "       "  sinY 

et  la  deuxième  intégrale  devient,  en  posant  y  =  -k  — a, 


û?Y, 


,  TC—  // 


1      /*           ...                   ,  sm(  im  H-  1  )a 
—    /  /  (  2  7:  —  2a) -  aa 


si  11  a 


dont  la  limite  est-/(27r —  o),  la  limite  de  la  première  étant -/(  4-0). 
Pour  x  =  2TC,  on  aurait  encore 


lim  S/«=  -[/(-H0)-f-/(;27r  —  o)]. 

///  =  »  2 

Ainsi  soit,  par  exemple,  une  fonction  f(x)  représentée  par  la 

Fig.  23. 


F 

c 

E 

-— 

B 

D 

3 

[i  -ire  X 


figure  2.3;  on  suppose  que  la  courbe 

y=f(x) 
corresponde   à  l'arc   continu    AB,   X  étant  compris  entre  o   el    a 


284  EQUATION    DE    L4PLACE.    —    DÉVELOPPEMENTS    EN   SÉRIES. 


puis  à  l'arc  CD,  x  variant  entre  a  et  (3,  et  enfin  à  l'arc  EF  entre  fi 

et  2TC. 

Pour  toute  valeur  de  #  distincte  de  o,  a,  [j,  2-,  la  série  trigo- 
nométrique  représentera  l'ordonnée  correspondante  de  la  courbe. 
Pour  x  =  a,  que  représentera  la  série  trigonométrique?  Ce  ne 
sera  ni  aB,  ni  aC,  mais  leur  demi-somme,  car  on  a   évidemment 

/(a  —  o  )  =  a  B ,  /(  a  -h  o  )  =  a  G . 

Supposons  maintenant  x  =  o  ou  2ir,  ce  qui  doit  donner  néces- 
sairement le  même  résultat.  La  somme  de  la  série  de  Fourier 
sera 

-  [ÔÂ-t-8F]. 

Ce  cas  est  à  considérer,  en  quelque  sorte,  comme  un  cas  de  dis- 
continuité. Si  l'on  enroule,  en  effet,  la  figure  sur  un  cylindre,  la 
longueur  (o,  2tc)  devenant  une  circonférence,  rien  ne  distinguera 
plus  le  passage  brusque  de  A  à  F  des  autres  discontinuités  de  la 
fonction. 

12.   Prenons  quelques  exemples.  Supposons  que  f(x)  se  réduise 

à  —  •  On  aura 
2 

«0  ~    -9 


1 


9  7^ 


i      r-71                x              r     x  sinma?\21c        1     f       smmx 
a in  =  —    !        cos  mx  —  dx  —  — /         — 7— —  ax, 


par  conséquent  am=  o,  m  y^  o. 
Pour  6//n  on  aura 


bm=        I        sinmx  —  dx 

T.  .  L  2 


J/t  -  èl. 
sin 
0 

1     /  cosmx\-'!Z         1       r~T*  cosmx        __    _i_ 

Nous  aurons  donc,  pour  x  compris  entre  o  et  271, 

en        t.         siiiir        sin2^  sinmrr 

7  "  ~  T  1  •>  m 


SÉRIES   TRIGOINOMÉTRIQUES.  2bD 

Pour  x  =  o,   le   second   membre  est   égala-,  qui  est  bien    la 
moyenne  entre  les  valeurs  de  -  pour  x  =  o  et  x  —  2tz. 


m 


Prenons  un  exemple  de  fonction  présentant  une  discontinuité. 
Imaginons   qu'une   fonction   soit  égale  à  -  de  o  à  tt  et  à —  ~  de  tu 

o  1  °  4  4 

à  2  t..  On  aura  ici 

>  r       ,••'/■'" 

am-.—  —    I      cos  mx  dx — -    /        cosmx  dx  =  o, 
et  ce  résultat  est  valable  aussi  pour  m  ==  o.  D'autre  part, 

J>.  TC                                               t          ,,271 
'      sinmx  dx /        s'mmx  dx  = (i  —  cosmiz): 
o                                4^7i                                  '2m 

donc  pour  m  pair,  bm=o;  pour  7?i  impair,  bm  =  —  •  Le  dévelop- 
pement cherché  est  donc 

sin.r        sh\3x        si  n  5x 


Pour  a?  =  tt,  point  de  discontinuité,  la  somme  de  la  série  est  nulle  ; 
c'est  bien  la  demi-somme  des  deux  valeurs  correspondantes  de  la 
fonction. 

13.  Remarques.  —  i°  Bien  entendu,  dans  tout  ce  qui  précède  on 
a  supposé  que  x  recevait  une  valeur  fixe  dans  Sw,  puis  que  m  gran- 
dissait indéfiniment.  La  limite  de  Sw  est  alors  /( x)  en  tout  point  où 

f(x)  est  continue  et  -  [f{oc-\-o)  -\-f(x — o)]  en  tout  point  de 
discontinuité  de  première  espèce  (une  fonction  à  variation  bornée 
étant  différence  de  deux  fonctions  croissantes  n'a  comme  point  de 
discontinuité  que  des  points  de  première  espèce). 

Nous  verrons  plus  loin  (Phénomène  de  Du  Bois-Rejmond  et 
Gibbs),  que,  a  étant  un  point  de  discontinuité  de/(#),  si  l'on  fait 
tendre  simultanément  x  vers  x  et  m  vers  oo,  suivant  une  loi  con- 
venable, Sm  peut  tendre  vers  toute  valeur  comprise  entre  f(œ  —  o) 
et  /(  x-\-  o). 

2°  Le  résultat  trouvé  pour  la  limite  de  Sw  est  encore  valable  si 
f(x)  bornée  cesse  d'être  à  variation  bornée  au  voisinage  d'un 
ensemble  de  points  situés  dans  (o,  27t),  pouvant  être  enclos  dans 
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des  intervalles  de  longueur  totale  arbitrairement  petite  (ensemble 
de  mesure  nulle),  et  à  condition  que  x  soit  choisi  différent  des 
points  de  cet  ensemble  [voir  la  remarque  du  n°  7,  présent  Cha- 
pitre). 

3"  Nous  avons  vu  que  S,„  convergeait  uniformément  vers  f(x) 
dans  tout  intervalle  où  f(x)  est  continue.  On  a  fait  remarquer 
(note  i  du  n°  4)  que  l'uniformité  de  la  convergence  cessait  en  un 
point  de  discontinuité  de  première  espèce  de  f(x)  pour  les  inté- 
grales singulières  et  en  particulier  pour  Sm.  Ceci  est  d'ailleurs  évi- 
dent d'après  le  théorème  sur  les  séries  uniformément  convergentes 
de  fondions  continues.  Chaque  terme  de  la  série  de  Fourier  étant 
une  fonction  continue  de  #,  la  somme  delà  série  f(x)  est  continue 
dans  tout  intervalle  où  la  convergence  est  uniforme.  11  est  donc 
bien  impossible  que  la  convergence  soit  uniforme  dans  un  inter- 
valle contenant  un  point  de  discontinuité  de  f(oc). 

14.  Ordre  de  grandeur  des  coefficients  de  la  série  de  Fou- 
rier aV une  fonction  à  variation  bornée.  —  Pour  abréger  le  dis- 
cours, ces  coefficients,  am  et  bm  s'appelleront  coefficients  de  Fou- 
rier def(x). 


On  a 


i    r 

am  =  —    /       f(x)  cos  mx  dx, 
'w  *>  o 

b,n——    I       f(x)s\nmxdx, 

kJ0 


f(x)  étant  à  variation  bornée  peut  s'écrire  f(x)  =f\  (oc)  — f2(x). 
fi  et f  o  étant  décroissantes.  On  a  alors,  en  appliquant  le  deuxième 
théorème  de  la  moyenne, 


i     r271 

—    /       fl(cc)cosmxdx 

•■  o 

i  r-  i  r277 

=  -  f(  -h  o)   I      cos  m  x  dx  H fii^T.  —  o)  /        cos  m  x  dx 

71  J0  ~  J* 


f\(-+-°)   sinm£        /i(2t: —  o)   sinm£         X 

il  m  t.  m  m 


XI  étant,  quel  que  soit  /?z,  inférieur  à  un  nombre  positif  fixe. 
On  aura  des  égalités  analogues  pour/'o  et  en  faisant  la  différence 
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ou  verra  que  am  et  b„,  seront  de  la  forme  — —  et  — ->  1A„J  et  |BTO| 

1  m  m      '         '         '        ' 

étant  inférieurs  à  un  nombre  positif  fixe  II  : 

\am\  )        H 
|  b'm\  )     '  m' 

H  ne  dépend  que  de  la  borne  supérieure  de  la  variation  de  f(x) 
dans  (o,  2it). 

Les  coefficients  de  Fourier  sont  ici  de  Tordre  de  grandeur  de 

—  La  série  de  Fourier  dune  fonction  à  variation  bornée  con- 
m 

verge  donc  en  général,  à  cause  des  changements  de  signe  de  ses 
termes,  plutôt  que  par  la  rapidité  de  décroissance  de  ces  termes, 
en  valeur  absolue. 


lo.  Si  la  fonction  f{x)  n'est  plus  supposée  à  variation  bornée, 
mais  seulement  bornée  et  intégrable,  le  développement  de  Fou- 
rier peut  ne  pas  converger,  ainsi  qu'on  le  verra  plus  loin.  Mais  il 
est  remarquable,  ainsi  que  l'a  montré  Riemann,  que  les  coefficients 
de  Fourier  am  et  bm  tendent  néanmoins  vers  zéro,  quand  ni 
grandit  indéfiniment. 

Considérons,  par  exemple, 

r27t 
j\x)  sin  nx  dx. 

et  rappelons  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  fonc- 
tion bornée  f(x)  ait  une  intégrale,  au  sens  de  Riemann. 

Procédant  comme  au  n°  2  du  Chapitre  I,   divisons   l'intervalle 

(o,  2u)  en  intervalles  partiels  o,,  ô2,  . .  .,  op,  et  supposons  que  dans 

chaque  intervalle  8/  la  borne  supérieure  et  la  borne  inférieure  de 

f(x)  soient   M;   et    mi  :   l'oscillation   A/   de  f  dans    ô/  est   alors 

A,-=M/  —  nii.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 

les  sommes 

p 

i 

/' 


=  2j  fni$i 
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aient  une  limite   unique,   qui  sera  par  définition   l'intégrale 

p 
de  /(#),  c'est  que  S  —  s  =  VA;  o;  te/ide  t>  ers  zéro  quand  p  aug- 

i 
mente  indéfiniment^  la  largeur  des  ô;  tendant  vers  zéro. 

Divisons  ici  (o,27t)  en  rc  parties  égales,  et  considérons  l'un  des 
intervalles  partiels 

["*.«,  (*  +  l)3l]; 

l_        Al  Al    J 


son  milieu  est  le  point/  A"  -j-   -  j 

Dans  la  partie  \k  —  ,  (k  -h  M~    »  sin-/ï#  est  positif  et  dans  le 

reste  de  l'intervalle  s'mnx  <  o.  Soient  M*  et  m/,  les  bornes  supé- 
rieure et  inférieure  de  /dans  l'intervalle 


.    2  7T  2  71 

A-  —  ,    ^:  +  i   — 

Al  11 


Dans  la  première  moitié  de  cet  intervalle,  on  aura 


-?.  rt%k An/, 


2  '     n 


si  il  ai  j?  dx 


27T 


-     /  f(x)sinnxdx^. — -    / 


/         1  \    2  7t 
2  /     n 


S  i  11  Al  X  Û?X  = 


2  M/, 


Al  7C 


t/      2TT 


/.   ■ 


Au  contraire,  dans  la  deuxième  moitié  de  l'intervalle,  on  aura 


(/.•+ 1) 


_i^±^l    f  f(x)s\nnxdx^ 


•i  J    n 


i  m  fi 


11- 


additionnant  membre  à  membre  ces  inégalités  on  aura,  en  posant 
A*  =  Ma—  mh  (A*  est  positif), 


271 
(A- -j-1)  — 


2  A/,    .    I 


AIT 


7  ^      9^/. 

f{  x)  sin Ai.r  «3?  S 

'  V       y  Al" 
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En  considérant  l'inégalité  évidente 
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n  —  1 


IM*2 


/ï=0 


(*+l) 


27T 


"•^s 


/"(a:)  sin/ia?  t&r 


/i-  1 
*  =  o 


2  A/, 

n  7: 


qui  peut  s  écrire  encore 


71—1 


M<-LYa  ^ 

T.-  JmU  11 


k  =  0 


on  voit  que  la  somme  ^A*  — "  nest  autre  ({ne  la  somme  / 1  A^  Q/v 
relative  à  la  fonction  j \x)  et  à  la  division  de  (0,27c)  en  n  parties 
égales.  f{x)  étant  intégrable,  cette  somme  tend  vers  zéro,  il 
en  est  donc  de  même  de  bn. 

La  démonstration  serait  la  même  pour  an. 

Les  coefficients  de  Fourier  au,  Z>„,  d'une  fonction  bornéer 
intégrable,  tendent  vers  zéro  avec  -• 

16.  Allure  de  la  série  de  Fourier  au  voisinage  d  un  point 
de  discontinuité.  Phénomène  de  Du  Bois-Reymond  et  Gibbs. 

Nous  allons,  sur  un  exemple,  étudier  l'allure  de  la  série  de  Fou- 
rier au  voisinage  d'un  point  de  discontinuité,  de  façon  à  mettre  en 
lumière,  la  non-uniformité  de  la  convergence  dans  tout  intervalle 
contenant  ce  point  de  discontinuité. 

Considérons  le  développement  de  la  fonction  périodique  de 
période  27c  qui  prend  les  mêmes  valeurs  que  dans  l'inter- 
valle (o,  2tc)  (').  On  a 


K 


X 


sina? 


sin  ix 


en  posant 


1  2 

Sn(ar)-h  R„(>) 


S,,(x)  = 


SII1.T 


sin  ix 


sin  nx 
n 


sin  nx 


n 


On  sait  que  S„  tend  uniformément  vers  — ■ —  dans  l'intervalle 


(l)   C'est  l'exemple  même  de   Gibbs.    Voir  la   leltre  de  J.  Willard  Gibbs,  dans 
le  journal  anglais  Nature,  1899,  vol.  59,  p.  606. 


PICARD.  —  t.   1. 
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(+  e,  27ï  —  e)  quelque  petit  que  soit  s  positif.  Etudions  Srt  lorsque 
n  grandit  indéfiniment  et  x   tend   vers    zéro    par   valeurs  conve- 
vables. 
On  a 

Sn(x)  =    /      (cosoc  -+■  cosza  -+-. .  .-1-  cos/ia)  dy. 

,     5in("H-;)ot] 


X 


2  sin  - 
2 


I 


di 


=-7-r 


r  sin  |/H )  a 


o?a, 


•2  sin 


et,  à  cause  de 


7T  X 


=  S7I(j?)  H-Rn(j;),  on  a 


R 


r  sin  (  h  h —  )a 


«(#)  = /      

^o  2  sin  - 


«?a. 


Les  variations  de  Rn  avec  #,  71  étant  supposé  fixe,  sont  faciles  à 
suivre,  car  la  dérivée 


R'„0)  =  - 


ses  racines  sont  les  points 


\  n  -\ )  x 

.     x 

2  sin  — 

2 


xk 


ikx 


2/1+1 


on  voit  aussitôt  que  les  points  x^  #3,  #5,  ...  correspondant  aux 
valeurs  impaires  de  k  sont  des  minima  pourRn(#),  tandis  que  les 
#2,  #4,  ^cî  •  •  •  sont  des  maxima  pour  R„(#). 

Une   légère  transformation    de    Rn(#)    va    substituer   à    l'inté- 
2  raie 


/ 


rsin  |  /H )  a 


dx 


.     a 

2  sin  — 

2 


l'intégrale 


ï 


.r  sin  (  /i  H —  j  a 


â?a 
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qui  est  plus  aisée  à  étudier-  Nous  écrirons  pour  cela 
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R«(*)=~r 


sm(n  +  i:) 


dx 


sin  \  n  -\ —  )  a        si 


n  (  n  H —  )a   I 

2sin- 

2        J 


c?a 


2         Jn 


Xn+l)x  ■ 


sin  a 


rfa  H-  I„0) 


avec 


ï/t(^)  =  /     sin    'H — j 


2  s 


-J- 


a 


-.( 


x  2  sin a 

sin     «H )  a  dx, 

.a  V  2  ' 

2  a  sin  - 
2 


j?  étant  compris  entre  o  et  A,  h  quelconque  <]  7ç,  montrons  que  ln 
est  infiniment  petit  avec   -  et  d'ordre  comparable  à  -• 
En  effet,  intégrant  par  parties  dans  Ire(#),  il  vient 


!«(*)  = 


.    x         /  1 

x  —  2  sin  —  cos    n  h )  x 

1  \  1 


.    x 

ix  sin  — 

2 


— -  f 

2 


n 


1 


a         ,    •    „  a 

v  a2  cos 4  sin2  - 

2  2 


a 


4a2  sin2  - 
2 


/  1 

:os    /H 

V  2 


a  )  a?a. 


a         ,    .    „  a 

a2cos 4  sin2  - 

Pour  a  voisin  de  zéro,   la  quantité reste    con- 


4  a2  sin2  - 
2 


tinue. 


Par  conséquent,  quel  que  soit  x  entre  o  et  h  (A<^7r),  l'intégrale 
qui  figure  dans  \n(x)  est  bornée  supérieurement. 


De 


même. 


x 
x  —  2  sin  — 

2 


X 


ix  sin 


cos  (  n  -\ — \x  est  bornée  supérieurement 


•2Ç)2  ÉQUATION   DE    LAPLACE.    —    DÉVELOPPEMENTS    EN    SÉRIES. 

pour  o^x<h.  On  en  conclut  aussitôt  que 

n  -h  - 
'i 

M  étant  un  nombre  fixe,  indépendant  de  #,  pourvu  que  x  reste 

dans 

o  %  x  5;  h. 

Reprenons  maintenant  les  formules 

9 

(n  +  ï)r   . 

Rrt(  57)  = /  dX-hlH(X), 

2  «A>  * 

S«(a?)  = Rn(a?) 

2 

valables  pour  #^  o. 

Donnons  à  x  une  valeur  Xh  correspondant  à  un  minimum  ou 

maximum  de  Rn(#) 

2^71 

Xk  — 


2/H-I 

,A-7i 


71              /*          Sin^C                            /      2  A"  7T     \ 
R»(^A)  = /  ûfo?  -H  J„  (  )   • 

2  ^  /  X  \2/l  +  I/ 

Donnons  à  Â~  une  valeur  fixe,  et  faisons  grandir  n  indéfiniment. 
R«(#a)  aura  pour  limite  la  constante 

2       *A>  * 

en  vertu  de  l'évaluation  de  Ift  faite  précédemment. 
Or,  écrivons,  comme  on  le  fait  d'ordinaire, 

7r         C™  s'mx   . 

—   =     /         O.X  =  U0  —  U\  -h  Us K3+tt4  +  ..., 

2        J0  * 

en  posant 

smx   . 
dx 

et  généralement 


sina? 
~x~ 


(/f+l)7t      • 

sina:    , 


a? 


Les  w*  sont  des  nombres  positifs,  décroissants  et  tendant  vers 
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zéro.  On  aura  dès  lors 

P*  =  (—  l)fc  [  Uk—  W/c+l  H-  Ujt+i  -+-...]. 

Les  premières  valeurs  de  P#  sont  : 

Pi  =  —  0,2811. . ., 
P2  =  ■+-  °,  t 53 . . . . , 
P3  =  —  o,[o4- ..., 
P4  =  -f-  0,079 

Par  conséquent,  si  l'on  prend  k  =  1 ,  par  exemple,  on  a  une  suite 
de  points  qui  tendent  vers  zéro  avec  ->  et,  en  ces  points, 

Rw(a;)  ne  tend  pas  vers  zéro  avec  -•>  mais  tend  vers — 0,2811. 
C'est-à-dire  que 

27t 


s.f-îir-)- ïiM-H..' 


2/1  +  1/  2  \in-\-\ 

tendra  vers 

-  -h  0,281 1 ...  ; 

autrement  dit,  la  courbe  y  =  Sn(.r),  qui  oscille  de  part  et  d'autre 

de  la  droite  y  =  — ■ —  dans  l'intervalle  (o,  271),  a  des  oscillations 

qui  s'amortissent  uniformément  dans  l'intervalle  (e,  2  tu  —  s),  mais 
ces  oscillations  restent  supérieures  à  une  limite  fixe  aux  points 

»  qui  vont  en  s ^accumulant  vers  le  point  de  discontinuité 

2/1  +  1     *  ^ 

quand   n  grandit  indéfiniment.   Le  même   phénomène    s'observe 
pour  les  oscillations  aux  points »  k  étant  pris  fixe. 

Ce  phénomène  montre  bien  la  non-uniformité  de  la  convergence. 

1  Tl  •  l~  1T  ^™ "  OC    I 

Aux  points 1  la  différence   Sn(x) ?  loin  de  tendre 

vers  zéro  avec  — ',  tend  au  contraire  vers  0,281 1 ...  (voir  la.  figure  il\). 

Sur  la  figure,  le  segment  (3y  représente  Sn(x) —  — ■ —  pour 
x  = Les  oscillations  de  la  courbe    y=Sn(x)  viennent 

2/1  -h  I 

s'aplatir   sur   l'axe   Oy,  ainsi  que  sur  toutes  les  parallèles  à   Oy 
d'abscisse  x  =  2I-.  Tout  le  segment  de  Oy  compris  entre 

yi  = —  0,2811... 
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et 

Yï  —  -\ H  0,28ll.  .. 

sera  composé  de  points  limites  des  courbes  y  =zSn(x)  quand   n 
grandit  indéfiniment. 

Ce  phénomène,  relatif  à  la  convergence  de  Sn(x)  vers / '(oc)  et  à 

Fig.  24. 


V écart  fini  qui  existe  entre  f  (x)  et  Sn(x)  au  voisinage  des  points 
de  discontinuité  de  f(x),  avait  été  reconnu  par  Du  Bois-Reymond 
(Math.  Annalen,  t.  7,  1873)  dans  un  Mémoire  où  se  rencontrent, 
avec  quelques  erreurs  d'énoncé,  des  formules  exactes.  Il  a  été  bien 
mis  en  lumière  par  Gibbs,  dans  la  lettre  citée  plus  haut,  d'où  le 
nom  de  «  phénomène  de  Gibbs  »  qu'on  lui  donne  fréquemment. 

17.  Singularités  possibles  pour  la  série  de  Fourier  d }  une 
fonction  continue.  —  i°  Singularité  de  Du  Bois-Reymond  :  la 
série  de  Fourier  d'une  fonction  continue  peut  diverger. 

Elle  a  été  reconnue  en  1876  par  Du  Bois-Reymond  (*). 

(*)  Utitersuchungen  ùber  die  Couver genz  und  Divergenz  der  Fourierschen 
Darstellungsformeln  {Abhandliuigen  der  Bayer  Akad.,  Math.  phys.  Klasse, 
t.  XII,  1876). 
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Nous  ne  donnerons  pas  les  exemples  de  Du  Bois-Reymond,  qui 
sont  assez  compliqués.  M.  Fejér  a  indiqué  une  méthode  simple, 
permettant  de  former  des  exemples  de  cette  singularité  (').  Don- 
nons un  de  ces  exemples  : 

/(oc)  étant  une  fonction  définie  entre  o  et  tu,  définissons, 
entre  —  tc  et  -f-ix,  une  fonction  paire  F(x)  par  les  conditions 

(/(a?)  pour         o<x<r., 

(  f{  —  x)         pour  —  u<5?<o. 

Hors  de  ( —  tc,  -f-  tc),  F  (a?)  sera  définie  si  l'on  dit  qu'elle  admet  la 
période  2tc. 

Il  est  visible  que  F  (a?),  paire,  se  développe  en  série  de  Fourier 
composée  uniquement  de  cosinus.  Cette  série  sera  dite  la  «  série  de 
cosinus  de  /(se)  ». 

Prenons,  entre  o  et  tc, 

+  00 

^)=2^sin(2/;3~f~i)?* 

Quel  que  soit  a?,  la  série  du  deuxième  membre  converge  unifor- 
mément,  son  terme    général  étant,   en   valeur  absolue,    inférieur 

à  —  »  et  chaque  terme  étant  continu,  /(oc)  est  une  fonction  con- 
tinue de  x 

/(o)  =  o. 

La  fonction  paire  F(a?)  définie  par  /(x)  est  partout  continue; 
elle  est  périodique,  de  période  2  tu.  Formons  son  développement  de 
Fourier;  c'est  une  série  de  cosinus 

A0+  Ai  cosa?  -+-  A.2  cos2.r  -+-. .  .-f-  A„  cosnx  -+-.., 

et  montrons  que  pour  x  =  o  ce  développement  diverge. 
Pour  cela,  évaluons  les  coefficients 

i    r%  i   r71 

A0  =  —    /         F(a)rfa  =—    I      f(a)  da, 

i    r+7ï  2  rn 

An=    —      /  F (^)  cos rta  dz  =  —    /     /(a)cosnaia. 

(x)  Le  lecteur  trouvera  des  indications  plus  détaillées  dans  le  Cours  d'Analyse 
infinitésimale  de  M.  C.  de  la  Vallée  Poussin,  t.  II,  n°  159,  de  la  deuxième  édition. 
—  Voir  aussi  H.  Lebesgue,  Leçons  sur  les  séries  trigonométriques,  n,34i  à  47. 
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Mais,  à  cause  de  l'uniforme  convergence  de  la  série 


a 

*_  Sin(«2F3+  1)- 


(pouro^a^),   on  aura 

-f-  00 

A„=  7   — -    —    /      sin(2/;3-h  1)- cos/îa  rfa    . 
^^[irj0  2  J 


La  quantité  entre  crochets  est  le  coefficient  de  cosnx  dans  la 

or 

série  de  cosinus  de  sin(2/,3-|-  1)7*  Pour  évaluer  A„,  étudions  cette 
dernière  série  de  cosinus.  D'une  façon  générale,  considérons 
sin(av -+- 1)  —  »  c'est  une  fonction  à  variation  bornée,  sa  série  de 


cosinus  est  uniformément  convergente  dans  tout  intervalle  fini. 
Cette  série  s'écrit 

1  I 


«o  4-  ay  cosa?  4-. .  .4-  a)[>  cosnx  4-  . . . , 

Cl    j  1  1 

5 


a 


a(.y!  =  —    /      sin(2V-t-i)  -  dot,  =  — 

/7l 
sin  (  2  v  4-  1  )  -  cos  /i a  rfa  =  - 
'2  7T 


V 


I 

2 

I 

v  H 

2 


v  -h  -  )    —  /i2 
2 


Pour  n  =  1 ,  2,  . . . ,  v,  les  af'  sont  positifs  ;  pour  n  ^>  v,  ils  sont 

négatifs.  Pour  x  =  o,  la  série  de  cosinus  est  égale  à  sin(av  +  1)  -» 
c'est-à-dire  à  ^ero  : 


Considérons  les  sommes 

Puisque  tous  les  aW  pour  q  ^>v  sont  négatifs,  les  a^'  pour ^/<v 
étant  positifs,  et  puisque  lim  S^  =  o,  il  est  clair  que 

q  =  «o 

Sy'>  o         quel  que  soit  q. 
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La  plus  grande  des  sommes  S'V)  est  S!/1, 

S?»  =  aj"  -h .  . .  4-  <v)  >  «7*  -h  a(2v>  -+- . . .  -f-  a<v\ 

et  en  vertu  du  calcul  fait  pour  les  a(^]{\  J/îSv), 

Slv)>  -  (v  -h  -)  — ! log(4v  -4-1), 

et,  a  fortiori, 

Siv)>  — log(av  -4-1), 

Reyenons  maintenant  à  la  série  de  cosinus  de 

/<»).-2 


37 

«    sin(2^3-h  1) — 
2 


F 

p  =  i 


ici  v  reçoit  toutes  les  valeurs  2^3  !  (p  =  i ,  2,  . . .,  00). 
Donc 

Pour  #  =  o,  la  série  de  cosinus  def(x)  se  réduit  à 

A0+  At4-  A2-h. .  ,-f-  Aw-+- 

Or,  considérons 

V    =  A0-f-  A,  +  ...h-  A„  ; 

il  est  évident  que  Ton  a 

d'après  les  notations  précédentes  pour  S^,  où  q  =  n  et  v  =  2p3~- 
Quelle  que  soit  la  valeur  fixe  de  n,  tous  les  termes 

sont  positifs  quand/?  .parcourt  les  valeurs  1,  2,  ...,  +  00. 
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Donc  2>    est  positive   et  supérieure   ci   un   quelconque   des: 
termes  de  la  série 

/'  =  ! 

Donnons  à  n  les  valeurs 

,1  =  2^-1  (p'=I,2,   3,  ...,   +00), 

qui  grandissent  indéfiniment. 
Dans 


figure  le  terme 


i,r' 


que  l'on  obtient  dans  la  série 

00 

en  donnant  à  p  précisément  la  valeur  positive  entière  p ' . 
On  en  conclut 

et,  en  vertu  de  l'évaluation  faite  précédemment  pour  SJ",  on  aura 

Or  log(2/,s4- 1)  équivaut  à  j9'3log2  pour  p'=cc;  le  deuxième 
membre  de  l'inégalité  précédente  équivaut  donc  à 

il  grandit  indéfiniment  avec  p  . 

On  a  donc  déterminé   une    suite    de    valeurs   de    n, 

n  =  iP'*-1         (p' =  1,  2,  .  .  .,  -+-Q0) 
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pour  lesquelles  la  somme 

\     =  A0-t-  Ai -\-  A2-h. .  .■+-  Art 

grandit  indéfiniment.  La  série  £Are  est  donc  divergente. 

Z,a   série    de   Fourier    de   la  fonction    F(#)    continue,    de 
période  2tc  définie  par 


1 


p*  2 


I  .2? 

—  sin(2P3-f-i)—  (pour        o<a?<7r), 


r^   1  oc 

— -  sin(2/'sH-  1)  —  (pour — tt  <  x  <  o), 


-y 

^/>2  •       m      2 

esf  divergente  pour  x  =  o. 

20  La  sé/ve  ofc  Fourier  d'une  fonction  continue  f(x)  peut 
être  convergente  pour  toute  valeur  x,  sa  somme  étant  égale  à 
la  fonction  génératrice,  la  convergence  pouvant  n'être  pas 
uniforme  dans  tout  intervalle  oà  cependant  f(x)  est  continue. 

Cette  singularité  a  été  signalée  en  1906  par  M.  Lebesgue  (voir 
Leçons  sur  les  séries  trigonometriqu.es,  n°  47).  Nous  renverrons 
pour  cette  étude  au  Cours  d'Analyse  infinitésimale  de  M.  C.  delà 
Vallée  Poussin,  n°  159  du  Tome  II,  où  se  trouvent  exposés  très 
clairement  des  procédés  systématiques  imités  de  ceux  de  M.  Fejér 
pour  former  des  fonctions  continues  dont  les  séries  de  Fourier 
présentent  les  singularités  précédentes. 

Remarque.  —  Les  deux  singularités  précédentes  ne  peuvent  évi 
demment  se  produire  que  parce  que  la  fonction,  bien  que  continue, 
n'est  pas  à  variation  bornée  dans  tout  l'intervalle  contenant  la 
valeur  de  x  pour  laquelle  se  produit  la  singularité  considérée. 


III.  —  Sommation  des  séries  de  Fourier  par  la  méthode  des 
sommes  généralisées-  :  1°  Moyennes  arithmétiques  de 
M.  Fejér;  2"  Intégrale  de  Poisson;  3"  Méthode  de 
Weierstrass. 

48.   De  toute  fonction  f(x)  intégrable,  on  peut  déduire  la  suite 
des  coefficients  appelés  constantes  ou    coefficients  de  Fourier 
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de  f{x)<>  donnés  par 

(i)  J  an—    —     I       f(oc  )  cosna  da, 

i    r^ 

bn  =    —      /       /('x)sinny.dz. 

Lorsque /(#)  est  à  variation  bornée  dans  (o,  2tc),  la  série 

(2)  «o-l-  «1  cos#  -4-  èt  s\n.x  -h .  .  .-+-  an  cos  ««  +  6n  sin/ia?  -4-.  . . 

converge  pour  tout  x  vers  f{x)  ou  vers  -  [f(x  -f-  o)  -\-f{x  —  o)], 
c'est-à-dire  que  la  somme  limitée 

(3)  S„  =  a0-+-  «1  cosa?  ■+■  b^  s'mx  -4-. .  .-4-  an  cosnx  -+-  bn  s'innx 
a  toujours  une  limite  pour  n  =  ce  et  qui  est  y \x)  ou 

l[/(^  +  0)-h/(>-o)] 

selon  qu'au  point  x  fixé  f(x)  est  continue  ou  discontinue. 

On  a  vu  au  n°  17  que  la  série  de  Fourier  peut  cesser  de  con- 
verger pour  des  fonctions  f(x)  continues.  Sn  n'a  pas  alors  de 
limite.  Sommer,  dans  ces  conditions,  la  série  de  Fourier  (1),  c'est, 
connaissant  la  série  (1),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  suite  des 
coefficients  an  et  bn,  déterminer  la  fonction  f(x).f(x)  étant  la 
limite  de  Sn  lorsque  cette  limite  existe,  tout  procédé  de  somma- 
tion de  (1)  devra  tenir  compte  de  ce  fait  et  conduire  à  la  même 
valeur  de  f{x)  que  lim  S«,  toutes  les  fois  que  limS,,  existera. 

n  =  » 

19.  Procédé  de  la  moyenne  arithmétique.  Sommes  de 
M.  Fejér.  —  Il  repose  sur  la  notion  de  limite  généralisée  due  à 
M.  Gesâro. 

Etant  donnée  une  suite  infinie  de  nombres  (4)  S0,  S< ,  . . .,  S„,  . . ., 
cette  suite  a  une  limite  S  au  sens  ordinaire,  si  l'on  a,  pour  n  ^NP, 

|S  —  S„|<e, 
quelque  petit  que  soit  c  donné  à  l'avance;   cette  suite  aura  une 


SÉRIES   TRIGONOMÉTRIQUES.  3oi 


limite  généralisée  <x  si  la  suite  des  nombres 

(5)  ar0,      <r1?      a2,      ...,      <7n,      ..., 

où 

So-4-  Sj  H—  .  .  .-4-  S,j_t 
°n=  

n 

a  une  limite  t  au  sens  ordinaire. 

Pour  qu'il  n'y  ait  pas  contradiction,  et  pour  que  la  limite  géné- 
ralisée comprenne  comme  cas  particulier  la  limite  ordinaire,  mon- 
trons que  si  la  limite  ordinaire  existe,  la  limite  généralisée  lui 
est  égale. 

En  effet,  soit  N  le  nombre  tel  que  pour  /i>N  on  ait 

(6)  |S-S„|<e; 
on  aura 

So  -+-  Si  -4-  .  .  .  -4-  Sn— i  Spj  -+-  S^-f-i  -4- .  .  .-4-  S/j—i 

<77i  = 1 

n  n 

D'après  (  i  ),  il  est  clair  que 

Sx  -h  SN+)  -4- . .  .  -h  Sn_!        n  —  N 

=    5  H-  7) 

n  n 

i     i    ^  ( n  —  N  )  s      ,  .  .  -. 

avec  r^,|<^ <Z  '•>  puisque  chaque  terme  dn  numérateur,  au 

premier  membre,  diffère  de  S  de  moins  de  e.  On  a  donc 

<Jn  =      I )  S  -4-  Ti  H • 

\         a  i  ri 

Ceci  a  lieu  pour  toute  valeur  de  ;i^JN.  N  étant  déterminé  par  Ja 
donnée  de  £  et  fixe,   on  peut  choisir  ensuite  n  assez  grand  pour 

qu  e 

N  S0+S,  +  ...+  SN_, 

<t„  —  5  = b-hriH : 

n  n 

soit  en  valeur  absolue  <^  2£.    11  n'y  aura  qu'à  choisir  JN'>N  de 
façon  que 

5|S|<i) 

pour  tout  n  i;  N' 


> 

<;) 

S,,  +  . 

.  .-4-  S.v_, 

- £  \ 

II 

<- 

•i  i 
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En  définitive,  pour  ra^N',  on  aura 

I  ff/i—  S  |  <  2£, 

e  étant  donné  à  l'avance,  arbitrairement  petit.   Cela  prouve  que 
lim  <7n  =  S=  lim  Sfl  toutes  les  fois  que  limSn  existe. 

//=:*>  n  =  <x> 

Mais  la  limite  généralisée  peut  exister  sans  que  la  limite  ordi- 
naire existe.  L'exemple  suivant  est  classique.  Soit  la  suite  — i, 
-h  i ,  —  i ,  -h  i ,  ...  ;  ici  Srt  =  -f-  i  ou  —  i .  Sn  n'a  pas  de  limite 
ordinaire  et  pourtant  Srl  a  pour  limite  généralisée  zéro,  puisque 

o-n=  — -  ou  zéro  suivant  la  parité  de  n  et  l'on  a 


n 


lim  <jn  =  o. 

71=  oo 


Pour  l'étude  des  séries  de  Fourier,  M.  Fejér  applique  la  notion 
précédente  de  limite  généralisée  par  la  moyenne  arithmétique. 
Considérant  la  somme  Sn  des  (/i  +  i)  premiers  termes  de  la  série 
de  Fourier,  cette  somme  Sn  peut,  sans  avoir  de  limite  ordinaire, 
avoir  une  limite  généralisée,  quand  n  grandit  indéfiniment,  et  cette 
limite  généralisée  est  la  fonction  génératrice  f(%),  dans  des  cas 
plus  étendus  que  celui  étudié  au  paragraphe  précédent,  où  limSre 
existe,  au  sens  ordinaire.  „ 


20.   On  a  vu,  au  début  du  paragraphe   II,  que   la   somme  des 
n  premiers  termes  de  la  série  de  Fourier  s'exprime  par 

J/*271  r  ~\ 

f  — hcos(a — a?)-t-cos'>.(a — x)-\-...-hcos(n — i)(a — x)\f(a)dx 

n         L2  .1 


OU 


_  ;   r 

n-l  —  / 


2  71 


cos(n  —  i)  (a  —  x)  —  eosn(x  —  x) 


i  —  cos(a  —  x) 


/(a)rfoc. 


Les  sommes  <jn  sont  alors 

S0 -4-  St  -h  ...  -h  Sn_i 


)l 


i        C       i  —  cosn(a — x)   r.    .    . 

=  /        ; fia)  av.. 

"2nr:Jo  l  —  cos(a — x) 


a  —  x 


(7) 


i        r2TC 


sin/i 


dx. 


a  —  x 


sin 
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En  se  reportant  au  début  de  la  première  section  (n°  3),   on 
reconnaît  en  j7i  une  intégrale  singulière  à  noyau  positif  (4)  : 


a  —  x 


Posant,  comme  d'habitude,  - — -   =Y?    il  vient,   en  supposant 

a«=  /  /(37  +  2Y)  (  ,Sin/^    )      rfv 

ft^J    _        ,/V  u  \   siny    /        ' 


2 

71 


21.   Pour  étudier  <xw,  il  faut  considérer  l'intégrale 

et  voir  si  elle  converge  uniformément  vers  une  limite  G,  indépen- 
dante de  A,  quand  n  grandit  indéfiniment,  pour  tout  h:  dans 

- 

et  ensuite  étudier  sa  limite  lorsque 


—  $<h^—rX 


a  >  o, 


D'abord  la  limite  de  J„  ne  change  pas  si  h  varie  entre  oet  7t. 
En  effet,  h  étant  ^o  et  ^  tc,  prenons  £  positif  assez  petit  pour 
que,  dans  l'intervalle  s<y£/i,  on  ait 


sin  e  ^  siny, 


on  aura 


(')  C'est  l'invariance  du  signe  du  noyau  de  a„  qui  fait  que  <j„  converge  dans 
des  conditions  moins  restrictives  que  la  somme  S„  de  la  série  de  Fourier,  dont 
l'expression  par  l'intégrale  de  Dirichlet  a  un  noyau  de  signe  variable, 
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Le  deuxième  terme  du  second  membre  est 


i    h  —  s  i 

nr.    sin2s         ns\n2z 


e  étant  fixe  il  tend  vers  zéro  avec  -• 


n 


Dans  l'étude  de  la  limite  de  Jn  on  pourra  supposer  h  =  z  aussi 
petit  qu'on  veut.  On  a 

nr,  J0  \  siny  / 

mzj0  \  sin  y  / 

nir  Je  \   sin  y  /  mt  JTC_e  \  sin  y  / 

On  verra,  en  raisonnant  comme  ci-dessus  que,  £  étant  fixe, 

li m  —     /  (  — ■ -  )   dy  =  o. 

n-oo  niz  Jt  \  sin  y   / 

Si,  dans  le  troisième  terme,  on  pose  y  =  tï  —  y',  il  vient 

./u_e\  smT  /.■  Jq.    \   s,nT    / 

Par  conséquent,  on  aura 

lim  _l  rz(^iyd, 

«=«  mzjn      \  siny  / 


=  lim  _l  rVîi^yrf T_,im  _L  rVîi^iiixv . 

n=ooHTZJQ      \  sin  y  /  «  =  Oo^7rJ0      \   sin  y    / 


ou  encore 


i      r°  (smnv\*  ï       z*^  /sin/iy\2 

?.  lim  J«=  2  lim  /        — : av  =  lim  /      (  — : dy. 

n  =  °°  n=oo^7tj0     \  siny  /  n^nrnzjç      \    sin  y  / 

Or,  en  se  portant  au  calcul  de 


i/i-n  J        J  • 


a, 


~  .     /i(  a  —  or)  — i2 
sin 


a  —  x 


sin 


<tfa, 
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on  voit,  en  supposant  /(a.)  =  i ,  que 

n'est  autre  chose   que   la   somme   <jn    relative   à    la   fonction 

/{cl)  =  i ,  quand  on  pose  — —  =  y. 

Or,  la  série  de  Fourier  de  /(a)  =' i  se  réduit  au  terme  cons- 
tant i.  Dans  ce  cas,  tout  S«— i  et  par  suite  aussi  crB=i.  On  a 
donc 

mzj0      \   siny  / 
Par  conséquent, 

2  lim  J„  =  i,  limJ„=— • 

n  =1  oo  n  =  oo  2 

Le  même  calcul  s'applique  évidemment  à 

i-         i      r    /sin  ray\2  ,  o    ^  t 

li m  — -    /      (  — : -  )   dy         pour  —  p  <  h  < —  a 

«  =  oo  «  tc  JQ      \  sin  v  / 

avec  a  T>  o,  o  <^  (3  <T  «  puisque  la  fonction  à  intégrer  est  paire. 
La  limite  est  encore  -• 

•2 


2*2.   On  conclut  immédiatement,  d'après  les  résultats  du  n°  4, 
que 

lim  vn=  -[f(X-+-o)^-f(x  —  o)], 

n  =  oo  2 

dans  tous  les  cas  où  /(x-\-  o)  et/(x —  o)  existent, y  étant  seule- 
ment supposée  bornée  et  intégrable.  En  particulier,  dans  tout 
intervalle  y/£x^  [3  où  /(oo)  est  continue,  on  a 

71  =    00 

uni/or mément  dans  cet  intervalle. 
Si  #  =  o,  on  a 

I         C  '    /•  /  s  i  11  /2  V  \  2    , 

i'ica un.  —  t.  i.  20 
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Partageant  (o,  tc)  en  deux  intervalles  partiels 

(O,    £),       (S,   7l), 


on  verra  que 


lim<T„=  -[/(+o)+/<2îî-o)]< 


La  même  conclusion  s'obtiendra  pour  x  —  2iz. 
En  résumé,  sous  la  seule  condition  quef(x)  soit  bornée  et  inté- 
grable,  les  moyennes  arithmétiques  <jn  de  M.  Fejér  convergent 

vers  f(x)  ou  vers  -  [f(x  -\-  o)  -\-f(x —  o)]  quand  n  grandit 

indéfiniment  :  la  convergence  est  uniforme  dans  tout  inter- 
valle a^xl^fi  oàf(x)  est  continue. 

Une  fonction  continue  périodique  quelconque  f(x)  remplit 
ces  conditions.  Elle  est  donc  égale  à  la  limite  pour  n  =  oo  des 
moyennes  <7n  correspondantes  ou  encore  à  la  somme  de  la  série 
uniformément  convergente 

f(^)=^i(^n—  ff»-l). 

71=1 

Le  terme  général  de  cette  série  uniformément  convergente 
(o^ — <r7i_i  )  est  une  somme  trigonométrique  limitée  de   la  forme 

a0-+-  aj  cosa?  -h  (^  sina?  -+-  a2  cosix  -h  (32  s,n  2a?  +. . . 
-H  a„_!  cos(  n  —  \)x  -+-  (3/z_[  sin(n  —  i)#. 

Toute  fonction  continue  périodique  est  la  somme  d'une  série  uni- 
formément convergente  de  termes  dont  chacun  est  une  somme 
trigonométrique  limitée,  alors  qu'une  fonction  continue  n'est  pas 
toujours  la  somme  d'une  série  de  Fourier  uniformément  conver- 
gente. 

23.  Remarque.  —  Considérons  une  fonction  f(x)  à  variation 
bornée  dans  l'intervalle  (o,  2tt).  Elle  admet  alors  une  série  de 
Fourier  convergente.  Mais  l'étude  du  phénomène  de  Gibbs,  faite 
au  n°  16,  nous  a  prouvé  que  la  somme  S«_1  des  n  premiers  termes 
de  cette  série  de  Fourier  pouvait  ne  pas  rester  comprise  entre  les 
bornes  m  et  M  de  f(x)  dans  (o,  27c),  et  même  s'en  écarter  d'une 

quantité  qui  ne   tend  pas    vers   zéro    avec   -•    L'exemple   de 


f(x)  =  — ; — -  a  prouvé,  par  exemple,  que  S,t  pouvait  surpasser  -> 
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borne  supérieure  de  f{%),  d'une  quantité  tendant  vers  o, 281 1.  . . , 
quand  n  grandit  indéfiniment. 

Considérons,  au  contraire,  les  moyennes  de  Fejtr 


r&F* 


y.) 


a 

■  X 

2 

.     a  - 

si  11  — 

X 

dy, 


et  supposons  que,  dans  (o,    2tc),  m  < /'(a)  £  M. 
On  aura,  alors, 


m      r 

1 11-    ) 


27c 


■  .     n  (  y.  —  x  ) 
sin 


a  — ./; 


dx<a< 


sin 


M 


■x  11  - 


v~  .     n  (  a  —  x  ) 
■j-r      sin 


X 


s:n 


dy. 


L'intégrale  qui  figure  dans  les  membres  extrêmes  a  été  calculée 
au  n°  21  et  il  vient 

Avec  les  moyennes  de  M.  Fejér  le  phénomène  de  Gibbs  est 
impossible  car  elles  restent  toujours  comprises  entre  les  mêmes 
limites  que  la  fonction  génératrice  (*). 

24.  Intégrale  de  Poisson.  —  Reprenons  la  série  de  Fourier 
d'une  fonction /(o)  : 

(1)       a04-  («1  coscp  -+-6i«inçp)-h...-h(a„  cos/icp  -+-  bn  sin/icp)  -h.  .  .. 

Il  existe  un  second  moyen  de  remonter  de  la  série  (1)  à  la  fonc- 
tion génératrice  y(cp),  lorsque  la  série  de  Fourier  (1)  n'est  pas 
convergente.  On  emploie  un  procédé  qui  a  été  étudié  très  géné- 
ralement par  M.  Borel  dans  ses  travaux  sur  les  séries  divergentes 
et  dont  voici  l'idée  directrice  : 

Soit  une  série  divergente  u0-\-  u{-\-  u2-\-. . .+  un-h.  . .  ;  multi- 
plions les  termes,  respectivement  par  «0(r),  a<(r),  ...,  a»(l*),  ..., 
ces    facteurs    étant    des    fonctions   du    paramétre    /•,   qui  vont  en 


(')  Pour  de  plus  amples  détails  sur  la  sommation  de  M.  Fejér,  voir  son 
.Mémoire  [Untersuchungen  uber  Fouriersche  Reihcn  {Math.  Anna/en,  t.  58)]r 
ou  bien  l'excellent  Livre  de  M.  de  la  Vallée  Poussin  :  Leçon*  sur  l'approxima- 
tion des  fonctions  d'une  variable  réelle,  Chapitre   II   (  Gautliin -Yillars,  1919  ). 


3o8  ÉQUATION   DE    LAPLAGE.    —   DÉVELOPPEMENTS   EN    SÉRIES. 

décroissant,  et  qui  tendent  toutes  vers  i ,  quand  /'  tend  vers  une  cer- 
taine limite  r0.  Ces  facteurs  seront  choisis  de  façon  que  la  série  auxi- 
liaire o(/,)=:fl()«(l  +  fl)Wi  +  -"+«nMn  +  '.-  converge  quand  r 
diffère  de  i\.  Sa  somme  est  une  fonction  de  r  ;  s  il  arrive  que  cette 
fonction  ©(/•)  tende  vers  une  limite  pour  r  =  r0,  cette  limite 
sera  la  somme  généralisée  de  la  série  divergente 

iio-h  U\ -f- . .  .-+-  un ■+■ 

Nous  prendrons  ici  pour  facteurs 

an(r)  =  r" 

•et  nous  supposerons  o  <[  r  <C  i .  Ici  r0  =  i . 

Nous  formons  ainsi  avec  la  série  de  Fourier  (i)  la  série 

>(i)     a0-\-  (ai  cos©  -t-  bi  sin  <p)r  -f- .  .  .-+-  (an  cos/i©  -+-  bn  sin  nz>)rn-\-  .  .  .. 

On  va  montrer  que  cette  série  (2)-  converge  pour  o£r<^i. 
Elle  ne  converge  pour  7^  =  1  que  si  la  série  de  Fourier  (1)  con- 
verge. Mais,  pour  tout  r  <^  1 ,  et  o  <  o  <  2~,  on  aura  ainsi  une  fonc- 
tion F(r,  o)  de  période  2tï  par  rapport  à  ©  : 

F(r,  cp)=«r0-h(rt1  cos©  -t-  bx  sin  ©)  r  H-...-f-  (an  cos  no  -+-  bn  sin  71©)  rn  -+-... 
et  l'on  va  montrer  que,  o  étant  supposé  fixe,  on  a 

lim  F(r,  ©)  =  ,    t 

r  =  J  ''  -t/(«P  +  0)+/(?—0)], 

suivant  que,  pour  la  valeur  considérée  de  cp,  /(<p)  est  continue  ou 
discontinue;  et  cela  sous  la  seule  condition  quejf(o)  soit  une  fonc- 
tion bornée  et  intégrable  pour  laquelle  existent  les  valeurs 
limites /(cp-j-o)  et/(cp  —  o). 

La  sommation  généralisée  de  (1)  par  le  procédé  actuel  nous  con- 
duira donc  à  /(©),  comme  la  sommation  ordinaire,  lorsque  cette 
dernière  est  possible. 

25.   Considérons  donc  la  série 

'(2)     a0-\-  (ai  coscp  -+-  bi  sin  cp)r  +...-+-  (an  cos  no  -+-  bn  sin  no)r"  -+-  .... 

En  se  servant  des  expressions  connues  des  aa  et  b,n  on  voit  que 
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la  somme  Sn  des  (/i  +  i)  premiers  termes  de  (2)  s'écrit 

'V    =—    /  -4-rcos(a— cp)-+-/-2cos  2  (a— cp)  -K..-H/'"  cos/?.  (a— cp)    /(a)  da. 

Si  l'on  pose 

s  étant  une  variable  complexe  de  module  r,  d'argument  (a  —  cp), 
on  voit  que  le  crochet  qui  figure  dans  l'intégrale  précédente  n'est 
autre  que  la  partie  réelle  de 

— hz+:2  +  ...  +  zn  — 
•1 


Or,  la  partie  réelle  de  —  -  H ■ — -  est  égale  à 

'2.  I  -3 


[ 

-  -4- 
2 

zn+\  _  T 

=  — 

I                   I 

zn+l 

-S  —  I 

2            I  —  Z 

1  —  z 

I 

I 

h   pot 

1  If»    n 

I  —  r 


.  [1  —  2/'  cos(  a  —  cp)  -h  r2] 


et  celle  de est  égale  à 

cosf/i  +  i)(a  —  ©  )  —  r  cos/ifa  —  cp) 
1  —  ir  cos (a  —  cp  )  -h  /'2 
Donc  - 

7     =  —       /        /fa) ; o?a 

—  27:      /        '  1  —  2/'  cos  (a  —  cp)  H-  /'2 

i-»-t-i     /»  x  cos  f  «  -h  r  )  (a  —  ©)  —  /-cos/ifa  —  ©)    , 

/         / {  a )  ; —  «a  : 

7:     J0       ^  1  —  2  r  cos  (  a  —  <p  )  -f-  r2 

r  ayant  une  valeur  quelconque  fixe  <^  1,  on  voit  que  le  deuxième 
terme  du  second  membre  est  borné  supérieurement,  quel  que 
soit  /i,  par 

-     J0        1  —  2 /-cos  (a  —  ©  )  -+-  r' 

/(a)  étant  bornée  et  intégrable,  l'intégrale  précédente  est  parfaite- 
ment déterminée,  indépendamment  de  n  et  elle  est  bornée  supé- 
rieurement par 

/        doL  = ■  si     /(a)    <  M, 


3lO  ÉQUATION    DR    LAPLACE.    —    DÉVELOPPEMENTS    EN   SEMES. 

puisque,  r  étant  <"  i ,  on  a 

( i  —  /•  )2  <  i  —  2 r  cos (a  —  9 )  -+-  r2. 

Le  second  terme  de  l'expression  de  2n  tend  donc  vers  zéro 
avec  r""1"',  quand  /i  augmente  indéfiniment.  Ona  donc,  pour  toute 
valeur  de  r  dans  o  ">  r  <  i , 


i  —  r2 


limI]  =  £  /"  ^«>tzt; 


r  cos  (a  —  cp)  -|-  r5 


û?a. 


Par  conséquent,  la  série  (2)  est  bien  convergente  dans  l'inter- 
valle oSr  <C  1  et  sa  somme  est 

9  TT 

F  (/•,  cp)  =  —    /        /(a  ) ; rfa. 

2  TT  J0       J  v    ;  1  —  2  /•  cos  (a  -.o)  +  r* 

En  changeant  légèrement  la  notation  on  a 

p  2  7t  ^ 

P(r,  cp)  =  —    / — -/(i!/)^         pour  o<r<i. 

v    '  T/        27rJ0         1  — 2rcos(<p  —  ^) -j-/-»  •/VT/     Y  F  -      ^ 

Il  est  bon  de  remarquer  que  les  raisonnements  précédents 
prouvent,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'y  rien  ajouter,  que  la  série  (2) 
converge  uniformément  pour  o  Sr  <  r0  <C  *  ^eZ.  <7^£  *oi<  ''o  <C  x 
tfès  l'instant  que  f('\>)  est  supposée  bornée  et  intégrable  dans 
V intervalle  (o,  2tï). 

26.  Donnant  à  o  une  valeur  quelconque,  et  cherchant  la  limite 
de  F(r,  cp)  lorsque  r  tend  vers  un,  on  remarque  que  F(r,  0)  est 
aussi  une  intégrale  singulière  à  noyau  positif  (i  ) 

cp(r,  ^)  = 


1  —  2  r  cos  (  ©  —  ^  )  h-  r2 


Ce  noyau  a  été  étudié  comme  troisième  exemple  au  n°  5  de 
ce  Chapitre.  En  se  reportant  à  cet  endroit,  on  verra,  qu'en  tout 
point  cp  où  y'(cp  -|-  o)  et  /(o  —  o)  existent,  on  a 

lira  F(r,  ?)  =  -[/(©  +  o)  -+-/(<p  —  o)J, 

/•  =  1  2 

( 4  )    FoïV  la  remarque  ( x  )  du  n°  20. 
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cette    limite    étant    atteinte  uniformément    dans  tout  inter- 
valle cp,  <  cp  <  o)2  où  la  fonction  /(cp)  est  Continue. 

Nous  avons  ainsi  montré  que  le  nouveau  mode  de  sommation 
conduit  à  attribuer  à  la  série  de  Fourier  de  toute  fonction 
bornée  et  intégrable  une  somme  égale  àf(o)  ou  à 

^  [/(?  + <>)-+-/(?  —  o)], 

exactement  comme  dans  le  cas  où  la  fonction  génératrice  était  à 
variation  bornée. 

27.  Nous  allons  étudier  d'une  manière  plus  précise  la  fonction 

C  i  —  r^ 

; — f(ty)  d<b         pour  o  <  r  <  i. 

0        i  —  -2rcos(cp  —  ty)  -+-r*J  ^T/     T         r 

Cette  expression  classique  a  reçu  le  nom  d'intégrale  de 
Poisson  relative  à  la  fonction  périodique  f(ty)- 

En  considérant  7'  et  cp  comme  les  coordonnées  polaires  d'un 
point  A  intérieur  au  cercle  trigonométrique  (r  =  i)  et  <[»  comme 
une  variable  mesurant  un  arc  du  cercle  trigonométrique  orienté, 
à  partir  d'une  origine  déterminée,  on  voit  quey(^)  sera  une  fonc- 
tion définie  sur  le  cercle  trigonométrique  et  F(r,  ©)  une  fonction 
définie  en  tout  point  intérieur  au  cercle  trigométrique. 

Fixer  es,  puis  faire  tendre  r  vers  l'unité,  comme  on  vient  de  le 
faire,  c'est  chercher  la  limite  de  F(#*,  o),  quand  le  point  A(r,  cp.) 
tend  vers  le  point  M0(i,  9)  du  cercle  trigonométrique  en  suivant 
le  rayon.  Nous  allons,  dune  façon  générale,  chercher  la  limite 
de  F(r,  cp)  quand  A  tend  vers  un  point  M0  du  cercle  trigonomé- 
trique en  suivant  un  chemin  quelconque  aboutissant  en  M0. 
Nous  suivrons  les  méthodes  de  M.  Schwarz  (')  en  supposant 
d'abord  f{ff)  continue. 

28.  Nous  avons  besoin,  pour  faire  cette  étude,  de  la  valeur  de 
l'intégrale  F  pour  f(à)  =  1 .  Elle  se  calcule  immédiatement  :  la 


(')  Voir  deux  Mémoires  de  M.  Schwarz  :  Ueber  die  Intégration  cler  par- 
tiellen  Differentialgleichung  \u  —  o  fur  die  Flàclie  eines  Kreises  (Gesammcl te 
mut/iernatische  Abliandlungen,  zweiter  Band). 
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fonction  sous  le  signe  d'intégration  est  une  fonction  rationnelle  de 
cos(',L  —  <p),  et  l'intégration  indéfinie  est  l'expression  à  détermina- 
tion multiple 

i  / 1  -t-  r  *\>  —  cp 

—  arc  tarie     tang  - - 

tt  &  \  i  —  r        &       2 

appliquant  la  règle  donnée  précédemment  à  ce  sujet  (Cliap.  I,  n°  7), 
on  trouve  que  la  valeur  de  F,  pour  r  <<  i ,  est  égale  à  -+-  i . 

Gela  posé,  désignons  par  A  un  point  (r,  ©),  pris  à  l'intérieur  de 
la  circonférence  C  de  centre  O,  et  soit  M0  un  point  fixe  (i,  ©0)  sur 
cette  circonférence.  Il  s'agit  de  trouver  la  limite  vers  laquelle  tend 
l'intégrale  F  correspondant  au  point  (r,  o)  quand  ce  point  se  rap- 
proche du  point  (  i ,  o0)  en  suivant  une  direction  quelconque.  L'in- 
tégrale F  peut  s'écrire 

f = 4/lat.)  -+-/(*)-/(?.>] ,  _  ,,.co's~;l  9)+ rî  «% 

intégrale  étendue  à  la  circonférence,  c'est-à-dire  l'intégration 
étant  faite  entre  deux  valeurs  de  'li  différentes  de  2ti.  Par  suite,  on 
aura 

F=/(T..  +  ^/[/^)-/(T.)]I_arc'-rl?)  +  r,^- 

Or,  la  fonction  f(ty)  étant  continue,  on  peut  trouver  une  quantité 
positive  2  8  telle  que,  sur  tout  arc  de  la  circonférence  C  inférieur 
à  2  8,  l'oscillation  de  la  fonction  soit  inférieure  à  une  quantité  posi- 
tive e,  donnée  à  l'avance,  aussi  petite  qu'on  voudra.  On  aura 
donc 

l/(  +  )-/(?o)J'<e, 

pourvu  que  l'arc  qui  sépare  le  point  (i,  <]>)  du  point  (i,  o0)  soit 
inférieur  à  o,  et  cela  d'ailleurs  quelle  que  soit  la  position  du  point  M0 
sur  la  circonférence  G;  8  étant  ainsi  fixé  va  rester  constant. 
D'autre  part,  le  point  A,  en  se  rapprochant  du  point  M0î  restera, 
à  partir  d'une  certaine  valeur  de  cp,  à  l'intérieur  de  l'angle  au 
centre,  correspondant  à  l'arc  2  ô,  ayant  M0  pour  milieu.  Dési- 
gnons par  Afl  le  point  où  le  rayon  prolongé  OA  rencontre  la  cir- 
conférence G  et  prenons  de  part  et  d'autre  de  A,  un  arc  égal  à  8. 
Soient  s  l'arc  égal  à  2  8  ainsi  formé,  lequel  contient  le  point  M0, 
et  S  le  reste  de  la  circonférence.  Nous  partagerons  l'intégrale  qui 
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figure  dans  F  en  deux  parties  :  l'une  relative  à  s,  l'autre  à  S. 
La  valeur  absolue  de  la  première  sera  moindre,  quel  que  soit  r, 
que 


2izJ    i — 2 r cos (y —  cpj-h/*2  27r«-'0        ' 


<u, 


2rcos(di  —  <p)-w 


Passons  à  la  seconde  intégrale.  On  a,  pour  l'arc  S, 

i  —  ir  cos {'b  —  es )  -i-  r-  >  ir  —  2 r  cos 8  =  2  r(\  —  cos 3 ), 

et,  si  g  désigne  le  maximum  de  l,/'^)!?  on  voit  que  la  seconde  inté- 
grale aura  une  valeur  absolue  moindre  que 


r(i  —  coso ; 


Cette  quantité  tend  vers  zéro  quand  r  se  rapproche  de  l'unité; 
remarquons  d'ailleurs  qu'elle  est  indépendante  de  la  position  du 
point  M0  sur  C. 

Ainsi  donc,  étant  donné  le  point  M0  sur  la  circonférence  G  et 
une  quantité  r,  fixe,  mais  aussi  petite  que  l'on  veut,  on  peut  tracer, 
de  part  et  d'autre  de  M0,  un  arc  de  longueur  8  tel  que,  le  point  A 
restant  à  l'intérieur  de  l'angle  au  centre  correspondant  à  cet  arc 
2  S  et  étant  suffisamment  rapproché  de  la  circonférence,  la  valeur 
de  l'intégrale  correspondante  diffère  de  f(v0)  de  moins  de  y\  : 
c'est-à-dire  que  l'intégrale  F,  correspondant  au  point  (/*,  ç),  tend 
vers  y  (^0)  quand  ce  point  se  rapproche  d'une  manière  quelconque 
du  point  (1,  cp0)  de  la  circonférence  C,  en  restant  intérieur  à  C. 

On  peut  présenter  d'une  manière  plus  instructive  la  démons- 
tration précédente  par  une  transformation  intéressante  de  l'inté- 
grale de  Poisson. 

Introduisons,  en  même  temps  que  la  variable  <|;,  qui  fixe  la 
position  de  M  sur  C,  la  variable  -y  abscisse  curviligne  du  point  M7, 
où  la  droite  MA  prolongée  rencontre  à  nouveau  le  cercle  C.  Posons 
AM  =  /,  AM'=  V .  On  a  évidemment 

IV  =  1  -  /-2 
et 

T  ~   ï 
et 

/-  —  1  —  2  rcos(^  —  ?)  -+-  r~- 
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Donc 

I  indiquant  pour  abréger  l'intégrale  curviligne  prise  sur  C  dans  le 

sens  positif. 

Cette  expression  remarquablement  simple  de  l'intégrale  de 
Poisson  va  nous  fournir  le  résultat.  Nous  considérons  l'arc  aj3  de 
milieu  A,  d'amplitude  S,  ainsi  que  a0  (30  de  milieu  M0  de  même 
amplitude.  Dans  chacun  de  ces  arcs,  l'oscillation  de  f{o)  est  <<  s. 
On  aura 

La  première  intégrale  est  égale  à/(cp0).  Montrons  que  la  seconde 
tend  vers  zéro  quand  A  tend  vers  M0.  A  tendant  vers  M0,  on  peut 
supposer  A,  intérieur  à  a0  f30  ;  dans  ces  conditions,  tout  point 
de  ap  a  une  abscisse  curviligne  qui  diffère  de  cp0  de  moins  de  o 
en  valeur  absolue. 

Donc  si  ty  parcourt  a [3, 

l/(*>-/(9t)l<*ï 

<]/  parcourt  alors  un  arc  de  circonférence  <^  i~. 
La  partie  correspondante  de  l'intégrale 


i 
est  en  valeur  absolue 


l-  A/(4o-y(?o)W 

71  Je. 


1 

<  £.211  ==  £. 

17Z 


Lorsque  M(i,  ty)  parcourt  l'arc  de  G  qui  complète  a(3,  arc 
d'amplitude  (211  —  S),  si  l'on  suppose  que  A  est  intérieur  au  petit 
segment  de  cercle  aÀ)|3,  M'(i,  <!/)  restera  intérieur  à  l'arc  a[3,  la 
variation  de  '.]/  sera  <^  S,  et  la  portion  correspondante  de  l'inté- 
grale précédente  sera  en  valeur  absolue 


<£«, 

2  7T 


G  désignant  une  limite  supérieure  de  |/(^) — f(®o)\  sur  tout  le 
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cercle  G.  On  pourra  prendre  G  =  2  M,  M  étant  la  borne  supérieure 
dej\6)  sur  C. 
L'intégrale 

sera  donc,  en  valeur  absolue, 

<H 8, 

2TC 

à  condition  que  A,  soit  dans  a0  p0  et  A  dans  le  segment  aA,  p.  Ces 
conditions  expriment  que  A  est  suffisamment  voisin  de  M0,  dans 
le  cercle  C,  et,  sous  ces  conditions,  F(r,  cp)  diffère  de  f(o0)  de 

moins  de  e  4-  —   ô  qui    est  une    quantité    arbitrairement   petite 

puisque,  G  étant  fini,  s  et  ô  sont  arbitrairement  petits.  Donc  F(r,  ©) 
tend  bien  vers  /(<p0)  quand  A  tend  vers  M0  ('  ). 

29.  Dans  l'étude  précédente  de  l'intégrale  de  Poisson,  nous  avons 
supposé  que  la  fonction  f{§)  était  partout  continue.  Il  ne  sera  pas 
sans  intérêt  d'étudier  maintenant  le  cas  où  la  fonction  /('■]>)  n'est 
pas  partout  continue,  mais  présente  pour  certaines  valeurs  isolées 
de  à  des  discontinuités  du  genre  de  celles  qui  ont  été  étudiées  dans 
la  théorie  des  séries  trigonométriques. 

Nous  supposerons  donc  que,  pour  une  certaine  valeur  co0,  la 
fonction  /(cp)  ait,  de  part  et  d'autre  du  point  correspondant,  des 
valeurs  limites  différentes.  Vers  quelle  valeur  tendra  V intégrale 
F  quand  le  point  (r,  cp)  tendra  vers  le  point  (1,  <p0)? 

Pour  traiter  cette  question,  prenons  d'abord  un  exemple  parti- 
culier :  si  l'on  (ait  f('ii)  =  <&,  on  se  trouve  bien,  sur  la  circonfé- 
rence G,  dans  le  cas  indiqué;  on  peut,  en  effet,  considérer  qu'on  a, 
sur  cette  circonférence,  une  succession  de  valeurs  données  par  la 
loi  précédente  en  faisant  varier  'l  entre  o  et  27*  Pour  tl  =  o  et 
6  =  277,  on  obtient  la  même  position  M0,  et  la  Différence  des 
valeurs  limites  de  la  fonction,  de  part  et  d'autre  de  M0,  estvisible- 


(l)  Voir  l'élégant  Mémoire  de  G.  Darboux,  Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
tiques, 1910  :  «  Un  peu  de  géométrie  à  propos  de  l'intégrale  de  Poisson  »,  où 
les  questions  qui  nous  occupent  sont  développées  d'un  point  de  vue  purement 
géométrique. 


3l6  ÉQUATION    DE    LAPLACE.    —    DÉVELOPPEMENTS    EN    SÉRIES. 

ment  égale  à  au.  Formons,  pour  ce  cas  particulier,  l'intégrale  F  : 


27:  „  . 

i  —  r2 


—    f      <b-  -dû 

•2r.  J0  I  —  ir  cos(  ^  —  cp;  -+-  /-2 

Sa  valeur  est  facile  à  calculer  au  moyen  d'un  développement  en 
série,  ordouné  suivant  les  puissances  croissantes  de  /'.Les  coeffi- 
cients du  développement 

n  —  oo 

—  H-  2.  r,l((ln  cos  /ic?  -+-  bn  sin/icp)         (  /'  <  i), 

n  =  l 

dans  lequel 

i  r2TC  i  r27r 

an=  —    I        <\>  cos ri'\>  dty,  bn  =  —    I        <\)  s'mnty  d<\> 

sont  ici 

9 

a0=27r,         «„  =  o     (/i^i),         bn  =  —-> 
On  a  donc  le  développement 

-2 


n  =  » 

xi  />n  si  n  /ico 


/i 
rt  =  l 

Pour  calculer 

n  =  oo 

rre  si  n  /ico 
•j 


■^  /*«  sin 

2mÀ  /T 

n  =  l 

prenons  sa  dérivée  par  rapport  à  /',  qui  est 

7Z=  ot 

2 


n  =  oo 

/•"-1  sin/ico. 


Or  cette  série  est  égale  au  coefficient  de  i  =  y/ —  î  dans 

00 

72 


i        r  e?« 


/'   i  —  /*  e9l 


On  aura,  par  suite, 


7Z=  oo 

sin  o 


X   rw-i  sin  /icp  = 


i  —  >r  coscp  -h  r 

n  =  l 
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et,  en  intégrant, 

^1  rn  sin  /ïco  r  sin© 

7 =  arc  taner ! — > 

Âm i         n  1  —  r  coscp 

n  =  l 


l'arc  tangente,  dans  le  second  membre,  étant  l'arc  compris  entre 
et  -f-  - >  qui  s'annule  pour  r  =  o.  Nous  avons  donc 


1   -   C  \  —  r-  ,,  r  sin© 

■  rfii»  =  tc  —  •>.  arctangr 


2.TZ  J  '   1  —  ■îrcos(<b  —  ©)-f-r2      '  °i —  r  coscp 

L'arc  tangente  qui  figure  dans  cette  formule  est  susceptible  d'une 
représentation  géométrique  très  simple.  Soient  la  circonférence  G 

Fier.  i5. 


de  rayon  un  et  M0  le  point  correspondant  à  <i>  =  o,  situé  sur  OX 
{fig>  25).  A  étant  le  point  (/',  cp),  on  aura 

/*  sin  cp 
arc  tan<r —  —  ançle  (OM0  A), 

cet  angle  étant  compris  entre  —  —  et  — | — •  On  a  donc,  en  appe- 
lant a  cet  angle, 

7C  —  2  a 

comme  valeur  de  l'intégrale.  Quand  le  point  A  se  rapproche  de  M0, 
la  valeur  limite  de  cette  intégrale  dépend  de  la  direction  suivant 
laquelle  A  se  rapproche  de  M0  ;  cette  valeur  limite  peut  prendre 
toutes  les  valeurs  entre  o  et  27tqui  répondent  aux  valeurs  extrêmes 

7T  71 

2  2 

30.   Après  l'étude  de  ce  cas  particulier,  nous  n'aurons  aucune 
peine  à  traiter  le  cas  général.  11  suffira  de  se  borner  au  cas  où  la 
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fonction /(*l)  a  un  seul  point  M0  de  discontinuité,  que  nous  sup- 
poserons correspondre  à  <[/  =  o  ou  271,  de  telle  sorte  que 

/(+  0)^/(271-0). 

Désignons  par  y.  la  différence /(-h  o) — /(271 —  o).  Nous  avons 
à  étudier  l'intégrale 


1     r  1  —  r2 

F(r,  ©)=—   /       /(  +  ) -j 

itz  J        J     T     1  —  ir  cos(^  —  ©)  4-  r 

quand  le  point  A(/*,  o)  se  rapproche  de  M0. 
Formons,  à  cet  effet,  l'expression 


d*t, 


/(*) 


'V 


a** 


en  considérant,  comme  tout  à  l'heure,  <!/  comme  une  fonction  d'un 
point  variable  sur  la  circonférence  C  avec  le  point  M0  comme  point 
de  discontinuité.  L'expression  précédente  sera  alors  une  fonction 
continue,  car  les  deux  limites  suivant  que  l'on  se  rapproche  de  M0 
d'un  côté  ou  de  l'autre  sont 

/(-HO)      CL     /(27T—  o)-H{x 

qui  sont  égales. 
L'intégrale 


2  .te  J  2  tc      J    I  —  2  7 


—  r2 


—  2 r  cos (y  —  ©)-+-/' 

tend  donc  vers  f(-\-o)  quand  A  tend  vers  M0  d'une  façon  quel- 
conque. On  a  donc 


F(,.)?)  =  _A 

2  TZ 


t:  —  2  arc 


rsincp 

tang i —     -+- A. 

1  —  r  cos©  J 


)^  tendant  vers/(-f-o)  de  quelque  manière  que  A  tende  vers  M0. 
De  là  on  conclut 

lim     F(r,  ©)  =/(4-o>—  ^  -+-  l- a 

'  A— ^M„  2  Tï 

=  l~  [/(+  o)  +/(  27:  -  o)]  -H  |  [/(o)  _/(aw  -o)]. 
La  limite  trouvée  est  une  fonction  linéaire  de  V angle  a(*) 


O)  Cet  angle    a  est  l'angle    que  fait  avec  M0O  la  tangente  en  M0  à  la  courbe 
décrite  par  le  point  A 
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qui  varie  entre  les  extrêmes  f{-\-  o)  et  /(ai:  —  o),  correspondant 
respectivement  à  k  =  -  et  a«= —  7-  En  particulier,  si  A  suit  le 
rayon  OM0,  a  =  o,  et  la  limite  de  F  est  l'expression 


kf(+0)^/(2TZ-0)) 


déjà  trouvée. 


31.  Méthode  de  Weierstrass.  —  Reprenons  une  fonction  f  (cp) 
bornée  et  intégrable  dont  la  série  de  Fourier  soit 

(5)     a0-h  («i  coscp  -t-  b\  sino)  -h.  .  .-h  (a,n  cosmcp  -1-  6/u  sin/ncp)  -1- .  .  . 

qui  peut  n'être  pas  convergente  lorsque  /*(©)  est  continue;  nous 
l'avons  rendue  nécessairement  convergente  en  multipliant  le  terme 
général  par  rm  et  en  envisageant  ainsi  la  série 

(S)     «o+  (ai  coscp  4-  £>i  sin<p)r  -h.  .  .-h  («w  cosmcp  4-  6,„  sinmç)r"1  -t-.  .  . 

qui  est  identique  à  l'intégrale  de  Poisson,  r  étant  inférieur  à  un. 
L'idée  de  Weierstrass  est  différente.  Il  rend  la  série  (S)  néces- 
sairement convergente  en  multipliant  le  terme  général  par  e~ mH, 
t  étant  une  constante  positive.  On  a  ainsi  la  série 

(£')     a0-+-  (n{  coscp  -4-  bi  sino)e~'-K..-l-  (a,n  cosmcp  -1-  bin  sin  m^)e~mH-\-... 

qui  est  convergente  pour  t^>  o. 

De  même  que  nous  nous  sommes  demandé  plus  haut  quelle 
était  la  limite  de  la  série  S,  quand  r  tendait  vers  un,  pareillement 
nous  allons  chercher  quelle  est  la  limite  de  2'  quand  t  tend  vers 
zéro  par  valeurs  positives.  C'est  là,  au  fond,  quoiqu'il  ne  le  dise 
pas  explicitement,  l'idée  essentielle  de  Weierstrass. 

Or  on  peut  établir  que  la  limite  de  S',  quand  t  tend  vers  zéro, 

est  égale  à/(cp)  si/* est  continue,  et  à  -  [f(o  -f-  o)-h</'(<p  —  o)]  si  cp 

est  une  discontinuité  de  première  espèce  de /"(©).  C'est  donc  un 
résultat  analogue  à  celui  qui  a  été  obtenu  plus  haut,  à  savoir  que 
la  série  2  tend  vers  f(z>)  quand  r  tend  vers  un,  par  valeurs  infé- 
rieures à  un.  En  remplaçant  les  a  et  6,  qui  sont  les  coefficients  de 
Fourier,  par  leurs  valeurs,  la  série  S'  se  met  immédiatement  sous 
la  forme  suivante  : 


1    ri7Z 

Vit,  ?.  =  —   /       U/(*)<** 
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U  =  I  -f-  1  2,  cos/*(©  —  ù)  e~n'1 


La  fonction 


n=l 


6(9)  =  i  -+- 1  2>  cosno  e~ nH 


n=\ 


est  classique  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  En  se  ser- 
vant d'une  des  formules  usitées  dans  cette  théorie  ('),  on  peut 
établir  que  l'on  a  aussi 


_  n  =  -+-  » 


9(?)=i/v  y, 


(?  —  2/?-7r)i 


n  =  —  oo 


Ceci  posé,  supposons  d'abord  que  /(^)  soit  égale  à  une  con- 
stante C,  on  aura  immédiatement  pour  2' la  valeur  G. 

32.   Pour  traiter  le  cas  général,  donnons  à  o  une  valeur  arbitraire 
mais  fixe,  on  a 

,271 


*<*•»> =^1/7/  sw   2 


(9  —  <b  -2«7T)2 

e 

n  =  —  00 


4< 


<AL. 


Lorsqu'on  fera  tendre  t  vers  zéro  il  n'y  aura  de  difficulté  que 
pour  le  terme  de  la  sommation  correspondant  à  n  =  o,  car,  pour 
ce  terme,  le  numérateur  dans  l'exposant  de  l'exponentielle  s'annule 
quand  on  fait  <b  =  <p. 

Pour  tout  autre  terme  (/i  ^  o),  on  a 


19  —  •■!/  —  2nu)s 


^ 


(A  étant  un  nombre  fixe),  inégalité  qui  est  une  conséquence  de 

(pour  a  assez  grand). 


l'inégalité  évidente 


>-«'<-„ 


(!)  Le  lecteur  qui  ne  voudrait  pas  admettre  l'identité  des  deux  expressions 
données  pour  6  (a?)  est  prié  de  se  reporter  à  un  Traité  des  fonctions  elliptiques. 
Il  trouvera  notamment  dans  le  Traité  d'Halphen  (t.  I,  p.  264)  tous  les  éléments 
de  la  démonstration. 
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Donc,   dans  w,   tous  les  termes   tendent  vers  zéro  qui  corres- 
pondent à  n  ^é.  o,  leur  somme  aussi  tend  vers  zéro  avec  £,  à  cause 

de  la  présence  de  \J  t  en  facteur  dans  la  somme  de  tous  ces  termes, 
multiplié  par  une  expression  inférieure  à 

71  =  -+-  00 

M    ^     —     (la  valeur  n  =  o  exclue), 

71—  —  00 

M  étant  un  nombre  fixe  supérieur  au  produit  de  A  par  l'intégrale 
bornée 

i     r%T' 

2  y/TT  Jq 

On  a  donc 


2  7C  (?-* 


•L|3 


limF(/*.  cd)  =  lim  —  i/-    /"     /W  e        4I      *% 

Or  si  l'on  pose  t  =  — ->  l'intégrale  du  second  membre  devient 
l' intégrale  singulière  à  noyau  positif 

déjà  étudiée  comme  deuxième  exemple  dans  le  n°  5  du  présent 
Chapitre. 

La  limite  cherchée  est  donc 

-[/(¥-*-o)-t-/(<p  —  o)J     ou    /(?) 

selon  que  o  est  un  point  de  discontinuité  de  première  espèce  ou 
un  point  de  continuité  pour  ,/*(©).  La  convergence  est  uniforme 
dans  tout  intervalle  a^©^j3  où/ (a)  est  continue  : 

lim  F(f,  <p)  =  <    i 

,  =  o  I  -[/(?  +  o)+/(9  — o)J, 

/(?)  étant  bornée  et  intégrable  dans  o,  2  tu. 

Le  résultat  est  essentiellement  le  même  que  celui  obi  en u  par 
l'intégrale  de  Poisson,  bien  qu'obtenu  par  des  moyens  plus  com- 
pliqués. 

ÇICARD.   —   T.    I.  21 
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33.  Remarque.  —  Une  remarque  commune  aux  trois  procédés 
de  sommation  des  séries  de  Fourier  que  l'on  vient  de  développer 
est  qu'ils  conduisent  tous  trois  à  des  intégrales  singulières  à 
noyau  positif,  dont  la  convergence  est  par  suite  assurée  sous  des 
conditions  imposées  à  la  fonction  .f{x)  qui  sont  moins  restrictives 
que  pour  la  sommation  ordinaire  de  la  section  II  pour  laquelle 
on  devait  supposer  la  fonction  à  variation  bornée  dans  (o,  2-)  ('). 
Il  suffit,  avec  nos  trois  procédés  de  sommation  généralisée,  que  f(x) 
soit  bornée  et  intégrable  dans  (o,  2tc). 


IV.  —  Nouveaux  critères  de  convergence  de  la  série  de 
Fourier.  Cas  des  fonctions  non  bornées.  Nouvelles 
remarques  sur  Tordre  des  coefficients. 

34.  De  nombreux  critères  de  convergence  ont  été  énoncés  pour 
la  série  de  Fourier.  Nous  ne  pouvons  songer  à  les  énumérer  tous 
ici  (2).  Nous  allons  étudier  quelques-uns  de  ces  critères,  parmi  les 
plus  intéressants. 

Rappelons  et  étendons  un  résultat  acquis  au  n°  lo  du  présent 
Chapitre,  d'après  Riemann.  On  a  vu  que,  si  f{x)  est  bornée  et 
intégrable,  dans  (o,  2-)  les  intégrales 

'       f(x)cos/nxdx     et        /       f(x)s\nmxdx 

0  *A) 


tendent  vers  zéro  avec  —  •  On  étend  immédiatement  ce  résultat  en 

m 

prenant  pour  l'intégrale  des  limites  a  et  b  quelconques 


1 


b 
fix)  cosmx  dxm 


Il  suffira  pour  le  voir  de   compléter  l'intervalle  ab  à  l'aide  des 


(1)  La  sommation  ordinaire  conduisait,  nous  l'avons  vu,  à  des  intégrales  singu- 
lières dites  de  Dirichlet,  dans  lesquelles  le  noyau  avait  un  signe  variable,  c'est 
pourquoi  on  a  dû  supposer  f(x)  à  variation  bornée  pour  assurer  la  convergence 
de  la  série  de  Fourier. 

(2)  Voir  par  exemple  L'essai  liistorique  de  ."NI.  Arnold  Sachse  (Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  1880).  Voir  aussi  le  Livre  de  M.  Lebesgue  :  Leçons  sur 
les  séries  trigonométriques,  et  le  Tome  II  (2e  édition)  du  Cours  d'Analyse  infi- 
nitésimale, de  M.  C.  de  la  Vallée  Poussin,  Chapitre  IV. 
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points  2Ât:  et  2  k' tz  qui  le  contiennent  (k  et  k'  étant  des  entiers 
positifs,  nuls  ou  négatifs)  et  de  supposer  que  f(x)  qui  est  bien 
définie  dans  (a,  b)  est  nulle  dans  (2/ctt,  a)'  et  dans  (£>,  2Âjtu).  On  a 
ainsi  une  fonction  F  (a?')  bornée  et  intégrable  dans  (2/^,  2k'tz)  et, 
par  exemple, 

I  F(x)  cos?nx  dx  =    I     f(x)cosmx  dx.  . 

Pour  le  premier  membre,   on  fera  la  démonstration  comme  au 

pik'% 

n°  15.    /        est  la  somme  de  (k' —  k)  intégrales  analogues  étendues 

J-2/cn. 

respectivement  aux  (k' —  k)  intervalles 

[2A-,  -2  (A- -h  i)tîJ,      [2(Â:-hl)7C,  2(k-h2)Tt],       ... 

[2 (k'—  i)ir,  2/c'^]; 

chacune  de  ces  (A-' —  A")  intégrales  tend  vers  zéro  avec  — • 


/ 


m 

b 

/•/  X    COS  7 

/  (  x  )    .    mx  dx 

J  v     '  sin 


tend  donc  bien  vers  zéro  avec  — 

m 

35.  Le  résultat  est  encore  valable  quand  f(oc)  cesse  d )  être 
bornée  pourvu  que  \f(x)\  reste  intégrable.  En  effet,  la  fonc- 
tion   /     \f(x)\dx,  dans  cette  hypothèse,  reste  fonction  continue 

d  a 

de  a?,  même  aux  points  oùf(x)  devient  infinie.  Gela  résulte  de  la 
définition  d'une  fonction  intégrable  en  un  point  où  elle  devient 

infinie.  Si  c  est  ce  point,    /     \f{x)  \  dx  est  en  effet  par  définition  la 

d  n 

\f{x)\dx.    Soit   alors    c  une    valeur   de  x   pour 

laquelle / (a?)  est  infinie,  |/(a?)  [  restant  intégrable,  et  supposons 
d'abord  que  cette  valeur  c  soit  la  seule  de  son  espèce  dans  (a,  b)  : 


on  a 


Jl         f(&)  cosmx  dx 
a 

f(x)  cosmx  dx  -+-   !  f  (x)  cosmx  dx  •+-  f     '  f{x)  cosmx  dx. 

a                                                              dc_z  J \.  1   r 
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La  première  el  la  troisième  intégrale  tendent  vers  zéro  avec  — 
carf(x)  est  bornée  et  intégrable  entre  leurs  limites. 

\f  (x)  I  ^?  laquelle 

est  arbitrairement  petite  puisque  |/(#)|  est  intégrable.  On  peut 
donc  choisir  e  tel  que  cette  intégrale  soit  <C  7),  puis  m  assez  grand 
pour  que  la  première  et  la  troisième  soient  aussi  <<  rt.  Alors 


s. 


u 
f{x)  cosmx  dx 


<3r„ 
c'est-à-dire    que    l'intégrale     /    /(oc)  cosmx  dx    tend    vers    zéro 


i 
avec  — 
m 


La  démonstration  s'étend  aussitôt  au  cas  où  les  points  c  où  f(x) 
devient  infinie  forment  un  ensemble  de  mesure  nulle  susceptible 
d'être  enfermé  dans  un  ensemble  d'intervalles  de  longueur  totale 
arbitrairement  petite. 

36.  Critère  de  Riemann-Dini.  —  Supposons  que /'(a?),  inté- 
grable, soit  telle  que/(+  o)  existe  et  aussi  que 


i. 


'   l«-)-/(H-)l   ^ 


X 


existe  pour  h^>  o  (').  Dans  son  Mémoire  sur  les  séries  trigono- 
métriques,  Riemann  utilise  ces  hypothèses  : 

Considérons  alors 


[n=J      fi*)       x       dxi 


elle  tend  vers  -/(+  o)  lorsque  n  tend  vers  Vin  fini. 


i 

En  effet. 


Jn  X  Jfi  X 


(*)  Cette  hypothèse  ne  porte  évidemment   que  sur  l'allure  de  f(x)  au  voisi- 
nage du  seul  point  x  =  o. 
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La  deuxième  intégrale  tend  évidemment  vers  -/(  +  .o). 
La  première  s'écrit 

,/(^)-/(+o) 


Ji      sin/iâ?  F(a?)  dx     avec      F(.r)  = 
0 


X 


r" 
et  l'hypothèse   faite   dit  que   /     \¥(x)\dx    existe.    En   vertu   du 

«--  0 

théorème  démontré  aux  nos  34  et  35,  la  première  intégrale  tendra 
vers  zéro  avec  -  •  Donc 


n 


liml„  =  £/(+<>'), 

Remarquons  d'après  le  n°  35  que  dans  ce  critère  rien  n1  empêche 
que  f(x)  devienne  infinie  pour  des  valeurs  de  x^o  entre  o 
et  h,  pourvu  que  \f(x)\  reste  intégrable.   \n  a   toujours  pour 

limite  £/(  +  o). 

Dans  les  conditions  précédentes  considérons 


jn=   I     f(x)—. dx, 

1      Jn  sma? 


où  o  <^  a  <C  tc;  on  a  aussi 

TC 

lim  J„  =  -/(-f-  o). 


En  effet,  on  a 


Jn=   I     sinnxdx-h  j     y(H-o) dx. 

La  deuxième  intégrale  tend  vers  —f{^r  o). 
La  première  s'écrit 

D'après  nos  hypothèses, 

y 


af( & )—/(-+-  o)   . 

~ smnxdx 
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lend  vers  zéro.  Quant  à 


s. 


r,    .  x  —  sina?    .  , 

f(x) : 5111  II X  dX. 

XS\\\X 


x  —  sin^r 


on  voit  que,  an  voisinage  de  zéro,  f(x)' est  comparable 

oc  s  î  n  oc 
à  xf(x)1  par  conséquent  est  intégrable  comme  f(x))    \f{%)\  —■ — ■ 


est  aussi  intégrable.  Donc  le  terme 


/ 


..       x  —  sina?    .  , 

f(x) : s\mix  dx 

x  sina? 


tend  aussi  vers  zéro  avec  —  • 

71 

On  a  bien 

IimJ„  =  -/(h-o.) 
i 

sous  les  conditions  indiquées. 

On  applique  aisément  ce  critère  au  développement  de  Fourier. 

Supposons  d'abord  f(x)  bornée  et  intégrable  dans  (o,2tc), 
mais  sans  supposer  qu'elle  soit  à  variation  bornée  dans  (o,  2 tu).  Et 
soit  c  un  point  de  V intervalle  o,2tc  où  les  deux  intégrales 

.    r\  1/(^-/(0  +  0),^      ( 

et 

"  \f{x)—f(c—o)\ 


£ 


C  —  X 


dx         (k  <  c  ) 


existent,  ainsi  que  les  valeurs  f(c-\-o)  et  f(c — o);   alors  la 
série  de  Fourier  de  f(x)  converge  pour  x  =  c  et  sa  somme  est 

j[/(c  +  9)+/(c--o)]. 

En  effet,  on  est  conduit  par  la  somme  des  n  premiers  termes  de 
la  série  de  Fourier  à  étudier  la  limite  des  deux  intégrales  sin- 
gulières 

et 

0 


\     C    ju  sin(2m  -+-  i)y    i 

71  J_,.  sin^ 

(  /i  et  A"  entre  o  et  tt), 
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et,  sous  les  conditions  énoncées,  ces  intégrales  tendent  respecti- 


vement vers 


^/(c  +  oj         et         Lf(c-o). 


Ce  critérium  de  Riemann-Dini  et  celui  de  M.  Jordan  sont  de 
nature  tout  à  fait  distincte.  Dans  ce  dernier  critère  on  fait  une 
hypothèse  sur  f(x)  dans  tout  V intervalle  (o,  271)  en  disant  que/ 
est  à  variation  bornée  dans  cet  intervalle.  Le  critère  de  Riemann- 
Dini,  au  contraire,  ne  fait  d'hypothèse  particulière  sur  f{oc) 
qu'au  point  c  et  ne  conclut  qiû au  point  c(1).  Si  f(x)  satisfait 
aux  conditions  indiquées  au  point  c,  la  série  de  Fourier  converge 
au  point  c.  L'hypothèse  suv  f(x)  et  la  conclusion  pour  la  série  de 
Fourier  sont  ici  purement  locales, 

37.  Condition  de  Lipschitz  (2).  —  Le  critère  de  Riemann- 
Dini  est  évidemment  satisfait  pour  toute  fonction  j '{%)  telle  que 

|/0)-/(c  +  o)|    ) 

>  <  k  \  x  —  c\a 

|/(.r)-/(c-o)|    P 

pour  certaines  valeurs  des  constantes  positives  k  et  a. 

Dune  telle  fonction  on  dit  qu'elle  satisfait  à  une  condition  de 
Lipschitz  d'ordre  a  au  point  c.  [Une  telle  condition  peut  être 
satisfaite  sans  que  f(x)  soit  à  variation  bornée.]  En  tout  point  où 
elle  est  vérifiée  la  série  de  Fourier  convergera.  Prenons  par 

exemple  f(x)  =  #sin-  dans  (o,  2~).  Elle  est  continue  pour  x=.  o 

et/  '(+  o)  =  o.  Elle  n'est  pas  à  variation  bornée  dans  (o,  s),  quelque 
petit  que  soit  z  >>  o.  (Dans  tout  autre  intervalle  elle  est  à  variation 
bornée.)  Mais  elle  satisfait  à  la  condition  de  Lipschitz  pour  x  =  o  : 

l/W-/(+o)Kk|. 

On  voit  que 

1 


x 


h  , 

sin  —    dx 
x 


(*)  L'hypothèse  générale  de  l'intégrabilité  de  f  (x)  subsiste  évidemment  dans 
tous  les  critères. 

(2)  Lipschitz,  Journal  de  Cretle,  t.  63» 
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a  un  sens  en  posant  par  exemple  -  =  z  et  l'intégrale  devient 


X 


1 


s'mz  I     , 
— r — -  dz 


'k 

qui  a  évidemment  un  sens. 

Donc   f(x)  =  xs\n  —    a   une   série    de   Fourier   qui   converge 

vers f(x)  en  tout  point  de  l'intervalle  o,  27:. 

38.  Nous  venons  de  voir  que  si  le  critère  de  Riemann  ou  celui 
de  Lipschitz  sont  satisfaits  au  point  c  par  une  fonction  telle  en 
outre  que  \f{%)\  soit  intégrable,   la  série   de   Fourier  converge 

pour  x  =  c  vers  -  [f(c  -\-  o)  -\-f(c  —  o)]  et  l'on  a  fait  remarquer 

au  n°  36  que  la  condition  de  Riemann  ou  celle  de  Lipschitz  lais- 
saient à  f{x)  la  possibilité  de  devenir  infinie  en  des  points 
de  (o,  2tc)  distincts  de  c  formant  un  ensemble  de  mesure  nulle,  à 

\f(x)  |  dx  conserve  un  sens. 

0 

Tout  ceci  résulte  du  n°  3o  et  de  ce  que 


nT.l    f{X)i^dX=lf{+(,) 


dans  les  conditions  que  l'on  vient  d'énoncer  [o<a<7c].  La 
même  remarque  peut  être  faite  sif(x)  est  à  variation  bornée  dans 
tout  intervalle  ne  contenant  aucun  des  points  c. 

En  effet,  en  supposant  un  seul  point  ci  oùf(x)  devient  infini, 
on  aura 


d-z 


La  première  intégrale  tend  vers  — /(+o)  car  f  est  bornée  et 
satisfait  au  critère   de   Riemann,    ou    au    critère    de    M.    Jordan, 

dans  (o,  cl  —  e).  La  troisième   tend  vers  zéro  avec  —  car  '.n  J  est 
bornée  et  intégrable  dans  (d -\-  e,  a).  Enfin 


n  sin.r 


Cj(x)^dx  <^ïflTi/{x,]d*' 
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sinÇ  étant  inférieur  à  sin#  quand  x  décrit  (d  —  e,  d-\-z).  Cette 
dernière  intégrale  est  arbitrairement  petite  avec  s  puisque  |/(#)| 


îen 


'     f(x)'—. dx   est  b 

0  sina? 

ry(+o). 

On  en  conclut  que  les  critères  de  M.  Jordan  et  de  Riemann- 
Lipschitz  sont  encore  valables  si  f(x)  cesse  d'être  bornée  en 
des  points  formant  un  ensemble  de   mesure  nulle,  mais  de 

\f{x)  |  dx  existe,   en  ce  sens  que  ces  critères 

assureront  la  convergence  de  la  série  de  Fourier  vers 

I[/(c  +  o)+/(c-o)] 

en  tout  point  c  distinct  des  infinis  de  f{x)  où  ces  critères  sont 
respectivement  satisfaits. 

39.  Comme  exemple  de  fonction  devenant  infinie  entre  o  et  27;, 
prenons  la  fonction 

f{x)  =  logcos2-. 
Elle  est  infinie  pour  x  =  t:,  mais  l'intégrale 


I     ,0< 


„ x 

cos2  — 


dx 


a   une   limite    quand   x   tend  vers  tc.   Il  suffit,   pour  le  voir,    de 

x 
poser  cos-  =y  et  l'on  a  l'intégrale 

I  logy2  |  dy 


x 

•2 


f     1  log 


■y1 


dans  laquelle  y  tend  vers  zéro  par  valeurs  que  l'on  peut  supposer 
positives;  l'intégrale 

ry  \\o«y\dy 

^       y/7 
comparable  à 


.y<L 


fl°S 


y  dy  =  lrlos7—  y  +  1 1» 
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a  nécessairement  une  limite  pour^r=  o.  Le  développement 

log  cos2  —  =  «0-4-  ^  (  am  cosmx  -+-  bm  s'mmx) 
m  =  i 

aura  pour  coefficient 

/2TC 
X 
logcos2  —  dx, 
2 


I       /  „  47  , 

a,n=  —    I        los:  cos- —  cos/nx  ax, 
.1/     I* 


b,„-=.-     I        \o  g  cos^  —  sin  ni  x  dx. 


La  valeur  de  6m  est  nulle  car  les  éléments  correspondant  à  x 
et  2  7z  —  #  se  détruisent  deux  à  deux.  La  valeur  de  am  s'obtient  par 
une  intégration  par  parties  qui  chasse  le  logarithme.  On  trouve 

( —  i)m 

et  m  =  2 (  m  ?±  o),  bm  =  O 

m 

et 

<20  = ^  l°g2- 


40.  Ordre  de  grandeur  des  coefficients  pour  les  fonctions 
non  bornées.  —  Supposons  f(x)  à  variation  bornée  dans  tout 
intervalle  ne  contenant  pas  un  point  c  où  l'on  suppose  que  f  '  (x) 
devient  infinie  comme 

®(x)  . 

( .  o  <  v  <  i  pour  x  >  c) 


(a?  —  c)v 
et  comme 

(c  —  xy 


(o  <  v  <  i   pour  a?  <  c), 


cp(#)  e£  cp<  (#)  étant  à  variation  bornée  dans  (c  —  e,  c  +  e),  e  étant 
positif.  Il  est  clair  alors  que  |/(#)  |  est  intégrable  puisque  v<i. 
Par  conséquent,  la  série  de  Fourier  converge  wersf(x)  ou 


I  [f(x-{-0)  4-/(07-  O)] 


en  tout  point  ^  c.  Quel  est  l'ordre  des  coefficients  am  et  6W. 
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On  a 


c-HE  ~2TC 


Dans  l'intervalle  (o,  c  —  s),  f(x)  est  à  variation  bornée,  donc  la 

première  intégrale  est  <T  —  >  A  étant  un  nombre  indépendant  de'/n 

{voir  n°  14  du  présent  Chapitre). 
Prenons 

3 ,  =   /       f(x)  cos  />?  x  dx  =   /       -— cos m x  dx. 

En  posant  m(c  —  x)=y,  on  a 

r"'wci(a?)                .                 .  dy          r'"c      ,       cos  (nie —  y)     dy 
3«  =    /         -^ — -mveos   flic-y    —  =    /         ©iO) -LJ.  ^L — 

En  développant 

cos(mc  — y  )  =  cos  me  cos  y  -\-  sin  /ne  siri^, 
3,  sera  la  somme  de  deux  intégrales  du  type 


m 

et 


4>,  (jr)  et  4>o  (jk)  étant  comme  o,  (#)  bornés  et  à  variation  bornée 
dans  (o,  mz).  4>,  par  exemple  est  la  différence  de  deux  fonctions 
décroissantes.  On  peut  donc  décomposer  chacune  des  intégrales 
précédentes  en  deux  portant  sur  des  fonctions  <P(y)  décrois- 
santes auxquelles  on  pourra  appliquer  le  deuxième  théorème  de 
la  moyenne. 

On  sera  ramené  ainsi  aux  intégrales 


f      ï™Zdx    et       f       S^dy 

o       y  *j  o      y 


qui    ont  des  limites  parfaitement  déterminées  quand  m   grandit 
indéfiniment. 


m1 
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i> 

On    conclut    de  là    que,   quel   que  soit  m,   on  a   ]-")<  |  < — ^? 

B,  étant  une  certaine  constante  positive  indépendante  de  m 
De  même 


«59  =   /  f(oc)  cos m a?  <f.r 


Enfin 

,271 


/<>)  CO! 

J^.271 
fix)  cos  m  a?  dx 
C-+-E 


< 


m1 


G 

<  —  > 

m 


puisque/  est  à  variation  bornée  dans  (c  -+-  s,  2-). 

On  en  conclut  que  tffo/zs  /es  hypothèses  faites  sur  V infini  de 
f  (#),  o/i  a 

I  a*  I     ■  J^_ 

H  étant  une  constante  fixe  positive  indépendante  de  m. 

41.   Il  ne  faudrait  pas  croire  que,  dans  toute  série  trigonomé- 
trique  convergente,  les   coefficients  am  et  bm  ont  nécessairement 

un  ordre  déterminé  par  rapport  à  —  •  Considérons,  en  effet,  une 

suite  infinie  a0,   «,,   a2,    .  . .,  an,   ...   de  termes   tous  positifs  ou 
alternativement  positifs  ou  négatifs,  mais  tels  qu'ils  décroissent  en 

valeur  absolue,  an  tendant  vers  zéro  avec  —  •  Il  est  facile  de  voir 

que  la  série 

A  =  a0-h  ai  cosO  ■+-  «2  cosaO  -h . .  .-h  an  cos/iO  -h. . , 


est  convergente  pour  tout  0^2/it:.  Pour  9  =  ikiz,  dans  le  cas 
où  la  série  a0+fl|  +  ...  +  fl«+...  formée  de  termes  positifs  est 
divergente,  il  y  a  exception. 

Admettons  d'abord  que  tous  les  coefficients  soient  positifs,  et 

posons 

An  =  a0-+-  at  cosO  -+•  a2  cos 2 6  -+-...-+-««  cosnô. 

En  multipliant  les  deux  membres  de   cette  égalité  par  2  sin-, 

qui  est  différent  de  zéro,  si  8  n'est  pas  égal  à  un  multiple  de  271, 
on  obtient 


iAns\n-=    >   iam  cos  mu  sin  -  —    >  am(sin 0  —  sin 

>«  —  0  ;//  =  0 
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d'où,  en  ordonnant  par  rapport  aux  sinus, 

2  An  sin  -  =  «o  sin  — h  (a0  —  al  )  sm  — h  . . . 
2  2  2 

.  .      2  /i  —  I  .      2»+ID 

-I-  (an-x  —  an)  sin ■ 9  4-  aw  sin 0. 

Laissant  de  côté  le  premier  terme  de  cette  formule  et  le  dernier 
qui  a  pour  limite  zéro,  nous  remarquerons  que  la  série  à  termes 

positifs 

S  =  (a0—  «1)  ■+-  («1  —  ««)■+•-.  .4-(a,t-i  —  «»)-+-... 

est  convergente  et  a  #0  pour  somme,  puisque 

et  puisque  la  limite  de  an  est  zéro.  Cette  série  sera  encore  conver- 
gente quand  on  multipliera  respectivement  ses  différents  termes 

.     6        .     3  G                  -2/i  —  1  r.  •  1 

par   sin-,   sin  —  »    ...,    sin y,    ...,   qui    sont    des   quantités 

moindres  que  un  en  valeur  absolue.  Donc  la  série  A  sin-  est  con- 
^  2 

vergente,   et  par  suite,  la  série  A  converge,   sauf  peut-être  pour 

e  =  2Â~7c(<). 

Si  la  série  A  était  à  termes  alternativement  positifs  et  négatifs, 
il  suffirait  de  changer  0  en  tz  —  9  pour  être  ramené  au  cas  pré- 
cédent. 

On  démontrerait  de  même  la  convergence  de  la  série 

B  =  b0-h  br  sin  6  -h  b2  sin 2 G  -+-  .  .  .-h  bn  sin  /i0  -h.  .  ., 

les  conditions  étant  les  mêmes  que  pour  la  série  A. 

En  supposant  tous  les  a  positifs  et  la  série  Han  divergente,  la 

série 

y(  0  )  =  a0  H-  <%i  cos  ô+...+  aft  cos  n  84-... 

convergera  pour  toute  valeur  de  9,  sauf  pour  9  =  2  A"tï,  valeurs  pour 
lesquelles  elle  deviendra  infinie  d'une  manière  évidemment  arbi- 
traire, ce  qui  prouve  qu'une  fonction  peut  devenir  infinie  de  toute 
autre  manière  qu'au  n°  40  et  être  la  somme  d'une  série  trigonomé- 
trique  convergente.  On  peut  remarquer  qu'alors  aucun  ordre  ne 


(')   La   démonstration    prouve   morne  que   la  série  A  converge   uniformément 
dans  (s,  ar  —  e),  quelque  petit  que  soit  s  >  o. 
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peut  être  assigné  aux  coefficients  am  de  cette  série  trigonométrique 
convergente. 

42.  Dans  des  hypothèses  plus  restrictives  que  celles  qu'on  a 
faites  sur  /(#),  on  pourra  avoir  une  évaluation  plus  serrée  des 
coefficients.  Si,  par  exemple,  f{x)  a  une  dérivée/7 (x)  à  variation 
bornée,  on  aura 

i  r2*  i     r2n 

am  =  —    I        f(x)cosmxdx  = /         f'(x)  s'wunx  dx 

par  une  simple  intégration  par  parties,  f  étant  à  variation  bornée, 
la  deuxième  intégrale  est  <^  —  et,  par  conséquent, 


m 


I  a"1 1  <-  — 
\bni\  ^  m*' 

La  série  de  Fourier  est  alors  absolument  et  uniformément  con- 
vergente dans  (o,  sti). 

Si  f(x)  admet  une  dérivée  qui  soit  à  variation  bornée,  sauf 
pour    des    valeurs    particulières    c    où     elle    est    infinie    comme 

^  (o<v<i),  on  verra,  en  raisonnant  comme  au  n°  40,  que 

H 


a, 


m 


2-V 


Enfin,   si  f(x)  et  toutes  ses  dérivées  jusqu'à  f{P   V(jc)  sont 
continues,  f{p\x)  étant  à  variation  bornée,  sauf  en  des  points  c 

où  elle  est  infinie  comme- —  >  on  verra  en  intégrant  «fois 

'  (c  —  x)v  b  L 

par  parties  que 

H 


am     et     bm  I  sont  < 


m/;+l-V 


Ces  évaluations  ont  été  utilisées  avec  élégance  par  Darboux 
dans  son  Mémoire  «  sur  l'approximation  des  fonctions  de  très 
grands  nombres  et  sur  une  classe  étendue  de  développements  en 
série  »  {Journal  de  Liouville,  3e  série,  t.  4,  1878). 
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V.  —  Propriétés  diverses  des  coefficients  de  Fourier 
des  fonctions  bornées  et  intégrables. 

43.  Etant  donnée  une  fonction  y  (a?),  bornée  et  intégrable,  elle  a 
des  coefficients  de  Fourier  bien  déterminés  : 


l        i   r2U 

l   an  =  -    /       /(x)cosnxdx 

)        i  r27Z 

I   bn=  -    I       f(x)sinnxdx 


(0  ;,.  }(n^o). 


Pour  n  =  o,  le  premier  coefficient  de  la  série  de  Fourier  sera 
écrit  —  et  1  on  aura 

2 

-2TT 

a0  =  —    !       ./(#)  dx. 

Dans  le  paragraphe  actuel,  nous  allons  passer  en  revue  diverses 
propriétés  remarquables  de  ces  coefficients. 
D'abord,  f{x)  étant  intégrable,  sa  primitive 


x)  dx 


est  continue  dans  (o,  27c)  et  à  variation  bornée.  F  (a?)  aura  une 
dérivée  ¥' (x)  =f(x)  en  tout  point  où  f(x)  est  continue,  c'est- 
à-dire  en  tout  point  de  (o,  2tt),  sauf  aux  points  de  discontinuité 
qui  forment,  comme  on  sait,  un  ensemble  de  mesure  nulle. 
F(#)  est  développable  en  série  de  Fourier  partout  convergente 
dans  o,  i~  : 

F(x)  =  A0-h  (Ai  cosa?  -+-  Bt  sina?)  -+-  .  .  .  -+-  (À;i  cosnx  -+-  B„  sin/ia?)  -f-  . . ., 
dont  les  coefficients  de  Fourier  sont 

J^,27t 
F(x)  cosnx  <lx 
0 


1    r2Tl  1 

/        —  f(x)  s'\nnx  dx, 


336        ÉQUATION  DE  LAPLACE.  —  DÉVELOPPEMENTS  EN  SERIES. 

ainsi  que  le  montre  une  intégration  par  parties  obtenue  en  excluant 
d'abord  les  points  de  discontinuité  de  f(x)  par  de  petits  inter- 
valles de  longueur  totale  <  s,  puis  faisant  tendre  e  vers  zéro.  On 
en  déduit 

A«  =  —  —  (rtjéo), 

et  de  même 

B„  =  -^i         (n^o>. 

La  série  de  Fourier  de  F(x)  converge  en  particulier  pour  x  =  o 

,                  F(o)-+-F(2î:)     T1      •  , 

et  sa  valeur  est -•  11  vient  donc 


2 

,271 


U  f{x) 


dx  =  A0  -4-  A  i  -+- . . .  -h  An  -h 


bn 


Par  suite,  la  série  \   —  est  convergente  pour  toute  fonction 

i 
f(x)  bornée  et  intégrable. 

Nous  verrons  plus  loin  que  2_,  —     est  aussi  convergente. 

44.  Ce  résultat  donne  immédiatement  une  condition  nécessaire 
pour  qu'une  série  trigonométrique  convergente  pour  toute  valeur 
de  x  puisse  être  la  série  de  Fourier  d'une  fonction  bornée  et  inté- 

grable.  Il  faudra  pour  cela  que  converge  la  série  2,  —formée 

i 
avec  les  coefficients  des  sinus  de  la  série  trigonométrique. 

Or  cette  condition  n'est  pas  toujours  réalisée. 
Considérons,  en  effet,  la  série 

f{x)  =  bi  sina:  -+-  b2  sin2  3?  -+-.  .  .-f-  ba  s'm?ix  ■+-..., 

où  les  b{  ^>  62!>  b3^>  . . .  ^>  bn^>  .  . .  sont  des  nombres  positifs 
décroissants  et  tendant  vers  zéro.  Nous  avons  vu  au  n°  M  qu'elle 
converge  pour  toute  valeur  de  #,  et  même  qu'elle  converge  uni- 
formément dans  tout  intervalle  (s,  2tz  —  e)  quelque  petit  que  soit  e. 
[La  convergence  uniforme  dans  ( — e,  -f-e)  dépendrait  d'hypo- 
thèses supplémentaires  sur  la  décroissance  des  b,t  que  nous  ne 
ferons  pas  ici.  ]  On  pourrait  dès  lors  penser  que  la  série  précédente 
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définit  une  fonction  f{x)  bornée,  dont  elle  serait  la  série  de  Fou- 
rier.    Or   ceci  n'est  pas    toujours    exact,    ainsi   que  le  montre 

l'exemple  bn  =  -, ('). 

1  log/i  v    ' 

La  série 

sin207  sm/ix 


f(x)  =  bi  si n x 


log2  logtt 


converge  pour  toute  valeur  de  x,  mais  la  fonction /(#),  somme  de 

la  série,  ne  peut  à  la  fois  avoir  les  bn  =  . pour  coefficients  de 

r  n       log/i  l 

Fourier  et  être  bornée,  car  la  série 

*mmi  n       —à  n  log/i 
est  divergente. 

o 

Donc,  ou  bien  j\x)  n'est  pas  bornée  dans  (o,  27:)  ou  bien  ses 

coefficients  de  Fourier  ne  sont  pas  les   bn=  -, •  On  verra  plus 

1  log  n  l 

loin  (n°  57  de  la  Section  VI)  que  f(x)  n'est  pas  bornée  au  voisi- 
nage de  zéro  ou  de  1-. 

45.  Nous  allons  maintenant  étudier  les  séries  Sa*  etS6J;  pour 
toute  fonction  f(x)  bornée  et  intégrable.  11  est  clair  que  sif(x) 
est  bornée  et  intégrable,/"2 (a?)  sera  aussi  bornée  et  intégrable. 

Considérons  alors  l'intégrale 


\n=  —    I        \f(x) «icosa?— -èjsina? — ... —  ancosnx — 6„sinM:r      dx. 

En  la  développant  et  tenant  compte  des  formules  (i)  de  Fou- 
rier, on  a 

J/»  2  TZ  '  9 

f       p(x)  dx  -  2»  -  a\  -  b\  - .  . .-  a*  -  bft. 
0  2 

L'intégrale  I  étant  certainement  positive,  on  aura  donc 
-±-±a\-hb\+...-ha*  +  b*<-   /       f*(x)dx, 
le  signe  <^  ne  pouvant  devenir  =  que  si  f(x)  se  réduit  à  la  série 

('j  Exemple  dû  à   M.  Fatou.    Voir  Leuksguk,  Séries  trigonométriques,  n°  63. 

PICARD.  —  T.   I.  22 
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limitée  de  Fourier 

h  ai  cosa?  -+-  b\  sina?  -+- .  .  .  -+-  an  cosnx  -f-  bn  sin  nx, 

i 

c'est-à-dire  si 

ap  et  bp=  o         pour  p  >  n. 

La   série  (2)    S(a^H-ô^)    est  donc  convergente  pour   toute 
fonction  f(x)  bornée  et  intégrable. 

On  en  déduit,  puisque 

n  '         /i2 

que  la  série  2>   —      '  °iui  est  limitée  par  la  somme  des  séries  con- 
vergentes N  è*  et  N   —  est  convergente. 

Pour  toute  fonction  bornée  et  intégrable,  2_,   — ~  converge. 

Pour  toute  fonction  continue  à  variation  bornée,  la  série  de 

Fourier  converge  vers  f(x)  uniformément   dans  (o,  2ir)  et,  par 

conséquent, 

lim  I„=  o, 

n—  00 

puisqu'on  peut  choisir  n  assez  grand  pour  que,  dans  (o,  271),  l'on 
ait 

f{x) «!  cosa?  —  bi  sin  x  — .  .  . —  an  cosnx  —  bn  sin  nx    <  e 

(  s  arbitraire). 

Dans  ces  conditions,  on  a  la  somme  de  la  série  (2) 

-±  +  a\-+-bl-h...-hafl-ï-b*  +  .,.=  -    /       [/(.r)]2^. 

46.  Démontrons  que,  sows  /«  seule  condition  que  f  soit  bornée 
et  intégrable,  on  a 

(3)  f4+ai  +  ôî-h...Va«H-"6»-H.:.  =  --    r**{/(*)l"^.- 

Nous  donnerons  plusieurs  démonstrations  intéressantes  à  divers 
titres. 
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Première  démonstration.  —  On  a  vu  que,  f(x)  étant  bornée 
et  intégrable,  la  série 

F(r,  x)  =  —  -h  («!  cosa?  -h  b\  si n.r )/•+... h-  (anco*/ix  -+-  bn  sïnnx)rn-\-... 
converge  uniformément  pour  o  ^  /  ^  r0<^  i . 

/2  7t                                              ,2 
f(ù) r- ;Û?Ù 
JK^'  i  —  2/-cos(^-—ar)H-r»    r 

(n°  25  du  présent  Chapitre). 

F(/*,  a?),  pour  toute  valeur  fixe  de  7*  <  i,  est  une  fonction  de  #, 
périodique,  continue,  à  variation  bornée.  Ses  coefficients  de  Fou- 
rier  sont  anr11,  bnrn.  Donc,  d'après  la  fin  du  n°  45,  on  aura 

(4)    -   f      [F(r,^)pAr=^  +  (aî  +  éï)r«-f.:..^CaJÎ-f.*i)/*»+..« 

La  série  du  deuxième  membre  est  une  série  entière  en  r;  pour 
/*  =  i,  elle  converge;  donc,  sa  somme,  pour  r=i,  est  la  limite 
des  valeurs  de  cette  somme  pour  /*  <[  i  quand  on  fait  tendre  r 
vers  i  (n°  10  du  Chapitre  IX,  th.  d'Abel),  c'est-à-dire 

^  +  a?-h&?  +  ...-ha*4-6Ji-h...^~Iiro    /       [F(r,x)]*dx. 

Or,  si  f(x)  est  continue,  la  démonstration  donnée  d'après 
Schwarz  aux  nos  28  et  suivants  du  Chapitre  présent  prouve  que 
F (7',  x)  tend  vers  f(x)  quand  r  tend  vers  1  et  cela  uniformément 
pour  o^^2tt.  Par  conséquent,  la  limite  du  deuxième  membre 
est 

et  le  résultat  est  établi. 

Siy(^)  a  des  points  de  discontinuité,  on  peut  les  enfermer  dans 
des  intervalles^  de  longueur  totale  arbitrairement  petite  a.  Hors  de 
ces  intervalles,  dans  la  partie  S  de  l'intervalle  (o,  211),  F(/*,  x) 
converge  uniformément  vers  f(x)  et  l'on  peut  choisir  7'  assez 
voisin  de  1  pour  que  l'intégrale 

-    f[F(r,x)\*dx  =  -    f\f(x)Y'dx-hri         avec  I  tj  I  <  s 
quelque  petit  que  soit  z. 
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Dans  la  partie  s,  on  a 

|F(r,a?)|<M, 

M  étant  la  borne  supérieure  de  |/(j?)|.  Donc 


ifmr,. 


v)]*dx<  -M2 a. 


7C 


On  aura  donc 

i  r27r  i  r  i 

pourvu  que  r0=r<i,  /*o  étant  assez  voisin  de  i.  Or  a  peut  être 
pris  arbitrairement  petit  puisque y*( a?)  est  intégrable.  v\-\ — M2a 
«est -donc  arbitrairement  petit  et 

Z    f\f{x)Ydx 
diffère  arbitrairement  peu  de 

Donc,  on  a  bien 

lim-    /        [F(/-,  x)Ydx=  -    /        [/(^)]2^; 

ce  qui  démontre  (3). 

Par  exemple,  on  a  vu  que 


it  —  a;         .             sin  2 

a?                   sin/za? 

1                   !                       ■           1 

pour  0  <  x  <  2Tc. 

—    31 11  «X-        | 

-2                                2 

1     ...      1                                T^  .   .   . 

n 

On  en  déduit 

1         1 

2.2            O2 

■+ à -•-■•;*■  ïjf" 

<1T 

-^y^-*2. 

V 

1      C*v6    • 

2,         /                       6 

De  même, 

71 

—  pouro<a?<7T 

s'mx        sin3.r 

1                    1           • 

sin  (2/1  -+-  i)a? 

2/1  +  1               « 

4 

1               „              -f  .  .  . -T- 

1                3 

TC 

—    pOlir    -  <  X  <  2.TC. 

4 
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On  en  déduit 


i         i 

I  +  TTT  +  ^r 


32        5*  (2/1  +  1)2 


■■•-;jf.    76^=  t' 


Deuxième  démonstration  (Hurwitz).    —  Elle  repose  sur  une 
évaluation  intéressante  de  la  somme 


On  a 


9 

sn=  -^  -f-afH-6î-H...-H  a2-+-  ft* 


i    r27r  i  r271 

a\=*  —     /       f(x)cosnxdx.~    I        f(y)  cosny  dy 

i      r-71    r271 
=  —    I  I       f(x)f(y)cosnx  cosny  dx  dy, 

71    *-  0        «A 

I  ^27T       ~27C 

~27U        ,,271 

a«H-^»=-; ;    /         /       f (*)/(,/)  vos n(x  —  y)  dx  dy; 


d'où 

x  — y 


271       ,-,271 


sin(2/i  ~h  i)  - 


2 

puisque 

sin(*2tt -f- 1) —  n 

: —  =  2    — h  cos(a? — y)-\-cos7.(x  —  y)-\-...-\-cosn(x —  y)    .  " 

sin — 

2 

L'intégrale  double  précédente  est  singulière.  Si  l'on  permute  x 
et  y,  l'élément  ne  change  pas.  On  peut  donc  écrire 

l       ^    r  sin  (2/1 -M)  — p^ 

11    J  J  sin  — 2. 

2 

Le  champ  étant  le  triangle  (o^^^2t:,  a? — y  =  o,  °=.>'  =  27:)- 
Pour  ramener  l'intégrale  double  à  une  intégrale  simple,  posons 

x  —  y  , 
=  a? , 

2 
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il  viendra 


le  champ  de  l'intégrale  double    en  xy  étant  devenu   le   triangle 

en  x  y' 

(j'-o,  y'^  o,  j^'h-  ix'S.  2r). 

Posons 

,  2  7t  —  x 


0 


/'  étant  bornée  et  intégrable,  F  (a?)  sera  à  variation  bornée  dans 
(o,  2  7t),  et  l'on  aura 


«y0 


71 


sin(2/i  -f-  \)x 


s\nx 


F (ioc)  dx, 


F  étant  à  variation  bornée,  on  aurait,  pour  la  limite  de  l'inté- 
grale, -F(-f-o)  si  la  limite  était  <[tt,  d'après  les  raisonnements 
du  n°  8,  Section  I  (exemples).  Or  on  peut  écrire 


sin(2/ï  -f-  \)x  i      r     sin(2/i  -h  i)x 


2     r-  sm(2/ï  -+- 1 )o?_, ,     .    ,        2    r 


smx 


F(2a?)  dx, 


et,  en  changeant  #  en  tz  —  a?  dans  le  deuxième  terme, 

2     fz  sin(2/i  H-  i)a?  r„.       .        _,.  .,   _ 

*»=-=    /     ^ —  \¥(ix)-^  F(2tt  —  ix)\dx\ 

rJ-  J0  si  n  a? 

d'où  l'on  conclut 

lim  *„=  -1.  -[F(h-o)-hF(27c  —  o)]. 

n  —  <x>  TZ  '      2 

Or 

F(+o)=r    f\y).f{y-+-o)dy~  f     [f(y)]*dy 

F(2TC  —  O)  =  O. 

Donc 

Troisième  démonstration.  » —  Elle  présente  un  intérêt  spécial 
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du  fait  qu'elle  peut  s'étendre  à  d'autres  développements  que  celui 
de  Fourier. 

On  a  vu  que,  quel  que  soit  /i,  on  a 


a 


A  ^„t 


a 


x 


b\^...+  al+bl<1-    f      [f(x)]*dx, 


hors  le  cas  oùf(x)  serait  une  somme  de  Fourier  limitée,  auquel 
cas  le  théorème  à  démontrer  serait  évident.  Si  la  série 


n'était  pas  égale  à 


1 


i   r 

-   /        [f{x)Y-dx 

J 0 

elle  serait  inférieure  et  l'on  aurait  z  ^>  o  en  posant 

(5)    6=1    f'T\f{x)Ydx-^-{a\-^b\)-...-{al^btl)-.... 

D'autre  part,  f(x)  étant  bornée  et  intégrable,  on  a  vu  que  les 
sommes  de  Fejér  .tendent  uniformément  xersf(x)  dans  tout  inter- 
valle où  f(x)  est  continue.  Gela  prouve  qu'en  excluant  par  des 
intervalles  s  d'amplitude  totale  a  (arbitrairement  petite)  les  points 
de  discontinuité  de  f(x),  on  peut  déterminer  un  indice  n  tel  que 
la  somme  <jn  de  Fejér  diffère  de  f(x)  aussi  peu  qu'on  le  veut,  et 
cela  quel  que  soit  x  dans  les  intervalles  restants  S.  Autrement 
dit,  on  peut  trouver  a&è  suite  limitée  de  Fourier 


ha(  cos,r  -+-  (3t  s'mx  -+-. .  .•-+-  a.n  cosnx  -+-  $n  sinnx 


(les  o.n  et  les  [in  n'étant  pas  les  coefficients  de  Fourier)  qui  diffère 
arbitrairement  peu  def(x)  dans  les  intervalles  S  de  continuité.  En 
particulier,  on  pourra,  s  étant  le  nombre  défini  précédemment, 
choisir  cette  suite  pour  que 

X27T  r-  •  -i  2 

f(x) ■£  — aicosic —  [3i  sina- — ... —  ancosnx —  $nsinnx      dx  <e 

et  sans  égalité  possible;  car,   dans  les   intervalles  s,  le   crochet 
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sera  en  module  <2M  [les  sommes  de;  Fejér  sont  entre  les  mêmes 

limites  que/(#)]  et  l'intégrale  <  -  4M2  a,  e'est-à-direarbitrairement 

petite  avec  a,  et  dans  les  S,  l'intégrale  est  <T  27}  arbitrairement 
petite  si  n  a  été  bien  choisi.  Or,  il  y  a  contradiction,  car  en  déve- 
loppant (G),  il  viendrait 


1      r  a2       v^ 

e>-    /        [/0)pcfo-h  —  -h  >   (aj-f-  fi')— a0a0—  2aïy.l  —  ...-  ianv.n 

1 

—  26,  pt  —  ...—  ibn$n, 

et,  en  remplaçant  e  par  sa  valeur  (5),  on  aurait  finalement 


ri  rt 

9  9 


2<7„  a, 


—  iby$s  —  2Ô,p2  — .  .  .— -2^„fï/iH-^(a2;-r-  &;,)  <o. 
Le  premier  membre  est 


n-h  1 


(rt0—  a0)2 


2  w+  W)  +    °  2      +2  c«p  -  ^r-+ (4-  [ipy-. 


n-h  1 


Il  ne  peut  être  négatif,  puisqu'il  comporte  une  partie  certaine- 
ment  >>  o,  à  savoir  N    (aj-f-ôj)  et  une  partie^  o,  qui  est  la  partie 


restante. 


La    contradiction    démontre     que    s  —  o,     comme    on   l'avait 
annoncé. 

47.   La  propriété 

(3)  ^+%(*l+bj\)  =  zf'n[fW]*d* 


se  généralise  facilement. 


Soient  f(jv)  et  <p(#)  deux  fonctions  bornées  et  intégrables,  (a„,  &„) 
les  coefficients  de  Fourier  de/,  (aw,  j3;i)  ceux  de  o,  on  aura 

/27T 
/o  c£r  =  -?—  4-  (ai ^  +  ^j  Pi)+. ..+  (  anxn^  bn%)  + 
2 
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On  le  verra  aussitôt  en  appliquant  (3)  à  la  fonction  /-f-Xcp 
bornée  et  intégrable,  quelle  que  soit  la  constante  X,  dont  les  coef- 
ficients de  Fourier  sont  (an-\-  Xa„.,  bn-\-\fin)  : 

i  /"*(/+  ^  »2  ^  =  (a°~4~2Xa°>2  +2  («»-+-  W)2+  (6«+  Xp»)«. 

"  °  i 

Tenant  compte  de  (3)  pour  simplifier,  les  termes  en  A  seuls 
subsistent  et  il  reste  bien  (7). 

48.  L'identité  (3)  permet  de  répondre  à  d'intéressantes  ques- 
tions : 

Une  fonction  f(x),  bornée  et  intégrable,  peut-elle  avoir  tous 
ses  coefficients  de  Fourier  nuls  ? 

Cela  n'est  possible,  en  vertu  de  (3),  que  si 

/2TC 
\f{x)Ydx  =  0, 

c'est-à-dire  que  sif(x)  n'est  ^  o  qu'aux  points  d'un  ensemble  de 
mesure  nulle. 

Une  fonction  bornée  et  intégrable  ne  peut  avoir  tous  ses 
coefficients  de  Fourier  nuls  que  si  elle  est  nulle  presque  par- 
tout (presque  partout  nulle  signifie  nulle  partout,  sauf  aux 
points  d'un  ensemble  de  mesure  nulle). 

Dans  quelle  mesure  une  fonction  est-elle  déterminée  par  ses 
coefficients  de  Fourier  ? 

11  est  évidemment  impossible  qu'il  y  ait  deux  fonctions^  et/2, 
bornées  et  intégrables  distinctes  ayant  les  mêmes  coefficients  de 
Fourier,  car  leur  différence  (f{ — f2),  ayant  des  coefficients  de 
Fourier  tous  nuls,  sera  presque  partout  nulle,  j\  et  f2  seront 
donc  presque  partout  égales.  Etant  donné  une  suite  de  coeffi- 
cients a0,  a{,  bt,  ...,  an,  bn,  ...,  on  aperçoit  une  condition 
nécessaire;  pour  qu'existe  une  fonction  bornée,  intégrable  dont 
ces  coefficients  soient  les  coefficients  de  Fourier.  11  faudra  que  la 
série  2(ajJ+  b\)  converge. 

Cette  condition  est-elle  suffisante  ?  Nous  y  reviendrons  ultérieu- 
rement (Section  VI). 
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49.  Donnons  maintenant,  de  l'identité  (3),  une  intéressante 
application  aux  isopérimètres,  due  à  M.  Hurwitz  (1). 

Soit  G  une  courbe  rec ti fiable  fermée  1  sans  points  multiples. 
Les  coordonnées  (#,  y)  d'un  point  qui  décrit  cette  courbe  s'ex- 
priment par  des  fonctions  continues  à  variation  bornée  du  para- 
mètre t=  -y—  (Chap.  I,  nos  14  et  15),  s  étant  l'arc  de  G  et  L 
sa  longueur  totale.  Jordan  a  montré  que  l'on  peut  trouver  une 
suite  de  polygones  P  dont  la  limite  soit  la  courbe  C,  dont  l'aire  A' 
tende  vers  l'aire  A  limitée  par  la  courbe  C  et  dont  le  périmètre  L' 
tende  vers  la  longueur  L  de  la  courbe  C. 

x  et  r,  étant  continues  et  à  variation  bornée,  sont  dévelop- 
pables  en  série  de  Fourier  uniformément  convergente 

a» 

l    x  =  — ■  -h  >   {ap  cospt  -t-  bp  sxnpt  ), 

(8)     ■ 

I  y  —  —  -^2_i  (*p  C0SP(  "+"  $P  sinpt)^ 

\  î 

t  variant  de  o  à  27:. 

On  peut  de  même,  X  et  Y  étant  les  coordonnées  d'un  point  qui 
décrit  le  polygone  P,  écrire 

A0 


X  = h  ^ t  (  Ap  cospt  -h   Bp  s'mpt 


L 


(9)        x    : 

J  Y  _  :__!  +  V^  ^  ^p  cospt  4-  ifep  sin/?£  ) 
1 


les  séries  de  Fourier  (9)  étant  uniformément  convergentes  dans 
(o,  24 

X(£)  et  Y  (£)  étant  composés  de  fragments  de  fonctions  linéaires 
rapportés  bout  à  bout,   comme  les  côtés  du    polygone,   ont  des 

dérivées,  sauf  aux  sommets  du  polygone,  ce  qui  n'empêche  pas  -j- 
et  -j-  d'être  bornées  et  intégrables,  à  variation  bornée,  par  consé- 
quent développables  en  série  de  Fourier  l—r-  et  -j-  sont  constantes 


(')  Annales  de  V Ecole  Normale  supérieure,  1902. 
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sur  chaque  côté  du  polygone,   mais  ces  constantes  varient  avec 
le   côté)-  Nous  appellerons  A'    et  B'  les   coefficients  de  Fourier 

i    dX        „  .  ,',  !    tf  Y 

de  -j-  et  X.  et  \U>„  ceux  de  -j-  : 

A/;  =  -    /        —j-cosptdt=—p  I        Xsinptdt=pBp         (/>>i), 

comme  le  montre  l'intégration  par  parties.  De  même 

%  =—p^P,         A'0  =  B'0  =  o, 

vVp  =  p  llî)/;,  \\Wp  —  —  p  <Â>p,  oV0   =    \)î)'0   =3    O. 

Calculons  la  longueur  et  l'aire  de  P 

\~dTj        \dt)  :~\dt)   ""  Vaït 

p  =  i  ;»=i 

De  même 

Donc 

L'2 


^  =2^ÀÎ+ BJ +«*•?"*- ^]- 


Pour  l'aire,  on  a 

,271 


■'-X 


X  -y-  ^, 


^  =2A'^+'B?^^2/'[A,,1,,,,,■"Bp-*,p], 


et,  en  vertu  de  l'identité  (-)  du  n°  47,  on  aura 

A' 

i 
En  définitive, 

J^  9,  A' 


10) 


—  =  V  (/? Ap—  ii!v, )2  h-  </> B,, h-  JU/,  )2  ■+■  ( >2  —  i  ) (  X\  -+-  ift)J ). 


Le  deuxième  membre  étant  essentiellement  positif,  on  a  pour 
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tout  polygone 

L'2  _47ryV>o 

relation  d'inégalité  entre  longueur  et  aire.  Faisons  tendre  le  poly- 
gone P  vers  C.  L'  tend  vers  L,  A'  vers  A;  X  et  Y  tendent  unifor- 
mément vers  x  et  y  dans  (o,  2tï),  donc  les  coefficients  de  Fourier  Ap 
et  Bp  tendent  vers  ap  et  bp  ;  A^p  et  \^p  tendent  vers  y.p  et  [ip.  En 
tout  cas,  la  somme  des  n  premiers  termes  du  second  membre 
de  (10)  tend  vers  la  somme  correspondante  relative  à  la  courbe  C. 
On  en  conclut 


L2        2A 


y  (paP — ?p  »2  ■+■  (pbp  -+■  «p  »2  -+■  (p2 — o  («? -+- p*  >i 


la  série  du  deuxième  membre  étant  certainement  convergente. 
On  voit  donc  que,  pour  toute  courbe  rectifiable 

L2— 4ttA  >  of 

l'égalité    n'étant   possible    que    si    tous    les   termes    du    deuxième 
membre  sont  nuls,  c'est-à-dire 

*p=      ?p=o  ) 
pap  =       p;,  =  o  j         pour  p  >  i, 

pbp  =  —  ap  =  o    ! 

«1=       Pi   / 

pour y?  =  i. 
Oi=—  a,    \ 

Légalité  L2 — l\izK=  o  n'est  donc  possible  que  pour  la  courbe 

x  = h  «i  cost  -h  bi  sin£, 

y  = t>i  cos£  -h  at  sin£, 

</«t  6j5/;    une   circonférence,    et   pour    cette    courbe,    on  a  bien 
L2—  4tcA  =  o. 

Pour  toute  courbe  rectifiable  fermée  sans  points  multiples^ 

L2— 4irA>o, 

V  égalité  ne  se  produisant  que  pour  la   circonférence.   Parmi 
toutes  les  courbes  rectifiables  de  longueur  donnée  L,  c'est  la 
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circonférence  qui  enferme  la  plus  grande  aire 

A  =  ■— -. 

/\t: 

C'est  la  propriété  connue  des  isopérimètres. 

VI.  —  Séries  trigonométriques  générales.  Théorèmes 
de  Riemann  et  de  Cantor. 

50.  Nous  nous  proposons   maintenant,   étant  donnée  une  série 
trigonomé  trique 

(  i  )     —  -+-  (a.  cos.2?  -+-  bi  s'ina?)  -T-.  .  .-h  ( an  cosnx  -+-  b„  sinria?)  4-. . ., 

2 

où  les  an  et  bn  sont  des  constantes  quelconques,   d'étudier  divers 
problèmes  sur  la  convergence,  sur  la  sommation...  de  cette  série. 
Démontrons  d'abord  le  théorème  suivant  de  G.  Cantor  [Acta 
mathematica,  t.  II). 

Si  la   série  trigonométrique  (i)  converge  pour  a^.T^(3,  si 
petit  que  soit  V intervalle  (a [3),  on  a 

lim<77l=o         et         limôre=o. 

n  —  oo  n  =r  oo 

Ce  théorème  était  considéré  comme  évident  par  Riemann. 
On  peut  toujours  poser 

a„  =:  p„  cos/ia,. 


où  p„=  v/ôj-m^, 

et  le  terme  général  de  (i)  devient  on  cos  n(x  — ■  an).  Tout  revient  à 
prouver  que  limpw  =  o.  Montrons  que,  si  Ion  n'a  pas  lim  p»=  o, 

tt=  oo  /l  =  oo 

la  somme  des  longueurs  des  intervalles  où  (i)  peut  converger  est 
inférieure  à  toute  quantité  donnée,  ce  qui  contredira  l'hypothèse 
de  la  convergence  dans  (a,  £})  et  démontrera  le  théorème. 

Si  l'on  n'a  pas  lim  p7i  ==  o,  il  existe  un  nombre  positif  m  et  une 

n 

suite  infinie  d'indices 

ni,     n2,     ...,     ni,     ...         tels  que        P«,>  m- 
s  étant  un  nombre  donné  fixe,  la  série  (i)   ne  peut  converger  au 
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point  x  que  si  à  partir  d'un  certain  rang 

|  pWieos //.,•(  a?  —  an.)  |  <  e. 

Or  la  longueur  totale  des  intervalles  de  (o,  271),  où  l'on  a 
est  identique  à  celle  des  intervalles  où 

|  pn.COSmx  |  <  £ 


ou  bien 


|  COS  JliX  I  < 


Cette  longueur  est  inférieure  à  celle  des  intervalles  où 

.  1       e 

cos riiX    <  — j  car  m  <  p„., 

1  m  l 


71 

sin  ( 7i£X 

2 


<  —  > 
m 


iiiX  =  zb  y]  -j-  £7;         (À-  entier  quelconque  et  o<  7)  <  arc  sin  —  ) 

On  aura  #  par 


?c      ,     t\         1  ktz 
in,-  ~~  m         im 


En  donnant  à  k  les  valeurs  o,  1,  ...,  ini —  1  on  aura  tous  les  inter- 
valles possibles,  dans  (o,  iiz)  où 


COS  TliX      <    — « 

1        m 


Il   y    a   2  ni  au  plus  de   ces  intervalles,   chacun  a  une  longueur 

2  .  £  .  £ 

—  arc  sin  —  car  r\  varie  de  o  à  arc  sin  —  La  longueur  totale  est  donc 


£ 

<C  4  arc  sin  — 
m 


Or,  s  a  pu  être  choisi  arbitrairement  petit.  On  voit  donc  que  la  con- 
vergence de  (1)  n'est  possible  que  dans  des  intervalles  dont  la  lon- 
gueur totale  est  inférieure  à  toute  quantité  donnée  [car  arc  sin  — 

*  L  m 

est  infiniment  petit  avec  e]. 
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Si  donc  la  série  (i)  converge  dans  (a,  p>)  on  a  bien  lim  p,*—  o. 

Il  =  x> 

Si  Ton  n'a  pas  lim  pn=:  o,  la  convergence   de  (i)  n'est  possible 

n--°c 

qu'en  des  points  x  pouvant  être  enfermés  dans  des  intervalles  de 
longueur  totale  arbitrairement  petite,  c'est-à-dire  aux  points  d'un 
ensemble  de  mesure  nulle.  L'exemple  de  Riemann  est  celui  de  la 
série  trigonomé trique 

oo 

2,  sin[i .2.  .  .ji.t..x], 
1 

où  bn  ne  tend  pas  vers  zéro.  Elle  converge  dans  l'intervalle  (o,  i) 
pour  les  valeurs  rationnelles  de  #,  valeurs  pour  lesquelles  la  série 
est  limitée,  tous  les  termes  à  partir  d'un  certain  rang  étant  nuls. 
Elle  a  donc  des  points  de  convergence  dans  tout  intervalle  bien  que 
bn  ne  tende  pas  vers  zéro. 

51.  Passons  maintenant  à  l'étude  du  célèbre  Mémoire  de  Riemann 
sur  les  séries  trigonométriques.  On  peut  le  regarder  comme  four- 
nissant une  nouvelle  manière  de  sommer  des  séries  trigonomé- 
triques divergentes  (on  a  indiqué  trois  procédés  dans  la  Section  III). 
La  préoccupation  de  Riemann  a  été  de  rechercher  des  conditions 
nécessaires  de  convergence  des  séries  trigonométriques,  Dirichlet 
ayant  plutôt  cherché  des  conditions  suffisantes. 

Considérons  avec  Riemann  ('  )  une  série  trigonométrique 

(S)       — a0-4-  «j  cosa?  -+-  b\  su\x  -+-...  H-  an  cosnx  ■+-  bn  sin  nx  -h. . ., 

où  Ton  suppose  que 

limaB=o,  limè;i=o. 

n  =  »  n  —  oo 

Dans  ces  conditions,  si  l'on  écrit 


la  série 


A0  =  —  #o>         A«  =  an  cosnx  -+-  bn  sinnx, 


.       OC  .  A  2  \  n 

n- 


(l)  Œuvres  mathématiques  de  liiemann,  tratl.  Laugel,  p.  225  et  suiv.  Paris, 
<iauthier-Villars. 
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que  l'on  déduit  de  la  série  initiale,  en  intégrant  deux  fois  chaque 
terme,  sera  uniformément  convergente  de  o  à  2?:,  puisque  A„  reste 
finie  quel  que  soit  x1  et  représentera  une  fonction  continue  F(x). 
Riemann  considère  le  rapport 

F(a7-4-2a)-+-F(a?  — ■  •>.  y.)  —  a  F  (  x  ) 

Si  la  série  S  converge  pour  une  certaine  valeur  de  x,  et  a 
f{oc)  pour  somme,  le  rapport  précédent  tend  vers  f(x)  quand 
a  tend  vers  zéro.  Tel  est  le  théorème  que  nous  allons  établir.  C'est 
le  premier  théorème  fondamental  de  Riemann. 

En  remarquant  que 

an  cos/i(a?-4-  2a)  -+-  an  cos/i(  x  —  2a)  —  îan  cos//:r 
=  ia,i  cos/?  a?(cos2/ia  —  i)  =  —  \an  cosn  x  sin2  /*  a, 

bn  sin  n(x  -h  2a)  -+-  ba  sin  ni  x  —  2a)  —  a  bn  sin/ia? 
=  2  67i  sin/ia?(cos2 /ia  —  i )  =  —  4  &„  sin  /i#  sin2  n a, 

on  peut  écrire 

F  (  a?  H-  2a)  -+-  F  (  a:  —  2a)—  2  F  (  a?  ) 


«(2 


4  a- 


,  sin  a  \ 2  /  sin/ia 

A0-+-  A,     .+-...  +  Are 


a     /  \     /ta 


Oi%  57  ayant  la  valeur  particulière  considérée,  on  a 

A0 -+- Ai -h . . . -+-  A„_i  =/(«)-+-  e„, 

et,  ô  étant  une  quantité  donnée  à  l'avance  aussi  petite  qu'on  voudra, 
on  peut  trouver  m  tel  que  l'on  ait 

|  En  |  <  ô  si   /ï  ^  m. 

De    plus,    nous   prendrons    dans    (2)    a   assez    petit   pour   que 
ma<7r. 

En    remplaçant    d'une    manière   générale  A7?   par  En+{ —  en,    la  • 
série  (2)  peut  s'écrire 


n  =  » 

^n       [  [~sin(  /i  —  1  )  a  ~| 


.  sin  n  a 

(37     ) 


na 

71  =  1 


Partageons  maintenant  cette  série  en  trois  parties.   Dans  la.pre- 


SKRIKS  TRIGONOMÉTRIQUES.  353 

mière  on  fait  croître  n  de  i  -km)  dans  la  seconde,   n  variera  de 
///  -+-  i  au  plus  grand  entiers  inférieur  à  -;  enfin,  dans  la  troisième, 

n  variera  de  s •-+-  i  à  l'infini. 

ha  première  partie  se  compose   de  termes  en  nombre  fini,  et 
tendra  évidemment  vers  zéro  si  a  a  été  pris  suffisamment  petit. 

La  seconde  partie  est  moindre  que 


^  r/sinma\2       /sinsa\2"j 
L\     "ia    /  \    5a    /    J 


les  quantités  entre  crochets,  dans  la  somme,  étant  toutes  positives, 


sin  x   !  , 
x 
cisément 


sin  x   ! ,  .  -,         ,  t  i, 

car décroît  constamment,   x  croissant  de  o  a  te,  et  1  on  a  pre- 


s  <  —  ou  s  y.  <C  71. 

a 


Passons  enfin  à  la   troisième  partie.  Décomposons  le   terme 


général  de  la  manière  suivante  : 


l  fsiiK  n  —  i)a~|2       [~sin( n  —  T)a~|2  ) 

'"IL  (»— )-  J~l     »*     J  î 

i  fsin(n  —  i)a"|2       /sintta\2) 
*    IL  ««  J  \     'ia    /    S* 

Le  second  terme  peut  s'écrire 

sin  (2  n  —  1) a  sin  a 


n^aC- 


Le  terme  général  sera  donc  moindre,  en  valeur  absolue  que 
g  r___j_ il      _^ 

°L(7i  — i)2a2        /i*a2J        /i2 


0 


La  troisième  partie,  comprenant  la  sommation  de  s  -\-  1  à  l'infini, 
aura  donc  une  valeur  absolue  moindre  que 


2  «2 


s'y. 


a[(5-hi)2  "+"'    •]' 


la  somme  entre  parenthèses  étant  une  série  convergente. 

PICARD.    —   T.    I.  23 
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Mais  on  a  (  *  ) 

i  ^  i 

(3)  (i  +  ijî  -*-•••<  j- 

Nous  avons  donc,  comme  limite  supérieure, 


5- a-         5  a 


Or  s  est  le  plus  grand  entier  inférieur  à  ->  c'est-à-dire  que 


i  ou         sa^TC — a: 


la  limite  précédente  sera  donc  moindre  que 

si— i_  +  _!_l. 

L(7t  —  a)2        t:  —  aj 

Elle  est  infiniment  petite  avec  8  :  l'expression  (2)  diffère  donc  de 
f(oc)  d'aussi  peu  qu'on  veut,  pour  a  suffisamment  petit.  Le  théo- 
rème est  démontré. 

52.  A  ce  théorème  nous  joindrons,  avec  Riemann,  la  remarque 
suivante  : 

Le  quotient 

F(x  -h  2a)  -+-  ¥(x  —  20c)  —  2  F  (g) 
2a 

te/zd,  quel  que  soit  a?,  vers  zéro,  quand  a  Je/z<f  vers  zéro. 

Partageons,  en  effet,  la  série  qui  représente  l'expression  précé- 
dente 

sin  net  \  2 


2<xS  A, 


/ia 


(!)  Cette  inégalité  peut  en  effet  s'écrire 

r™  dx 

-TtH <       /  —T! 


(s  +  iy 

et  elle  se  vérifie  immédiatement  en  considérant  les  rectangles  intérieurs  inscrits 
dans  la  courbe  y  =  — >  comme  nous  l'avons  déjà  fait  à  différentes  reprises 
(Chap.  I,  Sect.  VI). 
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en  trois  parties.  Dans  la  première,  n  variera  jusqu'à  un  nombre 
fixe  m,  tel  que,  pour  n  >  m.,  on  ait  |  Art  |  <  £;  dans  la  seconde,  on 
fait  varier  n  depuis  {m-\-  \)  jusqu'à  la  plus  grande  valeur  satisfai- 
sant à  l'inégalité  rea^c,  c  désignant  une  constante  fixe;  enfin  la 
troisième  partie  comprendra  le  reste  de  la  série. 

La  première  partie  donne  une  somme  inférieure  à  2Qa,  Q  étant 
une  quantité  fixe;  la  seconde  est  moindre  en  valeur  absolue  que 

in.,  m  <  •>.  c  £  ; 

enfin,  la  troisième  partie  est  moindre  que 

V^  Vsini  n*)!*  s^      i  2«    ï  2S 

>.  OLE     >  -  <  2  SC£    >         „     a    < ==    —  » 

AU  L       nx  —à  /i2a2         a     c  c 


n>- 


comme  on  le  voit  en  se  reportant,  pour  la  dernière  inégalité,  à 
l'égalité  (3). 

Nous  avons  donc 


F(j7-4-2a)-+-F(a7  —  2  a)  —  2  F  (x 


20. 


[<*«  +  *(*+ï)}! 


d'où  résulte  immédiatement  que  le  premier  membre  tend  vers  zéro 
en  même  temps  que  a. 

53.  Avant  d'aborder  la  démonstration  du  théorème  de  Heine- 
Cantor,  relatif  aux  séries  trigonométriques,  faisons  encore  une 
remarque  essentielle  due  à  M.  Schwarz. 

Soit.  F  (x)  une  fonction  continue  dans  un  intervalle  (a,  &), 
et  telle  que,  pour  toute  valeur  de  x  dans  cet  intervalle,  on  ait 

,.      F(ir  +  a)~!»F(ar)  +  F(j~a) 

lim - =  o. 

a  =  o  a2 

Nous  allons  montrer  que  Y  (x)  est  une  fonction  linéaire  de  x. 

Supposant  a  <^  b,  nous  considérerons  la  fonction 

<?(x)  =  i\F(x)-F(a)  —  £Zl£[F<&)  — F<a)]{  —  —(x-a)(b  —  x), 
(  o  —  a  \        2 

i  désignant  zh  1 ,  et  /*  une  constante  (juelconquc.  La  fonction  »  (x) 
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est  continue  dans  l'intervalle  (a,  b)  et  l'on  a 

..      œ(a?-4-a)  —  '>.  o(x)  -\-  <ù(x  —  a) 

Jim ■ '■ : — =  A2. 

a=,o  a2 

Donc,  si  a  est  assez  petit,  l'expression 

y(x  ■+-  a)  —  2  ç(<r)  -h  cp(a?  —  a  ) 

est  positive.  Je  dis  qu'il  en  résulte  que  ©(a?)  ne  peut  être  positive 
pour  aucune  valeur  de  x  dans  l'intervalle  (a,  &).  Si,  en  effet,  cp(#) 
était  positive  pour  certaines  valeurs  de  a?,  elle  aurait  un  maximum 
pour  une  certaine  valeur  x0  de  a?,  puisque  co(a)  =  cs(6)  =  o.  Par 
conséquent,  pour  a  assez  petit,  on  aurait 


par  suite. 


serait  négatif. 


o(x0-hcc)  —  cp(a?0)<o, 
çp(a?o—  a)  —  ®(#o)  =o; 

0O0+  «)  -h  <pOo — a)  —  2  o(a?0) 


Ainsi  donc,  quel  que  soit  h,  et  pour  z  —  zh  1,  la  fonction  ©(#) 
est  négative  ou  Jiulle  dans  l'intervalle  (a,  6);  mais  nous  pouvons 
prendre  h  très  petit  et  donner  à  j  un  signe  tel  que,  pour  une  valeur 
de  x,  ®{x)  soit  positif,  si  l'on  n'a  pas  identiquement 

F(x)  —  F(a)  —  ^^  \V(b)  —  Fla)]  =  o. 
0  —  a  ~ 

Cette  identité  est  donc  nécessaire.  Il  en  résulte  bien  que  F(x) 
est  une  fonction  linéaire  de  x. 

On  remarquera  que  la  proposition  précédente  serait  évidente 
si  l'on  supposait  que  la  fonction  F(#)  admet  des  dérivées  première 
et  seconde  continues  dans  l'intervalle  (a,  b). 

53  bis.  Remarque.  —  F(*r)  étant  une  fonction  continue,  l'ex- 
pression introduite  par  Riemann 

,.      FO+  20c)  -f-  F(x  —  9.0c)  —  2  F(x) 
lim  — - — 


a  =  o 


4as 


(lorsque  cette  limite  existe)  a  reçu  le  nom  de  dérivée  seconde  gé- 
néralisée de  F  (x).  Il  est  visible  que,  si  F  admet  une  dérivée   se- 
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eonde  continue,  on  aura 

F(o:  +  2a)  =  F(^)  +  :>aF'(^)  +  ^F"(^  +  20a)         (o  <  6   <  i), 

¥(x  —  27.)  =  F(x)  —  iolF'(x)  +ii^F"(>  +  «28'a)        (o  <  8'<i). 

Donc  le  rapport  précédent  sera 

i 


-. [F" (a:  -+-  aOa)  -+-  F" (x  -+-  26'a)], 


'2 


et  à  cause  de  la  continuité  de  F",  il  tend  bien  vers  F"  (x).  Si  F  a 
une  dérivée  seconde  F"  (x)  continue,  la  dérivée  seconde  généralisée 
de  F  (a?)  coïncide  avec  la  dérivée  seconde  ordinaire. 

Mais  la  dérivée  seconde  généralisée  peut  exister  sans  que  la 
dérivée  seconde  existe;  en  voici  un  exemple. 

Soit  F (x)  impaire  F( — x)  =  —  F  (a?),  F(x)  continue,  F(o)  =  o. 
Pour   #  =  0,    calculons   la    dérivée    seconde   généralisée.   Il    faut 

prendre 

F(aa)  +  F(-aa)-?.F(o) 

qui  est  identiquement  nul  et  chercher  sa  limite  :  c'est  zéro.  Sans 
rien  supposer  d'autre  que  la  continuité  et  l'imparité  de  F  (x)  on 
voit  que  la  dérivée  seconde  généralisée  existe  ici  pour  x  =  o. 

L'introduction  de  cette  dérivée  seconde  généralisée  constitue 
une  des  innovations  les  plus  heureuses  de  Riemann  dans  la  théorie 
des  séries  trigonométriques;  nous  enverrons  plus  loin  d'autres  ap- 
plications. Signalons  ici  que  le  théorème  de  Schwarz  qui  précède 
est  encore  valable,  lorsque  la  dérivée  seconde  généralisée  est  nulle 
presque  partout  [voir  n°  56,  note  ('}]. 

54.  Nous  pouvons  maintenant  démontrer  le  théorème  de  Heine- 
Cantor.  On  suppose  que  l'on  ait 

ao+  (ai  cos.r  -y-  Pi  sina?  )  -h.  .  .4-  (an  cos/ix  -+-  (3„  sinnx  )  -h.  .  .=  o, 

cette  égalité  ayant  lieu  pour  toute  valeur  de  x,  sauf  peut-être  pour 
un  nombre  limité  de  valeurs  dans  un  intervalle  égal  à  271.  On  ne 
fait  d'ailleurs  aucune  hypothèse  sur  la  façon  dont  se  comporte  la 
série  pour  ces  valeurs  exceptionnelles.  On  va  démontrer  que,  dans 
ces  conditions,  tous  les  y.n  et  fin  sont  nuls.  Ce  théorème,  démontré 
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par  Heine  [Journal  de  C relie,  t.  71]  sons  certaines  restrictions 
imposées  à  la  série  précédente  parce  qu'il  ne  connaissait  pas  le 
théorème  de  Cantor  établi  au  n°  50,  a  été  démontré  dans  toute  sa 
généralité  par  G.  Cantor  dans  le  Mémoire  des  Acta  précédemment 
cité.  [M.  G.  Cantor  a  même  montré  que  le  théorème  subsiste  si  les 
points  exceptionnels  forment  un  «  ensemble  réductible  »  [voir  son 
Mémoire  pour  cela).] 

Remplaçons  successivement,    dans  la  série  précédente,   x  par 
x  -h  o  et  x  —  o,  et  ajoutons;  il  viendra 

(4)  a0 -H  (ax  cos#      H-  $i  sin.r     )cosô     -h... 

-h  (  *xn  cosnx  -h  ftn  sinnx)  cos/io  -h.  . .  =  o, 

x  ayant  une  valeur  fixe  (différente  des  valeurs  singulières).  La  re- 
lation précédente  aura  lieu  pour  toute  valeur  de  o,  sauf  peut-être 
pour  un  nombre  limité  de  valeurs  dans  un  intervalle  égal  à  2tz. 
C'est  une  série  trigonométrique  en. 8;  elle  ne  renferme  que  des 
cosinus,  mais  ceci  nous  importe  peu;  ce  qu'elle  présente  d'intéres- 
sant pour  nous,  c'est  que  le  coefficient  de  cos  no  tend  vers  zéro 

avec  -•  Nous  allons  donc  pouvoir  nous  borner,   dans  la  démons- 

n  L 

tration  du  théorème  de  M.  Cantor,  au  cas  où  les  coefficients  des 
cosinus  et  sinus  tendent  vers  zéro  avec  -•  Si  l'on  suppose,  en  effet, 

le  théorème  démontré  dans  cette  hypothèse,  la  formule  (4)  montre 

que  l'on  a 

ctn  cosnx  -h  $n  sinnx  =  o, 

quel  que  soit  x  (sauf  peut-être  un  nombre  limité  de  valeurs  dans 
un  intervalle  27c)  ;  on  en  conclut  y.n=  3„  =  o. 

Ces  préliminaires  étant  bien  compris,  nous  partirons  maintenant 
de  l'identité 

a0  . 

h  «i  cos.r  +  «]  &in x  -t-  .  .  .-h  an  cosnx  -+-  on  sin/i^r  -+-...=  o, 

i 


qui  a  lieu  dans  les  conditions  indiquées,  et  nous  ferons  l'hypothèse 

lim  an  =  o,         lira  bn  =  o. 


légitime 


Nous  pouvons  alors  appliquer  le  théorème  de  Riemann  et  former 
la  fonction  F(a?)   du  n°ol,  fonction  continue  pour  toute  valeur 
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de  x ,  sans  aucune  exception.  Nous  avons,  d'après  ce  théorème, 

..      F<ar -*-«)  —  ■?,  F(x)  +  F(x  —  a) 

lim =  o, 

a  =  o  a2 

pour  toute  valeur  de  x  distincte  des  valeurs  exceptionnelles.  Donc 
(n°  53)  la  fonction  F(a?),  entre  deux  valeurs  exceptionnelles  con- 
sécutives, sera  une  fonction  linéaire  de  x.  La  courbe 

y  =  F{x) 

forme  donc  une  ligne  polygonale  continue  *  les  sommets  de  la 
ligne  correspondant  aux  valeurs  singulières,  si  elles  existent.  Mais 
considérons  une  telle  valeur  x0  ;  la  fonction  F(#)  ne  cesse  pas 
d'être  continue  pour  x  =  xQ  et  (n°  52) 

..      F(#0-Ha)-f-  F(cc0—  a)  —  i  F(x0) 

Jim =  o. 

a  =  o  a 

Or  les  deux  quotients 

F(.r0-ha)  — F(g0)      ^     F(x0  —  a )  —  F(  x0) 
a  —  a 

représentent  les  coefficients  angulaires  des  deux  côtés  de  la  ligne 
polygonale  ayant  pour  sommet  le  point  considéré.  Ces  deux  coef- 
ficients angulaires  sont  donc  égaux  et  les  deux  côtés  sont  le  pro- 
longement l'un  de  l'autre.  Nous  en  concluons  que  la  courbe 

représente  une  ligne  droite  indéfinie.  Soit  y  =  ex  H-  c  cette 
droite;  on  aura,  pour  toute  valeur  de  x,  la  relation 

x*                          A„  , 

A0 A,  — ... —  .  .  .=  cx-\-  c  . 

•i  11'1 

que  nous  écrirons 

A0 —  —  ex  —  c  =  Ai  H-  -7-  H-..  .H-  — -  -+- 

•1  4  ,l' 

Le  second  membre  admet  la  période  27:;  pour  que  le  premier 

l'admette,  il  faut  que 

c  =  0,         A0  =  o. 
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Il  reste  alors 

a„  cosn.r  -f-  bn  s'mnx 


—  c'=  ai  cosa?  +  bi  sina7-h. .  .-f- 


/i* 


mais  la  série  du  second  membre  est  uniformément  convergente; 
on  peut  donc  appliquer,  en  toute  rigueur,  la  méthode  classique 
pour  la  détermination  des  coefficients,  ce  qui  donne  immédiate- 
ment 

««— o,        bn—o, 

et  le  théorème  est  démontré. 

Si  l'on  avait  supposé,  a  priori,  que  la  série 

GO 

—  -f-  ^  \an  cosnx  -+-  bn  s\x\.nx ) 
1 

convergeait  uniformément  vers  zéro,  le  raisonnement  classique 
appliqué  à  cette  série  aurait  montré  que  an  =  bn  =  o,  mais  c'est 
justement  pour  éviter  cette  hypothèse  que  G.  Cantor  a  donné  la 
démonstration  développée  ci-dessus. 

55.  La  conséquence  essentielle  du  théorème  de  Heine-Gantor 
est  l' unicité  du  développement  en  série  trigonométrique  d'une 
fonction  f(x)  :  On  a  en  effet  le  théorème  suivant  : 

Deux  séries  tri gonomé  triques  qui  convergent,  sauf  peut-être 
en  des  points  singuliers  isolés,  vers  la  même  fonction  f(x) 
dans  V intervalle  (o,  2tc),  sont  identiques  terme  à  terme. 

Car  leur  différence  est  une  série  trigonométrique  qui  converge 
vers  zéro,  sauf  aux  points  singuliers  :  les  termes  de  cette  série  sont 
donc  identiquement  nuls. 

Il  ne  peut  donc  y  avoir  qu'une  seule  série  trigonométrique 
qui  converge  vers  une  fonction  donnée  f  (x)  de  période  2tu,  sauf 
peut-être  en  des  points  singuliers  isolés  [ou  aux  points  d'un 
ensemble  réductible}. 

56.  Du  théorème  fondamental  de  Riemann  on  peut  déduire  la 
réponse  à  la  question  suivante  : 

Considérons  une  fonction  f(x)  bornée  et  intêgrable  et  sup- 
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posons  qu'il  existe  un  développement  en  série  tri gonométrique 
convergeant  vers  f(x)  dans  (o,  2-)  [sauf  peut-être  en  des  points 
formant  un  ensemble  réductible],  ce  développement  est-il  le 
développement  de  Fourier?  En  d'autres  termes,  les  coefficients 
an  et  bn  dans  la  série  trigonométrique  sont-ils  les  constantes 
de  Fourier  de  f{x)'7. 

La  réponse  est  affirmative,  Paul  du  Bois-Reymond  l'a  démontré. 
[M.  Lebesgue,  grâce  à  sa  définition  nouvelle  de  l'intégrale  définie, 
peut  démontrer  le  théorème  précédent  en  supposant  seulement 
f(x)  bornée,  voir  son  livre  sur  les  séries  trigonométriques  n°  62.] 

Nous  supposerons 

(i)    f(x)  =  • h  («i  cos.r  ■+-  bi  sina?)  -h... -h  (an  cosnx  -+-  bn  s\\\nx)  4-... 

en  tout  point  de  (o,  2tc).  S'il  y  avait  des  points  singuliers  isolés 
où  cette  égalité  cessât  d'avoir  lieu,  on  procéderait  comme  on  l'a 
fait  de  proche  en  proche  dans  la  démonstration  du  théorème  de 
Heine-Cantor.  Formons  la  fonction  de  Riemann 

'        An  =  an  cos/ix  -+-  bn  *\\\nx. 

Puisque  la  série  (1)  converge  dans  tout  (o,  27:),  sauf  aux 
points  d'un  ensemble  réductible,  on  a 

lim  an  ==  Km  btl  — -  o,  Iim  Xn  =  o, 

n  =  00  71=00  n  =  =o 

uniformément  dans  (o,  2-rc)  [th.  de  Gantor]. 

Donc  la  série  (2)  converge  uniformément  vers  la  fonction 
continue  F(#),  et  F(x)  a  pour  dérivée  seconde  généralisée /(.r) 
[th.  de  Riemann].  Or  la  fonction 

Ft(ar)=   /     d%   /    f{t)dt 

a  pour  dérivée  première 

F'i(*)=  f   f(t)dt 

-  0 

et  pour  dérivée  seconde /(.r),  sauf  aux  points  de  discontinuité  de 
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y(.r).  Or  ces  points  de  discontinuité  forment  un  ensemble  de 
mesure  nulle.  Les  fonctions  F  (a?)  et  F,  (x)  ont  même  dérivée  se- 
conde généralisée  en  tout  point  qui  n'est  pas  un  point  de  disconti- 
nuité de/(;r).  Leur  différence  est  donc  une  fonction  linéaire  de  x 
[théorème  de  Schwarz  généralisé]  (*)  : 

F  — F,=  pa?  +  Y- 

Appelons  <ï>(\r)  la  partie  périodique  de  F  : 

■     }  i*       '■"  n*  ' 

Cette  série  étant  uniformément  convergente,  ses  coefficients  sont 
les  coefficients  de  Fourier  de  <&(#): 

<&(x)  cosnx  dx, 
o 

/  rtT: 

—  —  =  —    /        $>(x)s'innx  dx. 

Or 

$  =  F_  A()  ^  =F1(^)  +  a273+P^  +  T         (a  ==  —  —-Y 

Donc 

p  2  7C  ^  2  71 

=  —    /        Fi  (^r)cos  nxdx  h /        (aa?2-h  3a?  -h  v)  cosnxdx. 

La  première  intégrale,  intégrée  deux  fois  par  parties,  donne 

i   r271  i    r271  , 

—    /        F^ar)  cosna?  dx  = /        F[(x)  sinnx  dx 

\  rl   .     .  cosnx  \2"          i       f 
=  \F\(x) — - — /        f(x)  cosnxdx. 


Donc 

,  27T  ^27C 


i    r"1  i     rz>l  k 

-    /        F  i  (  a?  )  cos  /?.  #  <^x  =  —  /        f(  x  )  cos  n  x  dx  H 


(!)  Pour  voir  ceci  dans    le   cas  le  plus  général,   on  pourra  consulter    le  Cours 
d'Analyse  infinitésimale  de  M.  de  la  Vallée  Poussin,  t.   I  (3e  édition),  n°  273. 
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de  même 


,27C  T  /»27T 


\  r  *  ,  i    r  H     * 

-  /         (a#2  -+-  3^4-  7)  cosnar  aj7  = — -    /        iy.cosnxdx-\ -  =  — 

-  t  f0        v  '  '  ri2  iz  Jo  if1        11 

Donc 

2  71 

a,,—  —    /       /(x)cosnxdx —  H  —  K. 

1  r'2n 

lim  —   /       f(x)cosnxdx  =  o, 
car/ est  bornée  et  intégrable.  Donc 

2  7T   ' 

1     r 

an=  -    !        f(x)  cos  nxdx. 

*  i/o 


Or 

2  7C 

m  «,,  =  o         et 


*n 

n—  <x> 


2  71 

H  -+-  K  =  o         et 


Pour  bn  on  aurait 


1    r2TC 

bn  =  —    I       f(x)s'mnxdx-{-Hyn} 


H,  étant  constant,  et  en  faisant  tendre  n  vers  l'infini,  on  voit  que 
nécessairement  H,  =  o. 

Par  conséquent,  an  et  bn  sont  bien  les  constantes  de  Fourier 
def(x)1  comme  l'affirme  le  théorème  de  du  Bois-Reymond. 

57.  Revenons  sur  la  série 

^  bns':n/ix 
1 

du  n°  44.  On  a  vu  crue  si  bn  ==  -, >  la  série    >  —  n'est  pas  con- 

1  log/i  Àmà  n  ] 

vergente.   Par  suite,  ou  bien  la  fonction  f(x)  définie  pour  toute 

valeur  de  x  par 

00 

f(x)  =  2jbnsinnx 
1 

n'est  pas  bornée,  ou  bien,  sif(x)  est  bornée,   les  b,t  ne  sont  pas 
ses  constantes  de  Fourier. 

Il   est   facile  de  voir   que  f(x)   n'est  pas   bornée.  En  effet,  la 

série   N  bnsinnx    converge    uniformément    dans   (s,  2iz  —  e)   et 
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dans  cet  intervalle  f(x)  est  continue  et  bornée.  Si  f(x)  était 
bornée  quel  que  soit  x,  elle  serait  intégrable  puisqu'elle  l'est 
sûrement  dans  (e,  2  tu  —  s)  et  puisque  la  contribution  des  deux  inter- 
valles (os),  (2  7t  —  e,  2  tu)  dans  l'intégration  de/( x)  est  négligeable 
si  f(x)  reste  bornée.  Donc,  d'après  le  théorème  de  du  Bois- 
Reymond,  les  bn  devraient  être  constantes  de  Fourier  de  f(x). 

Or  ceci  est  impossible,  car   ^—   diverge.  Donc  la  fonction  f{x) 

n'est  pas  bornée  au  voisinage  de  zéro  ou  de  2  tu. 

57  bis*  Soit  f{x)  une  fonction  continue  de  période  2tu,  dont  Ici 
série  de  Fourier  converge  quel  que  soit  x.  Peut-on  assurer  que 
la  somme  de  la  série  de.  Fourier  est  bien  f{x)!  Oui,  nous  allons 
le  démontrer. 

Soit 

00 

—  -h  ^(a,i  cosnx  -+-  bn  sin /ta?) 
1 

la  série  de  Fourier  def(x)',  formons  l'intégrale  de  Poisson 

00 

F(/*,  x)  = h  \^(an  cosnx  -+-  bn  sin  nx)  rn 

1 
1      T271  1  — r* 

=  J_     /         /Y<M !__1 db\ 

on  sait  que/  (x)  étant  continue,  on  a,  uniformément  dans  o*£x<  2~5 

lim  F(r,  x)  =f(x). 
r  —  1 

Or,  pour  r  =  1 ,  la  série 

—  -+-  >  («w  cos/i^r  -+-  &„  sin  nx)  rn 
1 

converge  par  hypothèse,  quel  que  soit  x\  donc  (th.  dAbel  sur  les 
séries  entières) 

—  -h  /  (an  cosnx  -+-  bn  sin  nx)  =  lim  F(r,  .r). 
2        -— -  ;=1 
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Par  conséquent,  on  a  bien 

00 

f(x)  =  —  -h  2,  (an  cos/ia?  -+-  bn  s\x\nx). 
i 

Étude  plus  précise  du  procédé  de  sommation  de  Riemann. 

58.  Considérons  une  série  trigonométrique 
(i)      A0-h  Ai-*-. .  .H-  Aw-W.  .*,         où         A„=  «„  cosna;  +  6„  slnnx 

avec 

lim  «„  =  lim  bn  =  o. 


71=  oo  tt=  oo 


Nous  dirons  qu'elle  est  sommable  à  la  manière  de  Riemann,  au 
point  #,  si  la  fonction  continue 

00  F(,)  =  A0f-A,-^-...-^-... 

admet  une  dérivée  seconde  généralisée  f(x)  au  point  x,  et 
nous  dirons  que  f(x)  est,  au  point  x,  la  somme  de  la  série  (i), 
d'après  Riemann. 

Dans  nos  hypothèses,  en  effet,  la  série  (2)  est  uniformément 
convergente  et  définit  bien  une  fonction  continue  F(x). 

59.  Etant  donnée  maintenant  une  fonction  f  ix)  de  période  2  7t, 
à  quelles  conditions  nécessaires  et  suffisantes  f{x)  doit-elle 
satisfaire  pour  qu'il  existe  une  série  trigonométrique  (1)  qui 
ait  f(x)  pour  somme  de  Riemann?  Ce  problème  très  intéressant 
est  résolu  par  Riemann  dans  son  Mémoire.  Donnons  ici  une 
esquisse  rapide  de  la  marche  des  idées  ('  ). 

a.  Conditions  nécessaires.  —  Supposons  qu'il  existe  une  série 

(1)  A0-h  Ai -h. .  .H-  A„  +  . . .         avec  liniA/j^o 


n=  <*> 


uniformément,  dont  la  somme  de  Riemann  soilf(x). 


(*)    Pour   plus    de  détails,  voir  le  Mémoire    de    Riemann   ou    bien   Lehesguc 
(Leçons  sur  les  séries  trigonométriques,  Chap.  V). 
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Formons 

00 

(«)  F(->  =  A»f-^^f' 

1 

sa  dérivée  seconde  généralisée  estf(x)  partout  : 

(3)  F(40==ÀoÇ-h*(*)         avec         <K*)Œ— TJnfe 

4>  est  continue  etde  période  2  tt  :  la  série  (3)  étant  uniformément 
convergente,  on  a  évidemment 

A  i     r27r 

~  =  -  <b(t)cosn(x  —  t)  dt, 

n*        tzJ0 

et  puisque  Km  A„=  o  uniformément  dans  o,  2ti,  on  aura  nécessai- 

n  =  » 

rement 

(4)  lim     rc2   /       <b(t)cosn{x  —  t)  dt    =o 

71  =  oo  L         «/ 0 

uniformément  pour  0^.2?  £2  tu. 

Voici  donc  des  conditions  nécessaires  : 

i°  //  existe  une  fonction  continue  F(x)  dont  f(x)-  soit 
la  dérivée  seconde  généralisée. 

2°  En  retranchant  de  F  un  polynôme  du  second  degré  conve- 
nable, on  obtient  une  fonction  <£(#)  continue,  de  période  2tc, 
telle  que 


"  =  *  I        «A) 


(4)  lim     /i2    /        $(t)cosn(x  —  t)  dt 


=  o 


uniformément  pour  o  £#  <  2  tc. 

Remarquons  que  s'il  existe  une  fonction  F  (a?)  dontt/*(o?)  soit 
la  dérivée  seconde  généralisée,  à  cause  de  la  périodicité  de  f, 
F(#-f-2Tc)  aura  pour  dérivée  seconde  généralisée 

/(;r-f-27r)=/<». 
Donc  (th.  de  Schwarz) 

F(.r-f-  it.)  —  ¥{x)  =  px  ■+-  q. 
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On  peut  alors  toujours  choisir  a,  p  constantes  telles  que 

W(x)  =  F(.r)  —  a.r2  —  $jc 
ait  la  période  271. 

Tl  suffira  que 

px  -h  q  =  <x(x  -\-  2 -)--+-  $(x  -f-  27c)  —  ax~  —  $x, 
c'est-à-dire 

B=si 2  7T*. 

21t 

60.  £.  Riemann  démontre  que  /es  conditions  nécessaires  ci- 
dessus  sont  suffisantes  pour  quil  existe  une  série  (1)  dont  la 
somme  de  Riemann  soit  f{x). 

En  effet,  d'après  l'hypothèse,  on  aura 

¥{œ)  =  <ï>(a?)  -h  aa?2H-  (Sa?  +  y» 
<ï>  étant  continue,  de  période  air  et  satisfaisant  à  (4), 

lira     n2   /        $>(t)cosn(x—  t)  dt  \  =  o 

uniformément  pour  o  2^5  2tc.  Gela  veut  dire  que,  si  l'on  forme  la 
série  de  Fourier  de  <£>(#) 


h  >   (a„  cosna?  -h  [3„  sin« 


x) 


ou 


1  r2u 

a„=  -  /        *(0  cosnt  dt, 

1  /*27r 

S„  =  -  /        $(/)  sin/i£  <//, 


on  aura 


„/ 


/< 


£„   et  e'    tendant  vers  zéro  avec  -•   Donc,   la    série    de    Fourier 
11  n 

de  4>(^r)  est  uniformément  convergente,  et  l'on  a 

4»(ar)  =  —  +\  (a/t  cosn.r  h-  p„  sinnr). 
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F  (a?)  =  &(x)  -{-a.x-  -f-  ^.r-f-y  aura,  d'après  l'hypothèse,  f(x) 
pour  dérivée  seconde  généralisée  : 

00 

F(a?)  —  ax--\-  par  h-  y  h — ~  +  A,  (a«  cos/ia?  -h  (3„  sin/i-r  ). 

1 

Par  conséquent,  la  série  trigonom étriqué 

00 

(5)  2«  —  2,  n'(an  cosnx  -f-  [j„  s'innx), 

n  =  l 

où  les  coefficients  n2<xn  et  7*2[3ra  ont  bien  zéro  pour  limite,  sera 
sommable  à  la  manière  de  Riemann,  et  sa  somme  de  Riemann 
sera  y  (a?)  puisque  de  (5)  on  déduira 

00 

F!  (x)  =  ix%-\-   y i  (ocn  cosnx  -+-  $n  sinnx) 
î 

dont  la  dérivée  seconde  généralisée  estf(x)  comme  pour  F  (x). 

61.  Riemann  transforme  la  deuxième  condition,  où  figure  <&(#) 
en  la  suivante  qui  lui  est  équivalente,  mais  qui  est  plus  maniable 
et  où  figure  F(x),  elle-même. 

3°  a  et  b  étant  deux  constantes  quelconques  et  'k(t)  une 
fonction  continue  de  t  dans  V intervalle  (a,  b)  ayant,  dans 
cet  intervalle,  une  dérivée  seconde  à  variation  bornée  {sauf 
peut-être  en  un  nombre  limité  de  points),  telle  en  outre  que 

l(a)  =  \(b)  =  X*(-a)  ==  X'(b)  =  o, 

il  faut  et  il  sufjit  que  l'on  ait,  outre  la  condition  \°, 

(5')  Mm  \n*f     F  (t)\(t)  cosnix  —  t  )  dt\  =  o 

uniformément  dans  o  £  x  £  2  -. 

Montrons  que  la  condition  3°  équivaut  à  20. 

62.  Faisons  d'abord  une  remarque  :  Soit  une  fonction  &(x) 
continue,  de  période  itz,  et  telle  que  ses  coefficients  de  Fou- 
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rier  y.n  et  fin  satisfont  aux  conditions 

lim  /isa„=  Jim  /î*  $n  =  o. 

n  =  oo  n  —  » 

*So££  (a(/)  une  fonction  de  période  iiz  ayant  une  dérivée  seconde 
à  variation  bornée  (sauf  peut-être  en  un  nombre  limité  de  points); 
On  a  alors 


I       $(*)  \i(t)  cosh(a?  —  t)  dt  =  o         (0^37^27:) 

0 


27T 

lim 


uniformément  dans  ol£#^2Tc. 
Vérifions  pour  cela  que 

X.27T 

lim  A2   /       <|>(^)  jjt^)  cosht  dt  =  o, 

A=    00  Jq 

la  démonstration  sera  la  même  pour 

J~27T 
'        $(*)  \i{t)s'u\htdt  =  o. 
o 

Désignons  par  a.n  et  pw  les  coefficients  de  Fourier  d'ordre  n 
de  &(t)  et  par  a^  et  ft'/t  ceux  de  u.(t)  cosht,  h  ayant  une  valeur 
fixe. 

On  a,  d'après  le  n°  47  du  présent  Chapitre, 


O-T-  «=00 

,2  7C  i 


(G) 


n=  1 

Or 

i  r27r  i  r27r 

a't=—    /        ;jl(  t  )  cos  Af  cosnt  dt  =  —    I        [f*(0  cosnt]  cosht  dt. 

"  Jq  '"  J 0 

On  voit  que  a!n  est  le  coefficient  de  Fourier  d'ordre  h  de  la  fonc- 
tion y.(t)cosnt. 

Or  u.(t)cosnt  est,  comme  [*(£),  une  fonction  continue,  de  pé- 
riode 2  7:,  ayant  une  dérivée  seconde  à  variation  bornée.  Donc, 
d'après  une  évaluation  faite  au  n°42  du  présent  Chapitre,  ct.'n  et  fl'n 

seront,  quel  que  soit  ra,  de  l'ordre  de  y-p  Par  conséquent,  chaque 
terme  du  second  membre  de  (6)  sera  de  l'ordre  de  -pA>  et  l'on  en 

PICARD.   —   T.    I.  24 
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déduit  facilement 


,27t 


1  i  m  A2   /       *  (t)  jx(/)  cos  ht  dt  =  o. 

h—  as  Jq 

Ceci  posé,  montrons  que  les  conditions  20  et  3    s'équivalent. 

63.  Supposons  la  deuxième  condition  remplie  et  supposons 
o  <<  a  <  b  <<  27ï. 

Prenons  pour  u.(f)  une  fonction  nulle  pour  o^t^a  et  b<tS2~. 
De  plus,  "k(t)  étant  définie  dans  (a,  6),  continue  dans  cet  inter- 
valle, y  ayant  une  dérivée  première  et  une  dérivée  seconde  à  varia- 
tion bornée  et  telle  que 

\(a)  =  X(b)  =  V  (a)  —  X'(6)  =  o, 

nous  prendrons 

{x(£)  =  à(£)         pour  a  %t^b, 

p(t)  est  une  fonction  continue,  de  période  27c,  ayant  une  dérivée 
première  et  une  dérivée  seconde  à  variation  bornée  dans  tout  inter- 
valle. <&(t)  satisfaisant  à  la  condition  20,  ses  coefficients  de  Fourier 
^n  et  fiH  sont  tels  que 


•11  —  «'"l  'L'  [Jn 

n  =  00  n  =  00 


lim  n-y.n  =  uni  n-  \j„  =  o. 


La  remarque  précédente  s'applique  donc  et  l'on  a 

J^2  71 
<p (  £ )  fj. (  t)  cos nt  dt  =  o 
0 

ou,  si  l'on  veut, 

1  i m  n-   !     <P(t)~k(t)  cos n(x  —  t)  dt  =  o 

uniformément  pour  o^x^itz. 

Or 

F  =  *(*)  -h  a«2+  $t  -+-7, 

et  l'on  reconnaît  de  suite  que 

lim  n"-  i     (a**-+-  ^  -+■  y)X(«)  cos/*(a?  —  t)  dt  =  o, 
puisque  a£2-|-3£-j-y  peut  être  considéré  comme  la  valeur  dans 
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(a,  b)  d'une  fonction  continue  périodique  ayant  toutes  les  pro- 
priétés de  0>(t). 
Donc  on  a  bien 

lim  n*  !      F(t)\(t)cosn(x  —  t)  dt  =  o. 

Si  (a,  b)  contient  un  certain  nombre  de  multiples  entiers  de  2ït, 
on  pourra  raisonner,  dans  chacun  des  intervalles  d'amplitude  2iz 
ainsi  déterminés,  comme  on  vient  de  raisonner  dans  le  cas  précé- 
dent, en  décomposant  \  en  une  somme  de  fonctions  telles  que  la 
fonction  [*(£)  de  la  remarque  du  n°  62. 

64.  Inversement,  supposons  que  F(x)  donty(^)  est  la  dérivée 
seconde  généralisée  soit  telle  que 

lim  n2  I      ¥(t)X(t)  cos  n(x  —  t)  dt  =  o, 

a  et  b  étant  quelconques,  et  montrons  qu'alors  $>(t)  satisfait  à  la 
deuxième  condition.  Il  est  clair,  à  cause  de 

lim  /i2   /     (a£2-h  $l ■ -h  y)  X( ' t)  cosn(a?  —  t)  dt  —  o, 

"  =  °°       "a 

que  l'on  a  aussitôt 

lim  /i2  /     &(t)  \(t)cosn(œ  —  t)dû  =  o. 

Prenons  d'abord 


et 


X(t)  s=  cos*     clans  | -,  o  j  et  (271,  — *  )  , 


k(  t)  =  1  dans  o,  air. 

Puis 


TZ  IX 

«  = y  b  =  —  avec  A  =  cos  t. 

2  2 


Dans  le  premier  et  le  deuxième  cas,  l'intégrale 

«£(£)  X(*)  cos/i(.r  —  *)  a^ 


/ 


_  n 
~  "2 

est  la  même. 
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De  plus, 


57T 
2 


/       $(t)'k(t)cosn(x  —  t)dl 

du  premier  cas  est  égale  à 

11 
!     $>(t)'k(t)cosn(x  —  t)dt 

du  second. 

On  voit  donc  que  la  différence  des  intégrales 

n*-  I     <&(t)\(t)cosn(x  —  t)dt 
dans  les  deux  cas  se  réduit  à 

/27I 
&(t)  cosn(x  —  t)  dt, 

et,  en  vertu  de  l'hypothèse,  chacune  des  intégrales  considérées  a 
pour  limite  zéro  avec  —  >  leur  différence  a  aussi  zéro  pour  limite  ; 
c'est-à-dire  que  la  condition  3°  entraîne 

/i2  /       *(*)  cosn(x  —  ^ )  <a?/  I  =  o, 

^o  J 

qui  est  la  deuxième  condition. 

65.   Riemann  considère  ensuite  la  série  trigonométrique 

A0  -+•  At .-+- . ; . .  -+-  A„  -+- . . . 

dont  il  étudie  la  convergence  au  sens  ordinaire  pour  x  =  x0  vers 
la  fonction  f(x),  dérivée  seconde  généralisée  de  F(x).  p(<)  étant 
une  fonction  ayant  des  dérivées  continues  jusqu'à  l'ordre  4?  et 
telle  que 

p(a)  =  p(6)  =  p'(a)  =  p'(6)  =  o,       p(a?0)  =  i       (o  <  a  <  x0<  b  <  ir.), 

p'Oo)  =  p"(^0)  =  °f 
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il  considère  la  différence  , 


A„(>o)  =  AS  +  AÎ  +  ...+  A» 

i    r b  & 


p  .    (in  +i)(a70—  0~1 
sin 


.      Xq —  t 
SI  11    


dt, 


ou 


AJJ  =  an  cos/îa:0H-  6rt  siii/ia70,  lim  an  ==  lim  6n  =  o, 


et  il  démontre  que,  dans  les  conditions  où  l'on  se  place,  cette  dif- 
férence tend  vers  zéro  avec  —  • 

Ceci  étant,  la  convergence  de  la  série  trigonométrique  SArt 
pour  Xq  est  liée  à  celle  de  l'intégrale  singulière  de  la  différence 
ci-dessus  pour  x  =  x0.  L'une  et  l'autre  convergent  et  divergent 
simultanément.  D'une  façon  précise,  F(#)  ayant  j\x)  pour  dé- 
rivée seconde  généralisée,  la  série  2An  convergera  vers  f(x) 
pour  x  =  x0  si  l'intégrale  singulière  qui  figure  dans  Aw(^0)  est 
convergente  pour  n  =  ao,  et  seulement  dans  ce  cas. 

Remarquons  que  cette  convergence  ne  dépend  que  de  l'allure 
de  f{x)  dans  un  intervalle  arbitrairement  petit  (a,  b)  conte- 
nant x0.  En  effet,  si  f(x)  n'est  pas  modifié  dans  (a,  b)  et  est  mo- 
difié ailleurs  d'une  façon  arbitraire,  F(x)  n'est  modifié  dans  (a,  b) 
que  par  l'addition  d'une  fonction  linéaire  (th.  de  Schwarz).  Or, 
la  limite  de  l'intégrale  singulière  précédente,  lorsque  F(f)  est 
linéaire,  est  nulle.  La  convergence  de  la  série  trigonomé- 
trique SA„  vers  f(x)  pour  x  =  x0  ne  dépend  que  des  valeurs 
de  f(x)  dans  un  intervalle  arbitrairement  petit  contenant  x0. 
C'est  un  théorème  fondamental  de  Riemann. 


VII.  —  Théorèmes  de  Weierstrass  sur  la  représentation  approchée 

des  fonctions  ( l  ). 

66.    On  doit  à  Weierstrass  des  théorèmes  très  intéressants  sur 
la  représentation  approchée  d'une  fonction.  Pour  établir  ces  pro- 


(')  K.  Weierstrass,  Sur  la  possibilité  d'une  représentation  analytique  des 
fonctions  dites  arbitraires  d'une  variable  réelle  (traduction  par  M.  Laugel, 
Journal  de  Mathématiques,  1886). 
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positions,  nous  allons  nous  placer  à  un  tout  autre  point  de  vue  que 
l'illustre  géomètre,  et  nous  utiliserons  les  propriétés  démontrées 
dans  la  Section  III  ('  ).  Reprenons  l'identité 


.271 


I      r  i  —  r* 

1  wJq       J  i—  2/-cos(^  —  ?)-+-r2     Y 

= \-r{a\  coscp  -t-  6|  sin©  )  -t-. . . 

-h-  r/n  (  a„,  cos  m cp  -H  &w  sin m <p )  -+- . . .         ( r  <  i ), 

en  supposant  seulement  la  fonction  y (di)  continue  et  possédant  la 
période  2tt.  D'après  le  raisonnement  du  n°  28  et  en  employant  les 
mêmes  notations,  on  peut,  étant  donné  à  l'avance  un  nombre  z 
fixe,  mais  aussi  petit  qu'on  veut,  trouver  un  angle  suffisamment 
petit  8,  tel  que 

|F(,-,  tW(?)|  <e  +  7£ii=^) 

et  cela,  quel  que  soit  r  et  quel  que  soit  ce.  Or  on  peut  choisir  r 
suffisamment  voisin  de  un  pour  que 

*<«-r«)    <e_ 


r(i  —  cosô) 


Soit  rK  <  i  une  valeur  de  r  satisfaisante  cette  inégalité;  ;*,  étant 
ainsi  choisi  va  rester  fixe.  Nous  avons,  quel  que  soit  ©, 

|F(r„  çp)_/(?)|<2s. 


Or  le 


a  série 


F(/'i,  y )  ss  —  -+-  ri(ai  coscp  -+-  b\  sin?)  -+-... 

-h  r '/'  (  am  cos  m  cp  -+-  bm  sin  m  cp  )  -+- . . . , 

dont  les  termes  sont  des  fonctions  de  o,  est  une  série  uniformé- 
ment convergente.  En  effet,  \am\  et  |  bm\  étant  moindres  que  2  «•, 
le  coefficient  de  r™  reste  inférieur  au  nombre  fixe  4^-  En  pre- 
nant m  assez  grand  pour  que  le  reste  de  la  série 

UT*-?, 


(')    E,  Picard,  Sur  la   représentation   approchée  des    fonctions  (Comptes 
rendus,  t.  CXII  ;  1891). 
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à  partir  du  rang  m,  soit  moindre  que  e,  le  reste  de  la  série  qui 
représente  F(/,l,  ©)  sera  aussi  moindre,  en  valeur  absolue,  que  e, 
quel  que  soit  es.  La  valeur  de  m  étant  ainsi  choisie,  on  aura  alors 
une  certaine  suite  finie  de  Fourier 

F(o)  =  A0-h  Ai  coso  -+•  B>  sincp  -h.  . .-+-  A„,  cosmy  -+-  Bm  sinmep 

telle  que 

|F(rt,  ç>)-F(<p)|<e 

et,  par  suite, 

|/(?)-F(?)|<3£. 

O/i  peut  donc  trouver  une  suite  finie  de  Fourier  F(<p)  telle 
que  f(v)  puisse  être  représentée  par  F(cp)  pour  toute  valeur 
de  o  avec  l'approximation  donnée  à  l  avance  3  e. 

67.  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  la  fonction 
f(o)  était  continue  de  o  à  2  tu  et  admettait  la  période  271.  Soit 
maintenant  f(r-f)  une  fonction  déterminée  et  continue  dans  un 
intervalle  (a,  (3)  moindre  que  27c;  on  pourra,  sur  la  portion  de  la 
circonférence  de  rayon  un  où  la  fonction  /(©)  n'est  pas  déter- 
minée, prendre  une  fonction  continue  quelconque  ayant  les  mêmes 
valeurs  que  la  première  en  a  et  p.  A  la  fonction  qui  se  trouve  ainsi 
déterminée  sur  toute  la  circonférence  on  peut  appliquer  les  consi- 
dérations précédentes,  et  notre  fonction /(es),  déterminée  entre  a 
et  t3,  se  trouve  alors  représentée  par  la  suite  finie  de  Fourier 

F(cp)  =  A0-h  Ai  cosep  -!-  Bi  sinç»  -+-...-+-  A,n  cos/>icp  -+-  Bm  sinmep, 

avec  une  approximation  supérieure  à  une  quantité  donnée  à 
l'avance,  pour  toute  valeur  de  cp  entre  a  et  p. 

De  ce  théorème  nous  pouvons  conclure  un  des  théorèmes  de 
Weierstrass.  La  fonction  F(cs»)  peut  être  développée  en  série  or- 
donnée suivant  les  puissances  croissantes  de  cp 

F(«p)  =  a04-  a,cp  h-.  .  .-+-  a„<p«-h.  .  ., 

puisque  chaque  terme  de  F(o)  est  susceptible  d'un  tel  développe- 
ment. La  série  précédente  est  uniformément  convergente  dans 
l'intervalle  (a,  (3);  on  peut  donc  prendre  n  assez  grand  pour  que, 
en  posant 

P(o)  =  «oH-  *i?  -*-■  •  ■  ■+■  *«?", 


376  ÉQUATION   DE    LAPLACE.    —    DÉVELOPPEMENTS   EN   SÉRIES. 

on  ait,  quel  que  soit  ©,  entre  a  et  (3, 

Ï*(*)-P(?).|<t, 

et,   par  conséquent,   d'après    l'inégalité  analogue  du    paragraphe 

précédent, 

|/(o)-P(?)|<4s. 

Ainsi,  z  étant  donné  à  Pavanée,  on  peut  représenter  la  fonc- 
tion /(»),  continue  dans  V intervalle  (a,  (3),  à  Vaide  d 'un  poly- 
nôme P(o),  avec  l'approximation  donnée  à  l'avance  /\z. 

De  ce  théorème  on  peut  déduire  une  représentation  analytique, 
sous  forme  de  développement  en  série,  d'une  fonction  quel- 
conque f(x),  fonction  continue  de  la  variable  réelle  x  dans  un 
intervalle  (a,  (3). 

Soit,  en  effet, 

£1  J  £2>  •   •   •  >          £7l)  ... 

une  suite  de  quantités  positives  décroissantes,  formant  une  série 
convergente.  On  peut  alors,  conformément  à  ce  qui  précède,  dé- 
terminer une  suite  de  polynômes 

P,(*),     Pt(ar),      ...,     Pn(x),     ..., 

tels  que,  pour  n  =  i-,  2,  .  .  . ,  on  ait 

\f(x)-Yn(x)\<zn 

pour  toute  valeur  de  x  entre  a  et  p.  Or  posons 

/„(*)  =  P^*),  .  .  .,         fn{x)  =  Pn+1(tf)  -  P„(.r), 

on  aura 

/o<>)  +  A(a?)  +  .'..+/»(a?)  =  P«+i(^). 

Par  conséquent,  on  a 

/O)  =/o<»  +/l  (a?)  H"  •  •  .-H/i»0&)  -h  TQn 

avec 

I  *)«  I  <  £«+i- 
La  série 

/oO)  -f-/i(a?)  -H. . .+/„<»  +.  •  -, 

dont  les  termes  sont  des  polynômes  en  x,  sera  donc  convergente 
et  représentera  f(x).  Nous  ne  nous  sommes  servi  jusqu'ici  que 
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de  ce  que  lim  zu  =  o.  Démontrons  maintenant,  sous  la  condition 

W^z  oc 

indiquée  pour  les  e,  que  la  série  précédente  est  absolument  conver- 
gente, c'est-à-dire  que  la  série 

!/•(*)  |-+-|/i(*)l +...■■+- l/i.(*)l  H-..  . 
est  convergente.  On  a 

I/O)  —  P*    (*)|<i„, 

|/(>)  —  Pw+I(a?)  |  <  en+i; 
donc 

|  P/l+1(a?)—  P„(a?)|  =  |/„(a?)|  <£„+£„+,. 

Or  la  série  de  terme  général  (ea  +  ew+4)  étant  convergente,  l'as- 
sertion est  établie  et  il  en  résulte  aussi  qu'elle  est  uniformément 
convergente. 

En  définitive,  nous  pouvons  représenter  f{x)  par  la  série  de 
polynômes 

absolument   et   uniformément   convergente   dans    V Intervalle 

(«,?)■ 

Il  est  clair  que  cette  représentation  pourra  être  faite  d'une  infi- 
nité  de  façons. 

68.  Les  considérations  que  nous  venons  de  développer  peuvent 
s'étendre  à  des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 
Nous  nous  bornerons  au  cas  de  deux  variables.  En  étudiant 
l'équation  AV  =  o  à  trois  termes,  nous  avons  rencontré  une  inté- 
grale tout  à  fait  analogue  à  celle  de  Poisson,  et  à  laquelle  nous 
pouvons  étendre  les  considérations  précédentes.  Reprenons  donc 
l'intégrale  (Chap.  VI,  n°  7) 

T  2  7" 

Ï  =  -L    f      f      L=Z! -/(0',4/)sin6'rfÛ'<*i/, 

./       J0        (1— .arcosY-f=r«)« 

où  nous  supposons  que/'(9',  <!/)  représente  une  fonction  continue, 
et  que  cosy  a  pour  expression 

cosy  =  cos6  cosO'-f-  sin  6  sin  0'  cos(^' —  ty); 
I  est  une  fonction  dé  /',  8  et  <b.  Nous  allons  développer  celte  fonc- 
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tion  suivant  les  puissances  croissantes  de  /',  comme  nous  l'avons 
fait  pour  l'intégrale  de  Poisson  ;  mais  auparavant,  il  nous  faut  faire 
quelques  remarques  sur  le  développement  de  l'expression 


y/i  —  2  r  cos  y  -h  rj 


Cette  fonction  peut  être  développée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  r.  Ce  développement  est  convergent  pour  r  <C  1  ;  on  a  en 

effet 

i  —  2  r  cos  y  -+-  /"2  =  (  i  —  reY1)  (  i  —  re~V'  ). 

Chacune  des  expressions 


et 


y/i  —  r  eV  \/i  —  re-V 

peut  être  développée  suivant  les  puissances  de  r,  pour  r  <^  i .  On 
a  ainsi,  d'après  la  formule  du  binôme^ 

-^  i  i   3 

U  —  reV)      2  =  [  +  -re''ï    H —r*  e2f*Y-H. . . , 

2  2.4 

(i  —  /'e-Y<')~¥  =  i-+-  Ire-'YH ^- r2  e~2<'Y-f-.  .  ., 

2  2-4 


et,  par  suite,  en  posant 
i 


V  i  —  2/"  cos  y  H-  r2 
on  aura 


=  P0+P1/-  +  ...-rF„/'« 


„         i.3...(2/i —  i)      .         i     1.3... (2/i  —  3)    ,     „, . 
n.[\. .  .2/1  2     2.4. . . ( 2 n  —  2) 

i.3     1.3. ..(2/1  —  5)    ,     ...  i.3. . .(2/1  —  1) 

2.4    2 . 4 . . .  (  2  /i  —  4  )  2 . 4 ...  2  /i 

On  voit  que  P„,  qui  est  nécessairement  réel,  sera  un  polynôme  de 
degré  n  en  cos  y;  aussi  le  désignerons-nous  parPn  (cos y).  D'après 
la  forme  précédente,  P^  (cos y)  atteint  sa  plus  grande  valeur  pour 
y  =  o  ;  or,  pour  cos  y  =  1 ,  onaP„  =  i,  comme  le  montre  le  déve- 
loppement de 


\/ 1  —  2  /*  -h 


1  —  /• 


Nous  avons  donc  l'inégalité  suivante,  dont  nous  aurons  à  faire 
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«sage  dans  un  moment, 

|P„(cosT)|£i. 

Ceci  posé,  du  développement,  valable,  pour  /•  <  i, 

1  =  P0-i-  Pi(cosy).r-f-.  ..-H  P„(cosy).  /•"-+-... , 

y/i  —  'ir  cos  y  -h  r* 

nous  déduisons,  en  dérivant  par  rapport  à  r, 

COS  Y  —  P 

-  =  P,(cosy)  -h.  .  .-h  h  P/»(cosY).r,*-1-h. . ., 


1 

(i  —  2 r  cos y  -4-  r2)2 


et,  par  suite, 

i  — r2 
(î  —  srcosy  •+-  r*): 


-=  =  P0-H  3  Pi  (cos  y),  r  +..,  -+-  (a-»  -h  i)P^(cosy)./- 


et  cette  série  peut  être  considérée   comme  une  série  en  9'  et  <!/ 
uniformément  convergente.  Par  suite,  en  substituant  dans  l'inté- 


grale I,  il  vient 


7T        ~27I 


développement  dans  lequel  le  coefficient  de  rn  est  un  polynôme 
entier  et  de  degré  n  en  cos  9,  sin  9  cos  <b  et  sin  G  sin  <L.  Désignant 
par  (2/i-j-  i)\„  ce  coefficient,  nous  écrivons 

et  l'on  a,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire  relativement  à 
|  P„(cosy)|, 

[  Y*  |<  *, 

en  désignant  par  g  une  limite  supérieure  de  |/(9\  ']/)|. 

69.  Après  ces  préliminaires,  nous  avons  peu  de  choses  à  faire 
pour  démontrer  qu'une  fonction  /( 9,  <|>),  continue  sur  la  sphère 
de  rayon  un,  peut  être  représentée,  avec  l'approximation  e,  par 

une  suite  limitée 

Yo4.Y,+...  +  YM, 
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où  l'on  désigne  d'une  manière  générale  par  Ym  un  polynôme  de 
degré  m  en  cos  9,  sin  9  cos  ^  et  sin  9  sin  d».  Qn  a,  en  effet,  le  dé\<- 
loppement 

En  se  reportant  à  l'étude  que  nous  avons  faite  (loc.  cit.)  de 
l'intégrale  I,  on  verra,  comme  pour  le  cas  d'une  fonction  d'une 
seule  variable,  que  l'on  peut  choisir  r{  <[  i,  tel  que  la  série 

n=  « 
n  =  0 

diffère  de  /(9,  ^),  quels  que  soient  8  et  <];,  de  moins  de  £.  D'autre 
part,  la  série  précédente  est  uniformément  convergente,  puisque 
I  Y/*  |  <C  g  et  °llie  la  série 

n  —  0 

est  convergente.  En  prenant  donc  un  nombre  suffisamment  grand  m 
de  termes  pour  que  le  reste  de  cette  dernière  série  soit  moindre 
que  e,  nous  aurons  la  suite  finie 


n  =  m 


(•2/i  +  i)Y„r;', 


2 

qui  différera  de /(  9,  >l)  de  moins  de  2£.  Le  théorème  est  donc 
démontré. 

Les  conséquences  sont  évidemment  les  mêmes  que  plus  haut. 
Si  la  fonction/(9,  »A),  au  lieu  d'être  déterminée  sur  toute  la  sphère 
de  rayon  un,  n'est  déterminée  que  sur  une  partie,  on  complétera 
cette  détermination  sur  le  reste  de  la  sphère  d'une  manière  arbi- 
traire, en  respectant  seulement  la  continuité,  et  la  conclusion 
relative  à  la  représentation  approchée  de  la  fonction  subsistera. 

De  la  même  manière,  en  développant  cos  9,  sin  9  cos  'h  et 
sin  9  sin  <];,  suivant  les  puissances  de  9  et  <l»,  nous  aurons  une  repré- 
sentation approchée  (à  moins  de  s)  de  la  fonction  à  l'aide  d'un 
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polynôme  en  9  et  <];.   D'où    nous    conclurons    enfin  le   théorème 
suivant  : 

Toute  fonction  f(x,  y)  des  deux  variables  réelles  x  et  y, 
continue  dans  une  aire  A,  peut  être  développée  en  une  série 
uniformément  et  absolument  convergente 

/oKr)+/i(a?^)+"«+A(a?^)+-"5 

les  termes  de  cette  série  étant  des  polynômes  en  x  et  y, 

70.  Reportons-nous  à  la  Section  III  du  présent  Chapitre.  Les 
trois  méthodes  de  sommation  que  nous  avons  indiquées  là  con- 
duisent au  même  titre  aux  théorèmes  de  Weierstrass  qu'on  vient 
d'établir  à  l'aide  de  la  sommation  par  l'intégrale  de  Poisson.  Tout 
repose,  en  définitive,  sur  le  théorème  du  n°  66  :  /(©)  étant  une 
fonction  continue,  de  période  2tc,  on  peut  trouver  une  suite 
finie  de  Fourier  F  (es)  telle  que  /(©)  puisse  être  représentée 
par  F(©)  pour  toute  valeur  de  ©  avec  une  approximation  arbi- 
trairement petite  donnée  à  Vacance. 

Or  ceci  peut  être  établi  par  la  méthode  de  M.  Fejér  et  celle  de 
W  eierstrass. 

On  a  vu,  en  effet,  au  n°22  du  présent  Chapitre,  que,  pour  toute 
fonction  continue  de  période  2-,  les  sommes  de  M.  Fejér  <jn  con- 
vergent uniformément  vers  /(<p).  On  peut  donc  trouver  N  tel  que 
pour  tout  /i^N,  on  ait 

l/(3P)  —  »*l<.*i 
quel  que  soit  ©.  Or  <jn  est  bien  de  la  forme  requise  pour  F(©)  : 
<*o -+■  ( ai  cos ®  ■+•  Pi  sin cp )  -h .  .  .  -+-  ( a;i  cos no  -h  ftn  sin no). 

De  même,  dans  la  sommation  par  la  méthode  de  Weierstrass 
(n°  31),  on  a  vu  que  de  la  série  de  Fourier  de/'(©)  continue,  de 
période  2  7i, 

(S)     a0-+-  («!  cosç  -+-  bi  sin«p)  -H. . .-+-  (amcosmo  -h  bm  sinmep)  -+-.  . .  , 

on  a  déduit  la  série  uniformément  convergente  quel  que  soit  ©  : 

(£')  F(£,  o)  =  a0-h  (at  cosep  -+-  6t  sincp)e~f 


(am  cosmep  -+-  b,n  sinmep)  e-'"i( 
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Et  l'on  a  vu  que 

limF(  Vf  )=/(?) 

t  =  0 

uniformément  quel  que  soit  x,  puisque  /('f  )  est  continue. 

Pour  arriver  maintenant  à  la  représentation  approchée  de/(ç) 
par  une  série  limitée  de  Fourier,  nous  n'avons  qu'à  remarquer  que 
la  série  2'  différant  de  /(©),  pour  t=t{,  d'une  quantité  moindre 
que  s,  on  a 

/(cp)  -H  7)  =  a0-+-  (ai  coscp  4-  bx  sincp)  e-'i 


(a,n  cosmo  -+-  bm  sinmcp)  e~~mHi 


avec 

|  t(  j  <  e         (pour  toute  valeur  de  ç). 

Or,  la  série  du  second  membre,  regardée  comme  dépendant 
de  o,  est  manifestement  uniformément  convergente  (t{  reste  fixe). 
On  peut  donc  prendre  m  assez  grand  pour  que  le  reste  soit  infé- 
rieur à  £  en  valeur  absolue,  et  l'on  obtient  ainsi  une  série  limitée 
de  Fourier  qui  diffère  de  /(©)  de  moins  de  2s;  c'est  le  théorème 
que  l'on  voulait  établir. 

71.  Les  démonstrations  que  nous  venons  de  donner  du  théo- 
rème de  Weierstrass,  relatif  à  la  représentation  approchée  d'une 
fonction  continue  périodique  par  une  suite  limitée  de  Fourier,  ne 
supposent  pas  connue  la  théorie  de  la  série  de  Fourier,  telle  que 
nous  l'avons  développée  dans  la  Section  II.  Si  l'on  admet  cette 
théorie,  on  peut  très  aisément  démontrer  en  quelques  mots  le 
théorème,  comme  l'a  fait  voir  M.  Volterra(1). 

Soit  une  fonction  continue  f{oc)  de  période  2  7t.  On  peut, 
comme  nous  l'avons  vu  au  Chapitre  I,  partager  l'intervalle  de  o 
à  2  7C,  de  façon  que  dans  chacun  d'eux  l'oscillation  de  la  fonction 
soit  moindre  que  e. 

Soit  ab  un  de  ces  intervalles,  on  aura 

/(*)-/(«)  =  1         (h  KO, 

f(x)-f{b)  =  rl'  (|r/|<s), 


(l)    Vito  Volterra,    Sul  priiicipio  cli  Dirichlet   (Rendiconti  ciel    Circolo  di 
Palermo,  1897). 
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x   étant   dans    l'intervalle    ab.    Soit,    d'autre    part,    l'expression 
linéaire 

F  {x)  =/(«)  ■+-  (a?  -  a)  £— , 

F(#)  est  compris  entre  /(a)  et  /(&),  et,  par  suite,  F(x)  —  f{x) 
est  compris  entre /(a)  —  f(x)  el  f(b) — /(#)•  Donc 
I  F(^)  — /(;r)  I  <C  £         C-27  étant  dans  «6). 

L'ensemble  des  expressions  linéaires  F  (x)  forme  une  fonc- 
tion/i  (x)  continue  et  périodique  qui  représente  f{x)  avec  une 
approximation  supérieure  à  s.  D'autre  part,/,(#)  est  évidemment 
à  variation  bornée  ;  par  suite,  ft  (x)  peut  être  représentée  par  une 
série  trigonométrique  uniformément  convergente  de  o  à  21:. 
Donc,  en  prenant  dans  cette  série  un  nombre  m  limité  de  termes, 
on  peut  s'arranger  de  manière  que  la  somme  de  ces  m  termes  dif- 
fère de  f{  (x)  de  moins  de  e.  Nous  aurons  donc  ainsi  une  suite 
limitée  de  Fourier  différant  def(x)  de  moins  de  2  s,  et  le  théorème 
est  établi  ('). 

Relativement  à  l'évaluation  de  Y  ordre  d'approximation  d'une 
fonction  f(x)  continue  par  une  suite  limitée  de  Fourier  ou  par 
un  polynôme,  moyennant  diverses  hypothèses  supplémentaires 
sur/(#),  on  consultera  avec  avantage  le  Livre  de  M.  C.  de  la 
Vallée  Poussin  :  Leçons  sur  V approximation  des  fonctions 
d'une  variable  réelle  (Gauthier- ViHars,  1919);  et  notamment 
les  Chapitres  II  et  V.  On  verra,  par  exemple,  que  la  somme  crn 
de  M.  Fejér  est  telle  que 

dès   qu'on  suppose  que  f(x)  vérifie    la    condition   de    Lipschitz 

d'ordre  a 

\f(x2)-f{xi)\lM\x.1-x{\*        (o<a<i) 

[À  est  une  constante  numérique  ne  dépendant  que  de  a]. 

(x)  On  trouvera  encore  dans  les  Rendiconti  di  Palermo  (1900;  t.  XXIII)  une 
intéressante  et  très  simple  démonstration  de  M.  Mittag-Leffler.  Dans  un  remar- 
quable travail  inséré  dans  les  Annali  di  Matematica  en  1898,  M.  Baire  a  donné 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  fonction  d'une  variable  puisse 
être  développée  en  une  série  simple  de  polynômes.  M.  Baire  est  revenu  sur  ce  sujet 
dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  1900. 


CHAPITRE  XL 

SÉRIES   MULTIPLES 


I.  —  Généralités  sur  les  séries  multiples.  Théorème  de  Cauchy. 

I.  Les  développements  en  séries  que  nous  avons  considérés 
dans  les  deux  Chapitres  précédents  étaient  des  séries  simples, 
c'est-à-dire  que  les  termes  dépendaient  d'un  seul  nombre  entier. 
On  a  souvent  à  considérer,  en  Analyse,  des  séries  multiples  dont 
le  terme  général  dépend  de  plusieurs  nombres  entiers  ;  ceux-ci 
peuvent  d'ailleurs  être  arbitraires  ou  satisfaire  à  certaines  rela- 
tions. Sans  nous  arrêter  longtemps  sur  ce  sujet,  nous  ferons  sur 
les  séries  à  double  entrée  quelques  remarques  générales,  qui 
s'étendront  d'elles-mêmes  aux  séries  d'un  degré  quelconque  de 
multiplicité. 

Une  série  double,  ou  à  double  entrée,  aura  son  terme  général 
um  a  dépendant  de  deux  entiers  m  et  n  positifs  ou  négatifs.  On 
peut  imaginer  les  points  (m,  n)  marqués  sur  un  plan,  en  les  rap- 
portant à  deux  axes  de  coordonnées;  à  chaque  point  (m,  n)  on 
associera  le  terme  correspondant  umn.  Nous  dirons  qu'une  série 
à  double  entrée  est  convergente  lorsque  la  somme  des  termes, 
correspondant  aux  points  enveloppés  par  une  courbe  de  forme 
quelconque,  tend  vers  une  limite  déterminée,  quand  cette  courbe 
s'étend  à  l'infini  dans  tous  les  sens,  en  suivant  une  loi  arbitraire. 

Quelques  remarques  sont  immédiates.  Tout  d'abord,  si  une 
série  à  termes  positifs  est  convergente  pour  une  première  suite  de 
courbes,  s'étendant  à  l'infini  dans  tous  les  sens  suivant  une  cer- 
taine loi,  elle  l'est  aussi  pour  toute  autre  suite  de  courbes,  et  la 
limite  est  la  même.  On  peut  toujours,  en  effet,  imaginer  qu'une 
courbe  de  la  seconde  suite  soit  comprise  entre  deux  courbes  de  la 
première,    et   la   remarque   est   évidente.   En   second    lieu,   étant 
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donnée  une  série  à  double  entrée,  à  termes  positifs  ou  négatifs, 
lorsque  la  série  que  l'on  obtient,  en  remplaçant  chaque  terme  par 
sa  valeur  absolue,  est  convergente,  la  série  proposée  est  aussi  con- 
vergente; la  démonstration  est  la  même  que  dans  le  cas  des  séries 
simples.  Enfin,  si  les  termes  d'une  série  à  double  entrée  sont  ima- 
ginaires, la  série  sera  certainement  convergente  quand  la  série  des 
modules  de  ses  termes  sera  convergente. 

2.  Il  est  clair  qu'on  ne  peut  songer  à  indiquer  une  règle  géné- 
rale pour  décider  de  la  convergence  des  séries  doubles.  Le  théo- 
rème suivant,  généralisation  immédiate  du  théorème  de  Cauchy 
étudié  précédemment  (Ghap.  I,  §  2o),  sera  souvent  d'une  appli- 
cation facile.  Soit  f(x,  y)  une  fonction  toujours  positive;  on 
suppose  que,  pour  les  valeurs  de  x  et  y:  correspondant  à  tout  point 
extérieur  à  une  courbe  fermée  G,  la  fonction/' diminue  quand  la 
valeur  absolue  de  x  ou  la  valeur  absolue  de  y  augmentent,  et 
qu'enfin  elle  tend  vers  zéro  quand  les  valeurs  absolues  de  x  ou 
de  y  grandissent  indéfiniment.  Daus  ces  conditions,  la  série  a 
double  entrée  dont  le  terme  général  est 

f(m,  n) 

sera  convergente  ou  divergente  [quand  on  donnera  à  m  et  n 
toutes  les  valeurs  entières  possibles,  le  point  (m,  n)  étant  seule- 
ment extérieur  à  la  courbe  G],  suivant  que  V intégrale  double 

I  /{*,  y)dxdy, 

étendue  à  la  portion  du  plan  extérieur  à  G,  aura  ou  non  un 
sens. 

Pour  l'établir,  nous  n'avons  qu'à  considérer  l'intégrale  précé- 
dente comme  un  volume  V  limité  par  la  surface  z  =J\x,  y),  le 
plan  xy,  et  le  cylindre  ayant  G  pour  section  droite;  de  même  la 
série 

(2)  ^/(m,  n) 

m,  n 

peut  être  regardée  comme  représentant  une  somme  de  volumes 
de  parallélépipèdes  rectangles  ayant  pour  base  un  carré  de  côté 

PICARD.    —    T.    I.  25 
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égal  à  l'unité  et  pour  hauteur  f( m,  n).  Si,  à  chaque  carré  dans  le 
plan,  on  fait  correspondre  celui  de  ses  sommets  (m,  n)  pour 
lequel  x  et  y  ont  à  la  fois  la  plus  grande  valeur  absolue,  la 
somme  (2)  ainsi  effectuée  sera  une  somme  de  parallélépipèdes 
intérieurs  au  volume  V;  la  série  (2)  sera  donc  convergente  quand 
l'intégrale  (1)  aura  un  sens.  Au  contraire,  si,  à  chaque  carré,  on 
fait  correspondre  celui  de  ses  sommets  (m,  /i),  pour  lequel  x  et  y 
ont  à  la  fois  leur  moindre  valeur  absolue,  la  somme  (2)  sera  une 
somme  de  parallélépipèdes  extérieurs  au  volume  V  et,  par  suite, 
la  série  (2)  divergera  si  l'intégrale  (1)  est  infinie. 

3.   Prenons  comme  exemple  la  série  de  terme  général 
m  et  n  recevant  toutes  les  valeurs  entières,  sauf  m  =  n  =  o. 


Nous  pouvons  appliquer  le  théorème  de  Cauchy  :  il  faut  étudier 

r   r     dxdy 


l'intégrale  double 


(j2  +  /2)^ 


quand  on  l'étend  à  tout  le  plan,  sauf  à  une  région,  de  forme 
d'ailleurs  quelconque,  comprenant  l'origine.  En  prenant  les  coor- 
données polaires  p  et  8,  cette  intégrale  devient 


11 


dodti 


,2(1.-1 

Cette  intégrale  restera  finie,  p  croissant  indéfiniment,  si 

2  [Jt.  —  I  >>  I  OU  [JL  >>  1 . 

Ainsi  la  série  double  de  terme  général  ; — sera  conver- 

0  (m2 -h  n1)^ 

g  ente  si  jji  <[  1 . 

D'une  manière  plus  générale,  soit 

ax--\-  ib  xy  -+-  cy* 

une  forme  quadratique  définie  et  positive,  c'est-à-dire  où  b'2 — ac<^o 
et  a  ^>  o;  considérons  la  série  de  terme  général 

T 

(4*>  °)i 


(  a  m-  -+-  'i  bmn  -+-  en?-  )SX 
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en  donnant  toujours  à  ///  et  n  toutes  les  valeurs  entières  possibles, 

sauf  m  =  n  =  o. 

Ce  cas  se  ramène  immédiatement  au  précédent,  car  le  quotient 

positif 

am%  -4-  1 bmn  -+-  cn- 

m2  ■+-  n*  ' 

quels  que  soient  les  entiers  m  et  n,  reste  toujours  compris  entre 
deux  limites  déterminées  différentes  de  zéro.  Ainsi,  k  étant  un 
nombre  fixe,  on  a 

«m2 -h  'ibmn  -+-  cn->  k(m^-+-  n~), 

et,  par  suite,  la  série  proposée  aura  ses  termes  moindres  que  la 
série  de  terme  général 


et  sera  donc  convergente  si  p.  est  supérieur  à  l'unité. 

4.  On  peut  facilement  généraliser  le  théorème  de  Cauchj.  Si  la 
fonction  f{oc,y,  z)  est  toujours  positive  et  que,  pour  tout  point 
x,  y,  z  extérieur  à  une  surface  fermée  S,  cette  fonction  diminue 
quand  la  valeur  absolue  de  x,  de  y  ou  de  z  croît,  et  qu'enfin  elle 
tende  vers  zéro  quand  les  valeurs  absolues  de  x,  y  ou  z  gran- 
dissent indéfiniment,  la  série  triple 

2 /(m,  /i,  /?), 

m,n,  p 

étendue  à  toutes  les  valeurs  entières,  positives  ou  négatives,  de  m, 
n  et/?,  extérieures  à  la  surface  S,  convergera  ou  divergera  suivant 
que  l'intégrale  triple 


sis- 


f(x,y,  z)dx  dy  dz, 


étendue  à  tout  l'espace,  moins  le  volume  limité  par  S,  aura  ou  non 
un  sens. 

En  particulier,  la  série  triple  en  terme  général 

(en  laissant  de  côté  ni  =  n  =  p  =  o) 


(m2 -4-  n*-ï-p*)V- 
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sera  convergente  si 

1  \X  >  3, 

comme  on  le  voit  en  transformant  l'intégrale  correspondante  par 
l'emploi  de  coordonnées  polaires. 

D'une  manière  plus  générale,  si  cp(.z\  y,  z)  désigne  une  forme 
quadratique  ternaire,  toujours  positive  (sauf  pour  #=y==s  =  o, 
système  pour  lequel  elle  s'annule),  la  série  du  terme  général 

i 
[?(m,  n,p)]V- 

,3 
sera  convergente  si  [x  est  supérieur  a  -• 

On  peut  enfin,  d'une  manière  tout  à  fait  générale,  considérer 
une  série  d'ordre  p.  La  série  de  terme  général 

i 

(  m  \  -+-  m  |  -+- ...  -h  mJy)V- 

où  Yoji  exclut  seulement  mK  —  m2  =  . .  .=  mp=  o,  sera  conver- 
gente si 


En  effet,  d'après  le  théorème  de  Gauchy,  il  faut  étudier  l'inté- 
grale multiple 

dxx  dx2 . .  .  dxp 
(a?f  -+-  x\-+-. .  .H-  xf,)V- 


fi 


quand  le  champ  d'intégration  grandit  indéfiniment  dans  tous  les 
sens.  Or,  si  l'on  pose 

X[  =  p  sin  ftp—i  sin  6p_2 sin  02  cos  6l7 

x%  =  p  sin  6^—j  sin  6/;_o sin  02  sin0l5 

x3  =  p  sin  6;j_i sin  03  cos02, 


:*>=  p  cos0^_1: 

qui  donne  une  transformation  en  coordonnées  polaires  dans  l'es- 
pace à  p  dimensions  (ar, ,  #2,  .  .  • ,  j>),  on  voit  que  dxK  dx2  .  .  .  dxp, 
après  la  transformation,  aura  en  facteur  oP~{',  or 

x\  -r-  x\  -+- . . .  -h  x'f,  =  p2  ; 
la  partie  de  l'élément  relative  à  o  sera  donc ■ 

1  l  Q->\x-p-hl 
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L'intégrale,  pour  p  infini,  restera  donc  finie  si 

2^—  /»-hI>I  OU  2{Jl>/>. 

On  en  conclura  que,  dans  les  mêmes  conditions,  la  forme  qua- 
dratique /(a?,,  a?2,  .  .  . ,  ^)  étant  définie  et  positive,  la  série  mul- 
tiple de  terme  général 


[f(mu  m2,  ...,  mp)]V- 
sera  convergente. 

5.   Le  résultat  précédent  peut  être  généralisé  de  la  manière  sui- 
vante. Soit 

F(xu  x%,  . .  .,  xp) 

un  polynôme  de  degré  in  en  xt,-x2,  .  .  .,  xp\  on  suppose  que 
l'ensemble  des  termes  homogènes  de  degré  2  n  dans  ce  polynôme 
ne  puisse  s'annuler  que  pour  xK  =  x2  =  ...  =  xp  =  o. 

Remarquons  d'abord  que,  dans  ces  conditions,  l'équation 

(3)  F(/nu  m2,  .. .,  nip)  =  o, 

où  les  m  représentent  des  nombres  entiers,  n'aura  qu'un  nombre 
limité  de  solutions,  car,  d'après  l'hypothèse  faite  sur  les  termes  du 
plus  haut  degré,  les  valeurs  de  xt,  x2,  ...,xp  satisfaisant  à 
l'équation 

F  (a?,,  a?2,  . . ., oop)  =  o 

doivent  rester  finies. 

Ceci  posé,  considérons  la  série  multiple 

2u[F(mu  ,n2,  ...,  mp)\V-' 

étendue  à  toutes  les  valeurs  entières,  positives  ou  négatives,  de 
m^  m2,  .  .  .,  mp,  sauf,  s'il  en  existe,  aux  systèmes  de  valeurs  en 
nombre  limité  satisfaisant  à  l'équation  (3).  Le  rapport 

F (/??!,  m2,  . . .,  rrip) 

(//i{  +  «^+...+  mf,)n 

restera  manifestement  entre  deux  limites  déterminées,  quelles  que 
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soient  les  valeurs  entières  de  mK ,  m2,  .  .  .,  mpi  sauf 

m\  t=  m$  =  . . .  =  m/;  =  o. 

Donc,  en  désignant  par  k  une  constante  convenable,  les  valeurs 
absolues  des  termes  de  la  série  sont  moindres  que  les  termes  de  la 
série  suivante 

2u  /c(A( m\  -h  m \  -+• . .  .  -+-  m\  )nV-  ' 

Elle  sera  donc  convergente  si 

2  7lfl>/>, 

et  cette  règle  sera  d'une  application  facile. 

II.  —  Quelques  applications. 

6.  Un  exemple  très  général  de  série  multiple  nous  est  fourni 
par  le  développement  en  série  trigonométrique  d'une  fonction  de 
deux  variables.  Soit  f{x,y)  une  fonction  continue  des  deux 
variables  x  et  y  telle  que 

f(x  +  27T,  y)  =/(#,  y  ),        /O,  j  -+-  2tt)  =/(#,  JK). 

On  peut  développer  cette  fonction  en  une  série  double  trigono- 
métrique. Pour  éviter  toute  discussion,  nous  supposerons  que  la 
fonction  ait  des  dérivées  partielles  des  quatre  premiers  ordres 
elles-mêmes  continues  et  périodiques.  En  considérant  f  comme 
fonction  de  #,  nous  aurons  le  développement 

f(x,y)  =  —  -+-  N    (am  cosmx  -+-  bm  s'mmx), 
dans  lequel 


m  —  1 


1  271  ,,  1  71 


a,n=  -    i       f{x,y)  cosmx  dx,         &m  —  -    /       f(x,  y)  s'mmx  dx\ 

am  et  6W  sont  des  fonctions  continues  de  jk?  admettant  la  période 
2  tu  :  elles  pourront  être  développées  en  séries  trigonométriques, 
et  l'on  aura 

n  =  » 

«/»=  — H  ^  (an,m  cos/ijK-f-  P»,wSin/i^), 
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OÙ 

OC»»    ttt  ■— 


—    /        a/n  cos /iy  (fy  =  —    f  f       f{x,  y)  cos  m  a?  cos  nydxdy, 

TC  *^o  '*"  *^o       *  o 

l         .271  (  .27T  271 

P*,m=-    /        am  s'mnydy  =  —    /  /       /(a?,  jk)  cosma?  sm  ny  dx  dy . 

On  développera  de  la  même  manière  bm  en  série  trigonomé- 
triqne  avec  les  coefficients  a.'nm  et  fifn>m. 

Nous  obtenons  donc  une  série  double  trigono métrique,  mais  les 
termes  sont  groupés  d'une  manière  déterminée.  Peut-on  les  dis- 
poser d'une  manière  quelconque?  Pour  s'assurer  que  l'ordre  des 
termes  est  arbitraire,  sous  les  hypothèses  faites,  nous  n'avons  qu'à 
chercher  l'ordre  de  c/Ln  et  fin  -,  par  rapport  à  n  et  à  m.  Or,  en  inté- 
grant successivement  par  parties,  et  tenant  compte  de  la  pério- 
dicité de/  et  de  ses  dérivées,  on  a 


,271        .271 
OC  m    m  


J.  2  71          -,  Z'P.            y^  r 
I 4 — cosmx  cos  n  y  dx  dy, 

et  Ion  a  une  expression  analogue  pour  jâ'     ,  0Lnnn  $'nm-  Les  coeffi- 
cients de 

cos  ni  x  cos  ny,     cosmx  s'xnny,     s'mmx  cos  ny,     s'mmx  sin  ny 

sont  donc  de  l'ordre  de  — - —  (pour  n  =  o, est  à  remplacer 

m-n'1   \l  7  m-n'1  l 

par  — ;  )  •  Or,  la  série  double  de  terme  général est  évidemment 

1         m-)  v  m-n'1 

convergente;  on  aura  donc,  sous  les  conditions  indiquées,  le  déve- 
loppement absolument  et  uniformément  convergent 


m  =  »  n  =  oo 


f(x,  y)  =  2,     Z_,  (      y.„, m  cosmx  cos  ny -i- P>n^n  cosmx  s\n  ny 

aLrn  m  sin  mx  cos  ny  +  ^  Wl  sin  />i.r  sin  /i^). 


l>l  =  0      /2=0 


7.   Comme  application  particulière,  je  considère  la  série  double 

7    7 tttt     (lJ-  entier  positif); 

2  est  une  quantité   imaginaire  quelconque,  ainsi  que  w  et  <*)';  le 
rapport  —  n'est  pas  réel.  Les  points  représentés  par  les  quantités 


3g2  ÉQUATION   DE   LAPLACE.    —   DEVELOPPEMENTS  EN   SÉRIES. 

imaginaires 

mw  +  nw' 

forment,  dans  le  plan,  les  sommets  d'un  réseau  de  parallélogrammes 
qui  couvre  entièrement  le  plan;  nous  supposerons  que  z  ne  coïn- 
cide avec  aucun  de  ces  sommets.  Nous  allons  montrer  que  la  série 
précédente  est  convergente  si  jj.  est  supérieur  à  deux. 
Soient 

z  =  x  -+-  iy:         «  =  a  -+-  i  (3,         a>'  =  -y  r+-  i  8        (  a  ô  —  [3y  ^  o  ) . 
La  série  des  modules  des  termes  sera 


2 


Or,  d'après  le  théorème  du  n°  5,  cette  série  sera  convergente  si 
u>2.  Ce  théorème  est,  en  effet,  applicable;  car,  dans  le  poly- 
nôme 

F  (  m,  a  )  =  (  x  -+-  m  a  -+-  «y)2+(j+'»?  +  /io)2, 

l'ensemble  des  termes  du  second  degré 

ne  peut  s'annuler  que  pour  m  =  n  =  o. 

La  fonction  f(z)  de  la  variable  complexe  z,  définie  par  la  série 
précédente, 

))l  =-t-oo    n  — -+-00 
7»  = — oo     71  = — oo 

joue,  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  un  rôle  très  impor- 
tant; elle  ne  change  pas,  en  effet,  quand  on  remplace  z  par  z  +  u 
et  par  z  -f-  co'.  Nous  aurons  l'occasion  d'y  revenir. 

8.  Ce  sont  des  séries  simples  qui  donnent  le  plus  facilement  des 
exemples  de  fonctions  doublement  périodiques,  c'est-à-dire  restant 
invariables  quand  on  remplace  la  variable  x  par  x  -f-  co  ou  par 
x-\-iof.  Soit,  par  exemple,  la  série 

m  =  -i-  oo 

(4)  /"(*•)=     >     7—^ (w'-îirO; 


7;/  =  —  oo 
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pour  toute  valeur  de  x  qui  n'est  pas  de  la  forme 


x 


=  mu  -+-  (in  +  i)irt         (m  et  n  entiers), 


cette  série  sera  convergente;  on  suppose  que  la  partie  réelle  de  w 
n'est  pas  nulle. 

On  peut  généraliser  et  former  des  séries  de  deux  variables  x  et  y 
possédant  quatre  couples  de  périodes,  et,  quoiqu'elles  présentent 
moins  d'intérêt  que  la  précédente,  je  m'y  arrêterai  un  moment  (  '  ). 
Soient  a,  [3,  a',  {i>  quatre  quantités  réelles  (<*£'—  a  (3  ^  o)  ;  for- 
mons la  série  à  double  entrée 


m  =  -f-  oc  n  r=  -(-  oo 


V^         V^  ^.r-+-/Ha-t-«j3  ey+mtx'+n$' 


W  =  —  oo   n-  —  oo 


et  cherchons  si  elle  est  convergente.  Posons 

n  =  ex,         v  =  er,         a  =  e*,         b  =  eP,         a  =  e*',         b'  =  eP'\ 

la  série  deviendra 

a'"btl  a'»lb'n 


uv 


1 


(ua'/l  bn  -+-  i)2  (va'"lb'n-+-\y~ 


Je  dis  qu'elle  est  convergente  pour  toute  valeur  de  u  et  v, 
sauf  pour  des  valeurs  réelles  et  négatives. 

Considérons  d'abord  la  série  pour  u  =  u  =  i.  Nous  avons 


(6) 


a"1  b'1  a''n  b'n 


(i  -r- a"1  bn y2  (i  -f-  a'mb'n)^ 


c'est  une  série  à  termes  positifs;  montrons  qu'elle  est  convergente. 
Je  considère  le  quotient 


(i+  ex)'- 


cette  expression  ne  change  pas  quand  on  change  x  en  —  x;  on  a 
donc,  x  étant  positif, 


(i  -+-  e*y        (i  h-  e-x) 


e-x 

— -  <  e~x. 


0)  E.   Picard,  Sur  certaines  expressions  quadruplement  périodiques  (Bul- 
letin de  la  Société  mathématique,  1889). 
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Donc,  quel  que  soit  le  signe  de  #,  nous  pouvons  écrire 


(i  -h  ex  yi 
et,  par  suite, 


|.r| 


a'nfjn  a'mb'11  o.    ,      .      û„ 


(  i  ■+-  a'"  bn  )2  (  i  +  a'"*  6'"  j2 
Mais,  ^  et^r  désignant  deux  nombres  positifs,  on  a 


Comme,  d'autre  part,  pour  x  positif  et  suffisamment  grand, 

[A  étant  un  entier  positif  qui  peut  être  pris  arbitrairement,  il  en 

résulte  que 

i 

et,  enfin,  nous  voyons  que  le   terme  général  de  notre  série  est 
moindre  que 


[(ma+np)*+(ma'+  «|}')2J^ 


La  série  (6)  sera  donc  une  série  convergente. 

Donnons  maintenant  à  u  et  v  des  valeurs  quelconques  pourvu 
qu'elles  ne  soient  pas  réelles  et  négatives;  en  changeant  m  en  —  m 
et  n  en  —  /i,  nous  pouvons  écrire  le  terme  général  de  notre  série 
sous  la  forme 

a"1  bn  a'm  b'n         /i+  am  bn\2  /  1  -h  a'"'  b'n  \  2 


(H-a»*6*)a  (i  -h  a'"lb'uy-  \u  -+-  ambn]    \v  -\-a'mb'n 

Or  le  module  du  quotient  — —  représente  le  rapport  des  dis- 

tances  des  points  i  et  u  au  point  — ambn,  c'est-à-dire  à  un  point 
situé  sur  la  partie  négative  de  l'axe  réel.  Ce  rapport  restera  donc 
compris  entre  deux  limites  finies;  il  en  restera  de   même  pour 

i  -+-  a'  "'b' n 

7—7—  -  Par  suite,  la  série  (5)  sera  absolument  convergente, 

sauf  pour  les  valeurs  de  ex  et  e?  réelles  et  négatives,  c'est-à-dire, 
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en  posant  x  —  x'~\~ix\  y  —y' -H  iy\  quand 

x"  =  (  2 k  -\-  i ) ir,        JK"  =  (  *  A'  -H  i  ) tc         (  /v  et  k'  entiers  ). 

L'expression  (5)  ne  change  pas  quand  on  remplace 

x  par  x  -h  iizi, 
y  par  y  -+-  â"rci, 

et,  d'une  part,  simultanément, 

x  par  x  ■+-  a     et     rparjKH-a'; 

j?  par  #  -+-  (3     et    jk  par  j- h- (3'. 


39S 


d'autre  part, 


L/ expression  (5)  es£  <fo/ic  quadruplement  périodique;  mais 
la  présence  des  valeurs  de  a?  et  de  y,  pour  lesquelles  l'expression 
n'a  aucun  sens,  ne  nous  permet  pas  de  la  regarder  comme  une 
fonction  de  x  etjy,  dont  on  puisse  suivre  toujours  d'une  manière 
continue  la  valeur  entre  deux  systèmes  (x\,  y{)  et  (^27^2)- 

9.  L'expression  précédente  va  nous  fournir  un  exemple  de 
développement  en  série  trigono  m  étriqué';  changeons  seulement 
un  peu  les  notations.  Je  considère  la  série 


Ttt  — +<»      n  =  -+-  00 


ea(.TM-7/7CO)-f-!3(y-f-n(JL>')  gOCiJC-hmW-hfi'iy-hnO)') 


771  =  —  00       77  =  —  00 


co,  to',  a,  a',  jâ,  P'  étant  toujours  réels,  et  a[3' — a'[3^o.  ÏI  est 
clair  que  cette  expression  ne  diffère  de  celle  que  nous  avons  con- 
sidérée plus  haut  que  par  l'effet  d'une  substitution  linéaire  appli- 
quée aux  variables.  Le  Tableau  des  périodes  est,  pour  l'expression 
précédente, 


X 

y 

eu 
0 

<;/ 

0 

eu 

G'i 
U'i 
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G,  G',  H  et  H'  sont  définies  par  les  deux  systèmes  d'équations 

aG  +  p  G'  =  21s,         y.  H  -r-f3  H'=o; 
a'G+  |3'G'=0,  a'H  +  P'H'=-ait. 

L'expression  n'a  aucun  sens  pour  les  valeurs  correspondant 
d'une  part  à 

d'autre  part  à 

ocVh-  py=  (2/1-4-1)7;, 

en  posant  toujours 

x  =  a?'  -+-  î'a?",        jk  =  jk'h-  £./''• 

La  fonction  #(#;  y)  est  donc  déterminée,  en  particulier,  pour 
toute  valeur  réelle  de  x  et  y,  et  elle  admet  les  périodes  10  et  a/. 
Nous  pouvons  donc  la  développer  en  série  trigonométrique;  ce 
sont  les  coefficients  de  ce  développement  que  nous  allons  chercher. 

10.  Avant  de  prendre  le  cas  de  deux  variables,  je  traiterai  le  cas 
d'une  seule  variable,  c'est-à-dire  du  développement  de  la  fonction 
envisagée  au  n°  8, 


/(*)=   2  77 


m.  =  ■+•  * 

f>x->c-nnù 

t 


(1  -4-  ex-hmta)i 

m  =  —  » 

cd  étant  réel. 

La  fonction  f( x)  étant  paire,  nous  aurons  (*) 

Calculons  les  coefficients  A^  :  on  aura 


m — -1-00 

JmJ      (i+e 


■r-4-/«w  \2 


1DTZX    . 
COS  -= «57, 


(')  Dans  la  théorie  des  séries  trigonométriques,  nous  avons  supposé  la  fonc- 
tion f(x)  définie  dans  l'intervalle  (0,  27c);  le  développement  en  série  procédait 
alors  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  x.  Si  la  fonction  f{x)  est  dé- 
finie  dans    l'intervalle   (o,  to),    le   développement   procédera   suivant  les  sinus  et 

2  7t  X 

cosinus  de  >  comme  on  le  voit  de  suite  en  faisant  le  changement  de  variable 

lltX 

X   =    5 

(O 

qui  transforme  l'intervalle  (o,  w)  en  l'intervalle  (o,  aie'). 
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que  l'on  transforme  de  suite  en 


i     r  ex  ipizx    ,  4     r°°        ex  iptzx   , 

A„  =  —    /  ; cos dx  =  —    / cos  — - dx. 


Il  nous  faut  calculer  l'intégrale  précédente.  En  posant 
nous  avons  l'intégrale 


ipiz  _ 


a. 


S\  00 


cos  a  37  âfo? 


qui,  en  intégrant  par  parties,  peut  s'écrire 

i  /' °°    sinax     . 

. a    /        7 s  " x  \ 


mais 


j  ( Arc  g—(n-\-\)x 

=  e~x  —  e-2^  H- . . .  h-  (—  i  y-1  e~nx  H-  - 


i  -+-  e 
donc 

sinax  dx  a  a 


-+-  ex  i-+-a2        22-+-a2 

e-r{n-\-\)x 


X  l 

a                           f"  e'r[n+X}x 
_i_  ( — i)n-i 1_  ( — i)n   j       sjn  ax  dx, 

'       nî-^a*-  '  J0      i  +  e-x 

si  l'on  remarque  que 

/      sin<7^7  e-'"  <iic  = 
Or  il  est  aisé  de  voir  que  le  reste 


n2+a2 


'•  °°  e—{n-\-\)x 

—  s'max  dx 


tend  vers  zéro,  quand  n  augmente  indéfiniment.  La  valeur  absolue 
de  cette  intégrale  est  moindre  en  effet  que 


e-in+\>x  (fa  — 


n  -+- 1 


f. 

On  aura,  par  conséquent, 

n  =  » 

r™       ex                    ,         i        V  ,       v        « 
/      cosaxdx  = h    >   ( — i)"— 7 — 


2 

-  a- 
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Or  on  a  l'identité 


n  —  00 

( — \)naï  izai 


•2        ^d   /i2  +  a2         *i  sin  -k  ai 

n 

On  en  conclut 


«  =  1 


Le  développement  cherché  est,  par  suite, 


f(x)  = 1 7    cosacc, 


2 

h 

4tt  ^1 

ipr. 

a  =  — - —  • 

a 

g— t;« 

où  l'on  a 


11.  Revenons  maintenant  à  la  fonction  de  deux  variables 
${%•>  y)i  Pour  la  développer  en  série  trigonométrique.  Cette  fonc- 
tion satisfaisant  à  la  relation 

§{x,y)  =  §{—x,  -y), 

son  développement  sera  évidemment  de  la  forme 

V^  V^  »                ipnx       '  ïqr.y        _. 
?    >  A„«  cos cos        ,      -+-  B p  q  sin 


ipnx         iq t. y  .     2  p tc x    .     i.q  izy 


eo  0> 


Calculons  d'abord  A^^.  On  a 

4       r        r      r5/           x          ipizx         iq~y    .      _ 
A„„  = r    /         /       3"  (  a?,  v  )  cos  -* cos-^ — dx  dy 

qui  se  transforme  de  suite  en 

4      r+*    r  +  °°       «**+^  ea'jr-f-p'y  2/o::.r         iqr.y   ,      , 

A„„  =  « — -,  /  /         5 s cos cos    •*  ;    dxdy. 

ww'./_       J_        (i+e«*+P:n2(i-+-e«'*+P'.r)*  w  w'  ^ 


»    *-  —  » 


C1)  Cette  formule  résulte  du  développement 


—  =  — \- 1  z  y  — - — - —  • 

sinz        z  £*  zl — m2Tt- 

m  =  1 

(  Voir,  par  exemple,   Briot  et  Bouquet,  Fonctions  elliptiques,  p.  284.) 


Posons 
d'où 

En  posant 


\       — 


on  aura 

4(À;j/ — X';jO 


O)C0 
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a  x  -f-  $y  =  w,         a  x  -+■  (3'jk  =  f, 
a?  =  X  u  -+-  [jlp,         jk  =  X'  m  -t-  \x!v. 

)  --       P  x'-     -g/ 

A  -  aji'-a'p'  ~~  a(i'— a'p' 

-       -^  « 

!a~  ap'— a'P*  !""  "  a(3'  —  a'B' 

/  / cosa(\u-+-\xv)cosb(Vu->riîv)diLdv, 


ou 


2/?TC  ,  2<77T 

a  =   3  O  =  ,     • 

a)  a> 

Remplaçons  maintenant 

2  cos«(Xm  -+-  fjip)  cos£(X'w  -+-  jx'  t>) 
par 

cos(aX  -h  bX)u.  cos(afj.  h-  6fx')p  —  sin(<7.X  H-  bX')u  .sin(«  jj.  h-  6  [jl')p 
-f-  cos(aX  —  b\')u.  cos(afj. —  b  jjt')t>  —  sin(aX  —  b\')u  .  sin(a[J.  —  6  fJ.')t>, 

La  partie  relative  aux  sinus  disparaît  dans  l'intégration.  Il  reste 
une  somme  de  deux  intégrales  doubles;  chacune  d'elles  est  un 
produit  de  deux  intégrales  simples  rentrant  dans  le  type  corres- 
pondant à  une  seule  variable.  Toutes  réductions  faites  : 

8  f A_     B_  A' B'        ] 

en  posant 

au»       (p$       gcA  2tt*       /       />p        ?a 


w 


27T»       /j,p'       g«'\                         air»       /      p$  ya\ 

ap'— a'pVto           V/'                    osp'  — a'P\        w  w' /  ' 

Le  second  coefficient  Bpq  s'obtient  par  un  calcul  tout  sem- 
blable :  on  a  seulement,  entre  parenthèses,  une  différence  au  lieu 
d'une  somme,  On  trouve  ainsi 

8              /            A                B                    A'  B' 

B  a  a  = 


»'(ap'—  <x'P)\      eA  —  e 


P'q  ,.^'tr,W—ry'(i\    \  *A_   P-k     ^B_   p-\i    ^    P\'_  p-\'     PW  _   *-B' 
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Tel  est  ce  développement  en  série  trigonométrique  :  il  pré- 
sente, comme  on  voit,  quelque  analogie  avec  le  développement 
en  série  trigonométrique  de  la  fonction  elliptique  considérée  plus 
haut  et  il  peut  être  regardé  comme  en  étant,  à  un  certain  point  de 
vue,  une  extension  au  cas  de  deux  variables. 


III.  —  Exemple  de  séries  multiples  où  les  entiers 
ne  sont  pas  arbitraires. 

12.  Dans  les  séries  multiples  dont  nous  nous  sommes  occupés 
jusqu'ici,  les  nombres  entiers,  dont  dépendait  le  terme  général  de 
la  série,  étaient  arbitraires  et  prenaient  toutes  les  valeurs  entre 
—  oo  et  +00.  Il  en  sera  souvent  autrement;  je  vais  en  indiquer 
un  exemple  (*).  Partons  de  la  forme  quadratique  ternaire 

a2+  p2_  W1       . 

Je  considère  les  substitutions  à  coefficients  entiers 

u=Ml\J  +  PtV-f-  I^W, 
p  =  M2.U  +  P2V-+-R2W, 

w  =  M3U-+-P3V-+-  R3W 

qui  transforment  la  forme  en  elle-même,   c'est-à-dire   telles  que 
l'on  ait  identiquement 

M2  +  p2  _  wt  =  Tj2  +  V2  —  \V2  ; 
on  aura  les  relations 


(7) 


Telles  sont  les  équations  auxquelles  doivent  satisfaire  les  neuf 
entiers  (M,  P,  R).  En  tenant  compte  de  ces  relations,  les  formules 


(')    E.    Picard,    Sur    une   classe    de   groupes    discontinus    de    substitutions 
linéaires  (Acta  math.,  L.  I). 


M| 

-4-  M  % 

— 

W\ 

= 

i, 

P2 
'    1 

1      D2 

"^   r  2 

— 

P2 

r  3 

= 

1, 

R? 

+  RI 

— 

R! 

= 

—  ii 

Pi 

M, 

+  P2 

M2  — 

P3 

M  3 

= 

°, 

M 

1R1 

+  M. 

2  R2  — 

M, 

.R3 

= 

0, 

P. 

Ri 

+-P- 

,R2  — 

P3 

R3 

= 

0. 
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de  substitution  se  résolvent  immédiatement  par  rapport  à  U,  V 
et  W;  on  trouve  ainsi 

U=      Mlu  -+-  M2v  —  M3w, 

V  =      Ptu  -f-P2p  —  P3w, 

W  =—  R,w  —  R2p  -h  R3w, 

d'où  l'on  conclut  que  le  système  (7)  est  entièrement  équivalent  au 

suivant  : 

M?-hPf—  Rf  =  i, 
Ml-f-Pf  — R|  =  i, 
Ml-hPl-Ri=~i5 

MiM2-+-  PiP2—  RXR2  =  o, 
M2M3+P2P3— R2R3=o, 
M3M1+P3P1-R3R1=o. 


(8) 


Il  y  a  une  infinité  de  nombres  entiers  (M,  P,  R)  satisfaisant  aux 
équations  (7)  ou  au  système  équivalent  (8). 

Cela  posé,  considérons  Y  ensemble  des  substitutions  effectuées 
sur  les  variables  x  et  y,  les  coefficients  étant  entiers  et  satis- 
faisant aux  relations  précédentes  : 

MjX-h  Pi/ -+-  Ri  Y  _    M 2 x  -h  P2y-f-R2 

""  M3x  +  ?zy  -+-  R3  '  =  M,x  4-  P3jk  -+-  R3  " 

Ces  substitutions  forment  un  groupe  :  par  là,  on  entend  que 
deux  substitutions  de  cette  forme,  faites  successivement,  donnent 
une  nouvelle  substitution  du  même  type;  c'est  là  un  point  évident, 
puisque  le  produit  de  deux  substitutions,  qui  transforment  respec- 
tivement une  forme  en  elle-même,  sera  une  substitution  jouissant 
nécessairement  de  la  même  propriété. 

Nous  allons  montrer  que  le  groupe  des  substitutions  S  est 
discontinu  pour  les  points  (x,y)  situés  à  V intérieur  du  cercle 

(r)  ^4.^2=1, 

c'est-à-dire  qu'à  chaque  point  A  de  l'intérieur  de  ce  cercle  ne  cor- 
respond, par  les  substitutions  du  groupe,  que  le  point  A  lui-même 
dans  une  aire  suffisamment  petite  décrite  autour  de  ce  point. 

13.  Remarquons  d'abord  que  de  l'identité 

U2  +  V2  —  W2  =  a2  -+-  p*  —  w* 

PICARD.   —   T.    I.  2G 
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on  déduit  de  suite 

X2+   Y2  —  1  = 
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Il  en  résulte  que,  si  le  point  (x.  y)  est  à  l'intérieur  du  cercle  F, 
il  en  sera  de  même  du  point  (X,  Y).  Observons  maintenant  qu'il 
ne  peut  y  avoir  qu'un  nombre  fini  de  substitutions  du  groupe 
pour  lesquelles  |  R3  j  soit  moindre  qu'une  quantité  donnée.  Gela 
résulte  des  équations  (7)  et  (8),  car  l'équation 

M?î-+.PJ=Rï---i, 

par  exemple,  montre  que  les  valeurs  absolues  de  M3  et  P3  sont 
limitées  en  fonction  de  |  R3  |,  et  les  trois  premières  équations  (7) 
apprennent  successivement  qu'il  en  est  de  même  de  M(,  P<,  R, 
etM2,  P2,  R2. 

Montrons  encore,  et  c'est  là  le  point  essentiel,  que,  quand  la 
valeur  absolue  de  R3  grandit  indéfiniment,  le  point  (#,  y)  restant 
à  l'intérieur  du  cercle  T,  l'expression 

|M3^+  P37-+-  R3| 

grandit  elle-même  indéfiniment.  On  a,  en  effet, 


AU  P* 


et,  en  posant 


on  aura 


M3 
R3 

J-, 

P.3 
R3 

=  v, 

M 
I+R 

3 
-X  - 

i 

P3 

X  \   =  X 


\y\=r 


>  1—  V-x  —  v/3 


le  second  membre  étant  positif,  comme  nous  allons  le  montrer.  Il 

peut,  en  effet,  s'écrire 

1  —  (px'-h  v.y')\ 


1  -+-  \lx  h-  y  y 


or,  puisque 

l'identité 

(y.x'-±-vy'y=  (|^+^)(a;'2+j'2)  _(jJLy__v^')2 

montre  que 

(\i.x'+  vy' )2<  ^'2-+-jk'2. 
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Il  en  résulte  que 


X 


R 


•y 


> 


I  —  X 


2  _    y'î 


et  de  l'inégalité 


I  M3.r4-P37-+-R3|>|R3| 


i  —  xl —  y' 


se  conclut  de  suite  le  résultat  énoncé.  |  R3 1  étant  d'ailleurs  au 
moins  égal  à  l'unité,  le  dénominateur  M3  x  -\-  P3y  -f-  R3  ne  pourra 
s'annuler,  et,  par  suite,  la  substitution 

M2a7H-  P2JK+  R2 


X 


M{x  -h  Pty-h  Ri 

M3.y-4-P3JK-4-  R3 


Y  = 


M3x-+-  P3jK-^K3 


donne  toujours  une   valeur  déterminée  pour  X  et  Y,  quand  le 
point  (x ,  y)  est  à  r  intérieur  du  cercle  T. 

14.  Ces  remarques    faites,  la    discontinuité    du   groupe    se    dé- 
montre immédiatement.  En  effet,  la  relation 


1—  X*  —  Y*  = 


montre  que 


(M3^  +  P3/  +  R3)2 

I  —  \2—  Y2< 


(i-^2-r2) 


RIO  —  x^  —  yi)' 


donc,  quand,  dans  la  suite  des  substitutions,  la  valeur  absolue 
de  R3  augmente  indéfiniment,  le  point  (X,  Y)  se  rapproche  indé- 
finiment de  la  circonférence  T.  Il  en  résulte  que  les  points  cor- 
respondant au  point  (x,  y)  sont  nécessairement  distants  de  ce 
point  d'une  quantité  finie;  donc,  dans  une  région  suffisamment 
petite  autour  du  point  (x,  y),  il  n'y  a,  en  dehors  de  ce  point 
lui-même,  aucun  point  qui  lui  corresponde  par  les  substitutions 
du  groupe.  Le  groupe  est  discontinu. 


15.   Le  déterminant  de  la  substitution 

Mt  Pt  R! 
M2  P2  R2 
M3     P3     R3 


est  nécessairement  égal  à  dr  1 .  Nous  allons,  dans  la  suite,  consi- 
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dérer  uniquement  les  substitutions  pour  lesquelles  ce  déterminant 
est  égal  à  +.1;  elles  forment  un  sous-groupe  dans  le  groupe 
général  étudié  jusqu'ici. 

11  sera  utile  de  calculer  le  déterminant  fonctionnel 

D(X,  Y)       àXàY_       àX  dY 

D(a?,/)         dx  ày        ày   dx  ' 

un  calcul  facile  donne 

D(X,  Y)  i 


\>{x,y)       (M3a?+P8^H-R8)* 
Ceci  posé,  nous  allons  établir  que  la  série  multiple 
V ! , 

^J   |  JVl3^o-l-  P3JK0-H  R3I3 

étendue  à  toutes  les  substitutions  du  groupe,  est  convergente, 
le  point  (#0,  y0)  étant  toujours  à  l'intérieur  du  cercle  T. 

Pour  l'établir,  supposons  d'abord  le  point  (.r0,  y0)  tel  que  la 
substitution  unité  (c'est-à-dire  X  =  x,  Y  =  y)  soit  la  seule  qui 
transforme  ce  point  en  lui-même  :  c'est  ce  qui  arrive  évidemment 
pour  un  point  pris  arbitrairement.  Traçons  autour  du  point  (#0,  y^) 
une  petite  aire  S0;  les  substitutions  du  groupe  transformeront 
cette  aire  en  une  suite  infinie  d'aires  ô,,  S2>  ••••  Si  l'aire  80  est 
assez  petite,  les  aires  0  seront  toutes  extérieures  les  unes  aux  autres 
et  n'auront  pas  de  parties  communes;  c'est  là  une  conséquence 
immédiate  de  la  discontinuité  du  groupe,  et  de  ce  que  le  point 
(xoiyo)  et,  par  suite,  tous  les  points  de  o0  ne  peuvent  être  trans- 
formés en  eux-mêmes  que  par  la  substitution  unité.  La  somme 
des  aires  0  est  évidemment  finie,  puisqu'elle  est  moindre  que  l'aire 
du  cercle  Y:  or  cette  somme  est 


// 


dXdY, 


étendue  à  toutes  les  aires  S. 
Mais  l'intégrale 

dXdY, 


f/< 


étendue  à  une  aire   0   transformée  de  S0  par  la  substitution  (S) 
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peut  s'écrire 


n 


dx  dy 


étendue  à  S0.  La  somme  des  aires  S  peut  donc  se  mettre  sous  la 

forme 

i 


ni 


-  dx  dy, 


|M3^+P3jK-t-R3|3 

la  somme  ^  étant  étendue  à  toutes  les  substitutions  du  groupe  et 

l'intégrale  double  à  l'aire  80.  Celle-ci  étant  arbitraire,  il  est 
manifeste  que  l'intégrale  précédente  ne  pourra  avoir  une  valeur- 
finie  que  si  la  série 

est  convergente.  Si  l'on  veut  préciser  davantage,  on  peut  remar- 
quer que,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut, 

i _A_ 

|M3a;  +  P3r-hK3|    ~    |R3|  ' 

À  étant  une  quantité  positive,  dépendant  de  x  et  y,  mais  restant, 
quand  (x,  y)  est  à  l'intérieur  d'une  aire  n'ayant  pas  de  point  com- 
mun avec  la  circonférence  T,  comprise  entre  deux  limites  fixes, 
positives  et  différentes  de  zéro.  L'intégrale  précédente  s'écrit  alors 


2vkFffA3dxdy- 


Or,  comme  l'intégrale  double  est  finie  et  différente  de  zéro,  il 
faut  que  la  somme 

étendue  à  toutes  les  substitutions  du  groupe,  soit  finie  (on  ne  doit 
pas  oublier  que,  dans  l'évaluation  de  la  somme  précédente,  plu- 
sieurs termes  peuvent  correspondre  à  la  même  valeur  de  R3).  De 
la  convergence  de  la  série  précédente  il  résulte  bien  que  la  série 

2â  |M3x+P37+R3p 
converge  pour  tout  point  (#,  y)   à  l'intérieur  du  cercle    F,   non 
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seulement  pour  une  position  arbitraire  de  ce  point  dans  T,  mais 
alors  même  qu'il  y  aura  plusieurs  substitutions  transformant  ce 
point  en  lui-même. 

16.  Le  résultat  précédent  permet  de  former  un  grand  nombre 
de  séries  multiples  absolument  convergentes  et  représentant  des 
fonctions  remarquables  de  x  et  y.  Soit  R(#,  y)  une  fonction 
rationnelle  de  x  et  y  restant  continue  à  l'intérieur  du  cercle  T, 
sauf,  peut-être,  en  un  nombre  limité  de  points;  de  plus,  sur  la 
circonférence  même  de  ce  cercle,  on  suppose  essentiellement 
qu'elle  reste  finie.  Telle  serait,  par  exemple,  la  fonction 


x^-hy* 
Telle  serait  encore  la  fonction 


a  —  x 


—y 


a  étant  une  quantité  positive  supérieure  à  y/2  (pour  que  la  droite 
a  —  x  — y  =  o  ne  coupe  pas  le  cercle  T). 
Formons  alors  la  série 

n  /M,  a? -h  P,r  •+-  Ri     M,2-+P2x  +  Rî 


M3^+P3r+R3     M3ar-hPsr-+-R3/    (M3a?  -+-  P3jk  -h  R3)3 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  substitutions  du  groupe. 
La  fonction  R,  par  hypothèse,  ne  devient  discontinue  que  pour  un 
nombre  limité  de  points;  considérons  l'ensemble  E  des  points  qui 
leur  correspondent  par  les  substitutions  du  groupe. 

Supposons  que  x  ne  soit  pas  un  point  de  cet  ensemble;  la  série 
précédente  sera  convergente,  car  la  valeur  absolue  de 

(MXX  H-  P1JK+  Rt      M.2#-f-  P2JK  +  R2 


M,x  -t-  P3jk  +  R3    M,x  -h  P37  -h  R3 
restera  toujours  moindre  qu'un  nombre  fixe;  et  de  ce  que  la  série 


|M3a?H-IV+-R3|3 


est  convergente,  on  conclut  de  suite  que  la  série  proposée  est  con- 
vergente. Si  (#,  y)  coïncidait  avec  un  point  de  l'ensemble  E,  il  y 
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aurait  un  terme  ou  un  nombre  limité  de  termes  qui  deviendraient 
infinis  dans  la  série,  les  autres  formeraient  une  série  convergente. 
La  série  précédente  représente  une  fonction  F(#,  y)  jouissant 
d'une  propriété  remarquable.  Supposons  qu'on  effectue  sur  (#,  y) 
une  substitution  du  groupe 

/            ^,.r-+-  -xy  -+-  f!     \x,x  -f-  r^y  -+-  p2\ 
a-,  V,  - {-  y  —     > 

\         J        |a3  #  -+-  TC37  -h  p3       fX3  37  -+-  7T3JK  H-  p3  / 

chaque  terme  de  la  nouvelle  série  devient  égal  à  un  terme  de  la 
première,   multiplié  par  le  dénominateur  des  formules  de  substi- 
tution élevé  à  la  troisième  puissance. 
On  a  donc 

/  ^, x  '■+-  nxy  -+-  pi     \LîX  -f-  7t.?.x  -+-  p2 \       ,  N,  „ ,  , 

F     ! ^ !— ,  J . l_     —  (m  x  +  7r3r-f-  p3)3  F  (a?,  y). 

Ces  fonctions  sont  les  analogues  des  fonctions  d'une  variable., 
appelées  thétafuchsiennes  par  Poincaré,  et  qui  jouent  un  rôle 
si  important  dans  sa  théorie  des  fonctions  fuchsiennes  [Poijvcaré, 
Mémoire  sur    les  fonctions  fuchsiennes    (Acta   matematica , 

t.  i)]. 


TROISIÈME  PARTIE. 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DU  CALCUL 
INFINITÉSIMAL. 


CHAPITRE  XII. 


THEORIE  DES  ENVELOPPES.  -  SURFACES  REGLEES. 
CONGRUENCES  ET  COMPLEXES. 


I.  —  Théorie  des  enveloppes.  —  Surfaces  développables. 

1.  Rappelons  d'abord  quelques  formules  relatives  aux  courbes 
gauches  et  aux  surfaces.  Nous  avons  vu  que  le  carré  de  la  diffé- 
rentielle d'un  arc  de  courbe  est  donné  par  la  formule 

ds'-  =  dx*  ■+-  dy*-  -+-  dz'2. 

Sur  une  courbe  gauche,  on  peut  fixer,  arbitrairement  d'ailleurs, 
un  sens  correspondant  aux  arcs  croissants;  la  tangente  menée  en 
un  point  arbitraire  M  delà  courbe  dans  le  sens  des  arcs  croissants 
est  alors  une  demi-droite  parfaitement  déterminée.  Nous  désigne- 
rons toujours  dans  la  suite  par  a,  t3,  y  les  cosinus  des  angles  que 
fait  cette  direction  avec  les  axes  de  coordonnées;  dans  ces  condi- 
tions on  aura 

dx  R  _    dy  dz 

ds  '  ds  '  '        ds 

Relativement  aux  surfaces,  en  désignant  par  p  et  g  les  dérivées 
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() Z*  (F7 

partielles  y-  et  -r-  >  l'équation  du  plan  tangent  en  un  point  (oc,  y.  z  | 

est 

Z_5=/,(X-^)+ry(Y-jK). 

Si,  au  lieu  d'être  définie  parla  valeur  de  z  en  fonction  de  x  et  yy 
la  surface  est  donnée  par  les  trois  équations 

m  et  p  étant  des  paramètres  arbitraires,  l'équation  du  plan  tangent 
sera 

en  posant,  comme  nous  l'avons  fait  précédemment, 

D(jy,  ^)        Oy  àz        ày  dz 
D(m,  v)        du  dv         dv   du 

Si  le  point  considéré  est  un  point  simple  de  la  surface  corres- 
pondant aiix  valeurs  u0  et  v0  de  a  et  ^,  on  peut  toujours  supposer 
la  représentation  paramétrique  telle  que  les  trois  déterminants 
fonctionnels  qui  figurent  dans  l'équation  précédente  ne  s'annulent 
pas  simultanément  pour  u  =  u0,  v  =  v0  ;  nous  ferons  toujours 
cette  hypothèse  dans  la  suite. 

2.  Etant  donnée  une  famille  de  courbes  représentée  par  l'équa- 
tion 

f(x,  y,  «)  =  o, 

où  figure  un  paramètre  arbitraire  <2,  on  sait  que  l'enveloppe  de 
cette  famille  de  courbes  s'obtient  en  éliminant  a  entre  l'équation 
précédente  et  l'équation  dérivée 

àf=Q 
da 

De  plus,  l'enveloppe  est  tangente  à  chacune  des  enveloppées. 
Pareillement,  étant  donnée  la  famille  de  surfaces 

(i)  f(*,y,  z,  a)  =  o, 

l'enveloppe  de  cette  surface,  c'est-à-dire  le  lieu  des  intersections 
limites    de    chaque    surface    avec    la    surface   infiniment   voisine, 
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s'obtient  en  éliminant  a  entre  cette  équation  et  cette  autre  : 

La  courbe  définie  par  les  équations  (i)  et  (2),  qui  est  la  limite 
de  l'intersection  de  la  surface  (1)  avec  une  surface  infiniment  voi- 
-sine,  s'appelle  la  caractéristique  de  la  surface.  La  surface  enve- 
loppe est  le  lieu  des  caractéristiques;  chaque  enveloppée  est  tan- 
gente à  l'enveloppe  en  tous  les  points  de  la  caractéristique 
correspondante.  Nous  nous  contentons  de  rappeler  ces  proposi- 
tions tout  à  fait  élémentaires. 

3.  Au  lieu  d'une  famille  de  surfaces  dépendant  d'un  seul  para- 
mètre arbitraire,  considérons  maintenant  une  famille  de  surfaces 

(3)  f(x,  p,  z,  a,  b)  =  o, 

dépendant  de  deux  paramètres  a  et  b. 

En  donnant  à  ces  paramètres.,  à  partir  de  deux  valeurs  déter- 
minées a  et  6,  des  accroissements  Aa  et  A6,  nous  aurons  une  sur- 
face voisine 

f(xi y->  zi  a  +  Aa,  b  -+-  a6)  =  o, 

qui  coupera  la  première  suivant  une  certaine  courbe  G.  Lorsque 
Aa  et  A6  tendront  vers  zéro,  la  position  limite  de  la  courbe  G 

dépendra  de  la  limite  du  rapport  y--  Pour  préciser,  considérons  b 

comme  fonction  de  ar  soit  b  =  o(a)\  la  courbe  limite  sera  alors 
représentée  par  les  équations  (3)  et 

u>  '     £-&<«■>-- 

Quelle  que  soit  la  fonction  arbitraire  'f  (#)'  les  courbes  définies 
par  les  équations  (3)  et  (4)  auront  en  commun  les  points  définis, 
pour  chaque  système  de  valeurs  de  a  et  6,  par  les  équations 

f{x,  y,  z,  «,  6)=so, 
(5)  {  ôa  ~  °' 

~b=°' 
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Nous  supposons,  ce  qui  est  le  cas  général,  que,  pour  des  valeurs 
arbitraires  de  a  et  6,  ces  trois  équations  déterminent  des  points 
isolés  (#,  y,  z).  Les  trois  équations  (5),  par  l'élimination  de  a  et  £, 
définissent  une  surface  S  qui  est  dite  X enveloppe  de  la  famille  de 
surfaces  à  deux  paramètres  représentée  par  l'équation  (3).  . 

Prenons  un  point  arbitraire  (a?,  y,  z)  de  la  surface  S;  pour  cette 
valeur  de  #,  y,  z  les  équations  (5)  admettront  une  solution  com- 
mune en  a  et  b.  La  surface  (3)  correspondant  à  ces  valeurs  de 
a  et  b  et  la  surface  S  sont  tangentes  en  (#,  y,  z).  En  effet,  les 
coefficients  p  et  q  de  l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  (3) 
sont  donnés  par  les  équations 

àf  àf  df  df 

dx       7   dz  vy  àz 

Pour  obtenir  les  coefficients  p  et  q  de  l'équation  du  plan  tan- 
gent à  la  surface  S,  on  peut  imaginer  qu'on  ait  tiré  a  et  b  en  fonc- 
tion de  #,  y,  z  des  deux  dernières  équations  (5)  et  porté  ces 
expressions  dans  la  première;  ce  qui  donnera 

db\ 
pTz)  =  °> 


dx 

àf       àf  Ida           àa\       df  /  âb 
dz        ôa\dx           dz  )       àb  \ dx 

dy 

q  àz       àa\ày       y  dz  )       àb\dy 

db\ 

\dz) 


Ces  deux  équations  sont  identiques  aux  deux  équations  précé- 
dentes puisque  —  =  -~  =  o.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

1  '■do         da 

Remarquons  que  l'équation  du  plan  tangent  à  une  surface 
dépendant,  en  général,  de  deux  paramètres  arbitraires,  toute 
surface  peut,  au  point  de  vue  précédent,  être  regardée  comme 
l'enveloppe  de  ses  plans  tangents. 

4.  Considérons  maintenant  une  famille  de  courbes  gauches 
représentées  par  deux  équations 

,r.  \  f{x,y,  z>  «0  =  o, 

f  <p(#,  y,  *,  a)  =  o> 

qui  renferment  un  paramètre  arbitraire  a.  Cherchons  si  ces  courbes 
gauches  ont  une  enveloppe,  c'est-à-dire  s'il  existe  une  courbe  Y  à 
laquelle  les  courbes  C  restent  tangentes.  S'il  en  est  ainsi,  on  aura 
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sur  chaque  courbe  G  un  point  de  contact,  et  les  coordonnées  de  ce 
point  seront  des  fonctions  de  a.  Désignons  par  la  lettre  d  les  diffé- 
rentielles relatives  à  un  déplacement  sur  la  courbe  C.  On  aura 

■f-  dx  -+-  -f-  dy  -+-  -f-  dz  =  o, 
dx  dy    J        dz 

-r-  dx  -h  -i  rfy  -f-  -r-*-  rfs  =  o. 
d.r  dy  d.z 

Soit  o*  une  différentielle  relative  à  un  déplacement  sur  la  courbe  T; 

nous  aurons 

d/\         d/\         d/\        d/\ 

-f.  8a?  -h  -f-  By  -h  -f-  Sa  -h  -r-  Sa  =  o, 

da?  dy  '         dz  c'a 

da?  dy  dz  da 

Or  les  courbes  G  et  Y  étant  tangentes,  il  faut  que 


nous  en  concluons 


dx  _    dy        dz  < 

Bx        By        Bz  ' 


df  <ty  __ 

àa  da 


Ainsi  les  trois  fonctions  x,  y,  z  de  a,  correspondant  au  point 
de  contact,  doivent  vérifier  les  quatre  équations 

/(a?,  y,  z,  a)  =  o,  <pO,  y,  s,  a)  =  o,  ^  =  o,  ^  =  o. 

Ces  quatre  équations  devront  donc  avoir  une  solution  com- 
mune en  x,  y,  z,  quel  que  soit  a.  Cette  condition  nécessaire  est 
bien  évidemment  suffisante. 

Dans  certains  cas,  la  famille  de  courbes  pourra  être  donnée  par 
les  équations 

*  =/(*!  a)> 

z  =  <);(/,  a). 

Pour  une  valeur  fixe  donnée  à  a,  si  l'on  fait  varier  le  paramètre  /, 
on  aura  une  courbe  de  la  famille.  La  courbe  enveloppe,  si  elle 
existe,  sera  déterminée  par  l'expression  de  t  en  fonction  de  a.  Les 

deux  directions 

df  ^       dy  .        d<\>  . 
d*     '     dt     '     dt 
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et 

<të  da  ^  da      '  <)t  Oa 

devront  coïncider.  On  devra  donc  avoir 


àf 

à® 

âty 

c)t 

0~t 

Ot 

w~ 

à<\> 

Oa 

dx 

~0~a 

Ces  deux  équations  devront  avoir  une  solution  commune  en  £, 
quel  que  soit  a. 

Une  classe  importante  de  courbes  gauches,  ayant  une  enveloppe, 
est  celle  des  caractéristiques  des  surfaces  dépendant  d'un  paramètre, 
dont  nous  avons  parlé  au  paragraphe  2;  les  quatre  équations  sont, 
en  effet,  dans  ce  cas, 

rs  s  âf  àf  d*f 


Oa  Oa  à  a'' 


elles  se  réduisent  à  trois 


f=0,  -f-  =    O,  -rf-   —  O. 

J  '  Oa  '  à*  a 

Les  valeurs  de  #,  j',  £  en  fonction  de  a,  qu'on  tire  de  ces  trois 
équations,  définissent  la  courbe  à  laquelle  restent  tangentes  les 
caractéristiques. 

5.  Un  cas  particulièrement  intéressant  est  celui  où  la  surface  f 
se  réduit  à  un  plan.  Soit  donc  le  plan  mobile 

kx  h-  Bjk  4-  Cz  -+-  D  =  o, 

où  A,  B,  G  et  D  dépendent  d'un  paramètre  a.  La  caractéristique 
de  ce  plan  s'obtient  en  adjoignant  à  l'équation  précédente  l'équa- 
tion 

A';r+B'j>/-h  C'*-+-D'  =  o, 

les  accents  étant  relatifs  aux  dérivées  par  rapport  au  paramètre  a. 
Cette  caractéristique  est  une  droite,  et  le  lieu  de  ces  droites  est  une 
surface  réglée  dont  toutes  les  génératrices  resteront  tangentes  à  une 
courbe  gauche.  Celle-ci  sera  définie  par  les  deux  équations  précé- 
dentes et  la  suivante 
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Ces  trois  équations  définissent  œ,  y,  z  en  fonction  de  a,  et  l'on 
a  ainsi  la  courbe  à  laquelle  toutes  les  droites  considérées  restent 
tangentes. 

On  appelle  surface  développai) le  toute  surface  enveloppe  d'un 
plan  mobile  qui  dépend  d'un  seul  paramètre  arbitraire.  D'après 
ce  qui  précède,  une  surface  développable  est  le  lieu  des  tangentes 
à  une  certaine  courbe  gauche. 

Réciproquement,  le  lieu  des  tangentes  à  toute  courbe  gauche  est 
une  surface  développable;  nous  allons,  en  effet,  prouver  que,  par 
chaque  tangente  à  une  courbe  gauche  T,  on  peut  faire  passer  un 
plan 

(6)  A(X  —  a?)4-B'(Y—  y)-t-C(Z  —  *)  =  o 

dépendant  du  seul  paramètre  /,  en  fonction  duquel  sont  exprimés 
^7,  y,  z  pour  la  courbe  gauche,  plan  tel  que  sa  caractéristique  soit 
précisément  la  tangente  à  la  courbe  T  au  point  („r,  y,  z)* 

La  caractéristique  de  ce  plan  esl  donnée  par  l'équation  (6)  et 
la  suivante 

dX  d&  v        dC /rj         x        k  dx       ^dy  dz 

-t-(\  —  x)-\ -(Y  —  y)  h —  (Z  —  z)  —  X  — B^t C-7-  =  o. 

dtK  J        dtK  J '        dty  '  dt  dt  dt 

Ces  équations  représenteront  la  tangente  si 

A  dx  -\-    B  dy  -+-    C  dz  =  o, 
dX  dx  -t-  dB  dy  H-  dC  dz  =  o. 

Telles  sont  les  deux  équations  auxquelles  doivent  satisfaire  les 
fonctions  inconnues  A,  B,  G  de  t.  On  peut  les  remplacer  par  les 
deux  suivantes,  entièrement  équivalentes, 

A  dx   -h  B  dy    -+-  G  dz    =  o, 
Aé/^+  B  d*y  +Gd*z  =  o, 

qui  déterminent  des  quantités  proportionnelles  à  A,  B,  G,  et,  par 
suite,  l'équation  du  plan  (6)  est  déterminée.  Nous  retrouverons  ce 
plan  plus  loin  sous  le  nom  de  plan  oscillateur. 

6.  Toutes  les  surfaces  développables  satisfont  à  une  équation 
aux  dérivées  partielles  qui  les  caractérise.  Les  coefficients  de 
l'équation  du  plan  tangent  à  une  surface  développable  ne  dépendent, 
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par  définition,  que  d'un  seul  paramètre.   Or  l'équation  du  plan 
tangent  étant  mise  sous  la  forme 


Z-s  =  p(X-9)  +  q(Y-y)  (à 


ôz  dz.  \ 

dx  '      "        dy  )  ' 


on  voit  que  les  dérivées  partielles  p  et  q1  fonctions  des  deux 
variables  indépendantes  x  et  y,  sont  fonctions  d'un  seul  paramètre, 
et,  par  conséquent,  fonction  l'une  de  l'autre,  soit 

p  =  ®(q). 

Dérivons  les  deux  membres  de  cette  équation  successivement  par 
rapport  à  x  et  par  rapport  à  y  et  posons,  suivant  l'usage  : 

d"-z  (Pz  d*z 

dx*  ~  r'  ôxdy  ""*  S'  dy*  ~     ' 

on  a 

r=  ®'(q)s,         s  =  v'(q)t 

et,  par  suite, 

rt  —  s"-  =  o. 

Ainsi,  pour  toute  surface  développable,  quand  on  considère  z 
comme  fonction  de  x  et  y,  l'équation  précédente  aux  dérivées  par- 
tielles est  vérifiée. 

Nous  allons  établir  la  réciproque,  c'est-à-dire  qu'à  toute  fonc- 
tion z  de  x  et  y,  vérifiant  l'équation 

rt  —  s*=  o, 

correspond  une  surface  développable. 
Reprenons  l'équation  du  plan  tangent 

Z  — p  X  —  q Y  —  (z  — px  —  qy)  =  o. 
Je  dis  d'abord  que  les  trois  coefficients 

/>,     q,    z—px  —  qy 

sont  fonctions  de  l'un  d'eux.  De  l'équation  rt  —  s2  ==  o,  qui  peut 

s'écrire 

dp  àq        dp  dq  .-, 

dx  ày        dy  dx 

on  conclut  d'abord  que  p  est  fonction  de  q,  soit/?  =  <f(q)-  Ensuite, 
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le  déterminant  fonctionnel  de 

z—px  —  qy     et     q, 

se  réduisant  i\x(rt  —  s'-),  sera  également  nul  :  done  z  — px  —  qy 
es!  aussi  fonction  de  q,  soit 

(7)  -—  px  -  qy  =  F(^)- 

Ceci  posé,  les  lignes  de  la  surface,  représentées  par  l'équation 

q  =  const., 

sont  telles  qu'en  un  point  quelconque  de  chacune  d'elles  le  plan 
tangent  est  le  même.  Nous  allons  voir  que  ce  sont  des  lignes  droites. 
Prenons,  à  cet  effet,  la  différentielle  totale  des  deux  membres  de 
l'identité  (7);  nous  aurons 

—  x  dp  —  y  dq  =  F'  (  q  )  dq 
ou 

(8)  -xo'(q)-y  =  F'(q). 

Cette  seconde  identité  (8)  montre,  avec  l'identité  (7),  que  le 
lieu  des  points  de  la  surface  où  q  a  une  valeur  constante  est  une 
ligne  droite;  celle-ci  est  donnée  par  les  deux  équations 

Z  —  oby  (q)  —  qy  =  F(q), 

-x9'(q)-y     =F'(<7), 

et  l'on  voit,  de  plus,  que  la  surface  est  l'enveloppe  d'un  plan 
mobile  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire. 

Il  est  clair  que  le  calcul  précédent  suppose  que  q  est  une  fonc- 
tion de  x  et  j',  qui  ne  se  réduit  pas  à  une  constante;  s'il  en  était 
ainsi,  on  raisonnerait  sur  p  au  lieu  de  raisonner  sur  q.  Dans  le 
cas  où  p  et  q  seraient  des  constantes,  la  surface  serait  évidemment 
plane. 

7.  La  courbe  à  laquelle  restent  tangentes  les  génératrices  d'une 
surface  développable  s'appelle  V  arête  de  rebrousse  ment  de  cette 
surface.  La  raison  de  cette  dénomination  est  la  suivante  :  un  plan 
quelconque,  rencontrant  en  un  point  M  l'arête  de  rebroussement, 
coupe  la  surface  suivant  une  courbe  qui  a  en  M  un  point  de 
rebroussement. 

PICARD.   —   T.    I.  27 
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Pour  établir  ce  fait,  prenons  le  point  M  comme  origine,,  la  tan- 
gente en  M  à  la  courbe  comme  axe  des  .r,  et  le  plan  sécant  comme 
plan  des  zy:  les  axes  n'étant  pas  nécessairement  rectangulaires.  On 
aura  sur  la  courbe,  en  exprimant  y  et  z  en  fonction  de  x  par  la 

formule  de  Tajlor, 

y  =  a  x"2  -+-  bx:i  -+-..., 

z  =  a' x-  -+-  b' x3  -+- . . . . 

Une  tangente  quelconque  sera  donc  représentée  par  les  équa- 
tions 

Y  —  y  =  {'ia  x-^  3  b  x*- -i- .  .  .)(X  —  x), 

Z  —  z  =  (ia'x-+-  3  b'. v* -+-... )(X  —  jc). 

Nous  coupons  par  le  plan  X  =  o,  on  aura  donc 

Y  =  y  —  x(ia  x  -h  3  6  x--\- .  .  .)  =  —  a  x--{-. . . , 
Z  =  z  —  x(-ia! x  -f-  3b'  x~-\-.  .  .)  =  —  a' x~-+- 

Nous  avons  donc  une  courbe  plane  pour  laquelle  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  sont  exprimées  à  l'aide  d'un  paramètre  x. 
Les  expressions  de  Y  et  Z  commençant  par  un  terme  en  x'1 ,  à  la 
valeur  x  =  o  du  paramètre  correspondra  en  général  un  point  de 
rebroussement  de  le  courbe. 

8.  Supposons  que  les  génératrices  d'une  surface  développable 
soient  représentées  par  les  deux  équations 

x  =  az-\-p,         y  =  bz-\-q, 

a,  />,  b,  q  dépendant  d'un  paramètre  a.  Ces  quatre  fonctions  ne 
peuvent  être  arbitraires;  on  trouve  de  suite  la  relation  à  laquelle 
elles  doivent  satisfaire  en  écrivant  que  ces  droites  ont  une  enve- 
loppe. Les  deux  équations 

a! z  -\- p' =  o,  b' z  -+-  q'  =  o 

doivent  donner  la  même  valeur  pour  :;  ona  donc 

a  q  —  b  f»  —  o. 

Cherchons  l'ordre  de  la  plus  courte  distance  de  deux  tangentes 
infiniment  voisines  d'une  courbe  gauche.  Les  deux  droites 

x  —  az  -h  p,         yz=bz-î-q, 

a?  =  (a+Afl)z  +  /)  +  A/),         y  =  (b  -+-  <\b)z  -h  q  -h  kq 
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ont  pour  plus  courte  distance 

^  \a  la  —  \b  A/? 

/(A«)2-+-(Aè)2-+-  (a  t\b  —  b  \a)2 

or,  en  remplaçant 

la  par  da  h — d2<2  -f-  -  «?3«  -h. .  ., 

2  <> 

et  pareillement,  pour  A6,  A/;,  A</,  on  a 

Aa  A^r  —  A6  àp 

=  da  dq  —  db  dp  -+-  -  (d2 a  dq  -f-  d2 q  da  —  d2 b  dp  —  d2p  db)  -h. . . , 

les  termes  non  écrits  étant  d'ordre  supérieur  au  troisième.  Dr  le 
second  terme  est  la  différentielle  du  premier  qui  est  nul,  d'après 
la  condition  trouvée  plus  haut.  Le  numérateur,  dans  la  plus  courte 
distance  o,  est  donc  du  quatrième  ordre  au  moins;  comme  le  déno- 
minateur est  du  premier,  il  en  résulte  que  S  est  au  moins  du 
troisième  ordre.  Cette  intéressante  remarque  est  due  à  Bouquet, 
qui  Fa  complétée  en  montrant  que  la  distance  ne  peut  être  cons- 
tamment du  quatrième  ordre,  si  ce  n'est  dans  le  cas  des  courbes 
planes,  où  elle  est  rigoureusement  nulle,  et  dans  le  cas  d'une  sur- 
face conique. 

Les  termes  du  quatrième  ordre  sont,  en  effet,  au  numérateur 

-  (rfa  a  dq  -+-  rf3  q  da  —  d*  b  dp  —  d*p  db)  -+-  \  (d*  u  d2  q  —  d2  b  d'2 p). 
b  4 

Supposons    que    cette    expression    soit    identiquement    nulle; 
comme  on  a,  par  hypothèse, 

d2  a  dq  -\-  d2  q  da  —  d2  b  dp  —  d2p  db  =  o, 

qui  donne,  par  différentiation, 

d*a  dq  -f-  d%q  da  —  d^b  dp  —  d* p  db  =  -i(d2bd2p  —  d2a  d2q), 

on  en  conclut 

d2  a  d2q  —  d2  b  d2p  =  o. 

Or  on  peut  écrire 

dq  =\db,         dp  =  X  da, 

puisque 

da  dq  —  db  dp  =  o, 
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et,  en  substituant  dans  l'identité  précédente,  on  trouve 
(6)  dk(db  (Pa  —  dafcb)  =  o. 

Supposons  d'abord  cCh  =  o,  A  sera  constant,  et  nous  aurons 

q  =  X  b  -+-  [jl,         p  =  X  a  H-  p.' , 

a  et  jj.r  étant  des  constantes.  La  droite  aura  donc  pour  équations 

x  —  jj.'=a(^-hÀ),        y  —  fjL  =  ô(.5H-X); 
la  surface  sera  un  cône  ayant  pour  sommet  le  point 

Laissant  ce  cas  de  côté,  nous  aurons,  en  prenant  le  second  fac- 
teur dans  (9), 

d*a    _  <Pb 
da  db 

Si  a  est  le  paramètre  dont  dépendent  a  et  6,  nous  aurons  donc 

.       da       ,       db       .    •  _ 

0  da  &  da  6  ,  '     ■      - 

G  étant  une  constante,  et  enfin 

a  =  Cb-{-C', 

G'  étant  encore  une  constante. 

Or,  soient  (#,  yy  z)  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  la 
droite  avec  son  enveloppe  ;  on  a 


dx        dy        dz 
a  b  1 

donc 

dx  —  C  dy  -f-  G'  dz 
et,  par  suite, 

x  =  Gjk  -+-  C'z  +  G", 

c'est-à-dire  que  la  courbe,  dont  nous  avons  considéré  les  tangentes, 
est  une  courbe  plane. 

Au  lieu  d'une  famille  de  droites  restant  tangentes  à  une  courbe, 
on  peut  considérer,  comme  nous  l'avons  fait  (4),  une  famille  de 
courbes  gauches  ayant  une  enveloppe.  Le  théorème  de  Bouquet 
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peut  s'étendre  à  ce  cas  général,  c'est-à-dire  que  la  plus  courte  dis- 
tance entre  deux  courbes  infiniment  voisines  est  au  moins  du  troi- 
sième ordre. 

Nous  entendons  par  plus  courte  distance  de  deux  courbes  infi- 
niment voisines  la  plus  courte  distance  de  deux  points  très  voisins 
des  points  de  contact  sur  l'une  et  l'autre  courbe. 

On  trouvera  cette  extension  du  théorème  de  Bouquet  dans  le 
Mémoire  de  Darboux,  Sur  les  solutions  singulières  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  {Savants  étrangers,  t.  XXVII, 
2e  série,  p.  41)-  La  remarque  additionnelle  n'a  d'ailleurs  pas 
d'analogue  dans  le  cas  général. 

II.  —  Surfaces  réglées.  —  Congruences  de  droites. 

9.  JNous  venons  d'étudier  les  surfaces  réglées  dont  les  «énéra- 
triées  ont  une  enveloppe.  Prenons  maintenant  d'une  manière 
générale  une  droite  mobile 

x  =  az  -4-/?,         y  =  b  z  -+-  cj. 

dont  les  coefficients  «,  6,  /?,  q  dépendent  d'un  paramètre  arbi- 
traire a.  Cette  droite  engendre  une  surface  réglée.  Soit  D  une 
génératrice  correspondant  à  la  valeur  a  du  paramètre;  cherchons 
l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  en  un  point  M  de  D,  qui 
sera  déterminé  par  la  valeur  de  z.  L'équation  du  plan  tangent  est 

de  la  forme 

X—  aZ  —  p-+-ï(Y  —  bZ  —  </)  =  o. 

Il  sera  déterminé  par  la  tangente  à  une  courbe  quelconque 
tracée  sur  la  surface  et  passant  par  M.  Considérons  la  section  faite 
par  le  plan  Z  =  z.  Les  cosinus  directeurs  de  sa  tangente  sont  pro- 
portionnels à  ci  z  -\- p  -,  b' z-\-q'  et  o;  nous  aurons  donc 

a'z-^p'^l{b'zA-cj')  =  o, 

et  l'équation  du  plan  tangent  est  par  suite 

(b'z-hq')(X  —  aZ—  p)  —  (a' z  +  p')  (Y  -  bZ  —  q)  =  o; 

on  a  posé,  bien  entendu, 

,       da 
a  =  —  ,      .... 
av. 
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Remarquons,  en  passant,  que  nous  pouvons  retrouver  de  suite  la 
condition  pour  que  le  plan  tancent  soit  le  même  en  tous  les  points 

de  la  génératrice.  Le  quotient  —r- ne  devra  pas  dépendre  de  z 

o  *  a z  -+-  p  ri 

et  l'on  retombe  bien  sur  la  condition 

h'  p'  —  a' q'  =  o. 

Revenant  au  cas  général,  étudions  la  variation  du  plan  tangent 
lorsque  M  se  déplace  sur  la  génératrice  D.  Pour  cela,  supposons 
que  D  coïncide  avec  l'axe  des  s,  c'est-à-dire  que  a,  6,  />,  q  soient 
nuls  pour  la  valeur  de  a  correspondant  à  la  génératrice.  L'équation 
du  plan  tangent  devient 

X(b'z  h-  g')  —  Y(a'js-+-p')  =  o. 

Si  <b  désigne  l'angle  de  ce  plan  avec  le  plan  zOx  au  point  M, 

on  a 

b'z  -+-  g' 
tang^  =  -7- 


CL  Z  +/> 

Pareillement  pour  le  plan   tangent  au  point  Mi  (o,  o,  s,),  on  a 

b'Zi-i-  q' 


tang^' 


a  zx  -\~ p. 


et  l'angle  de  ces  deux  plans  tangents  a  pour  tangente  trigonomé- 
trique  : 

(z-zx){b'p'-a'q') 


tang(^  —  </)  = 


(a'z-hp')  (a'z1-h p  )  -h  (b' z  -+-  q' )  (b' z1  -+-  q' ) 


Au  numérateur  figure  b' p' — a  q'  qui  est  supposé  différent  de 
zéro.  Le  dénominateur  sera  indépendant  de  s,  si 

-,(«'2+^2)  +.  ay -+- &y  =  0. 

Soit,  sur  la  génératrice  D,  I  le  point  correspondant  à  cette 
valeur  de  zt  ;  en  appelant  G  l'angle  que  fait  le  plan  tangent  en  M 
avec  le  plan  tangent  en  1,  on  a 

tangG  =  K.ÏM, 

K  étant  une  constante,  c'est-à-dire  ne  dépendant  pas  de  la  posi- 
tion de  M  sur  D.  Cette  loi  de  variation  du  plan  tangent  est  due  à 
Gliasles. 
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'10.  Le  point  I  s'appelle  le  point  central  sur  la  génératrice  D. 
Le  calcul  précédent  nous  y  a  conduit  tout  naturellement.  On  peut 
le  définir  géométriquement  de  la  manière  suivante  :  La  généra- 
trice D  étant  toujours  l'axe  Os,  la  génératrice  infiniment  voisine 

sera 

x  =  z  da  h-  dp, 

y  =  z  db  -+-  dq . 


D' 


La  perpendiculaire  commune  à  D  et  à  D'  se  projette  sur  le  plan 
des  xy  suivant  une  droite  passant  par  l'origine  et  perpendiculaire 
à  la  projection  de  D';  elle  aura  donc  pour  équation 

y  __  &*t 

x  db 

D'autre  part,  cette  dernière  équation  représente  un  plan  conte- 
nant Os  et  qui  coupe  D'  en  un   point  dont  le  z  est  donné  par 

l'égalité 

da        z  db  H-  dq 


ou  bien 
c'est-à-dire 


db        z  da  -+-  dp 
z  (  da2  -h  db*  )  h-  da  dp  4-  db  dq  =  o, 
«{«»-*-&'*)  -*■  a'p  -+-  b'q'  =  o. 


Cette  relation  est  celle  qui  définit  la  coordonnée  s,  du  point 
central.  Donc  ce  point  est  la  limite  sur  D  du  pied  de  la  perpen- 
diculaire commune  à  D  et  à  la  génératrice  infiniment  voisine. 


11.  Comme  exemple  de  surfaces  réglées,  étudions  la  surface 
réglée  la  plus  générale  du  troisième  ordre.  Par  un  point  quel- 
conque dune  telle  surface  ne  passe  qu'une  seule  génératrice  rec- 
tiligne,  sinon  toute  génératrice  rencontrerait  trois  génératrices 
fixes  et  la  surface  serait  alors  une  quadrique.  Or  on  peut  tracer 
sur  la  surface  une  infinité  de  coniques,  puisqu'un  plan  quelconque 
passant  par  une  génératrice  coupe  la  surface  suivant  une  courbe 
du  deuxième  degré;  les  points  d'une  telle  conique  se  déterminent 
individuellement.  Donc,  les  génératrices  de  la  surface,  qui  ren- 
contrent cette  conique,  se  déterminent  aussi  individuellement, 
c'est-à-dire  que  la  surface  est  une  surface  réglée   iinicursale.  En 
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d'autres  termes,  les  équations  de  la  génératrice  mobile  peuvent  se 
mettre  sous  la  forme 

x  =  az-{-p,         y  —  bz-\-q, 

«,  /?,  6,  q  étant  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre. 

Toute  section  plane  de  la  surface  est  une  courbe  unicursale,  car, 
si  l'on  joint  aux  deux  équations  précédentes  l'équation  d'un  plan, 
ces  trois  équations  détermineront  #,  y,  z  en  fonction  rationnelle 
d'un  paramètre.  Cette  section  est  donc  une  cubique  avec  un  point 
double.  Il  y  a  donc  sur  la  surface  une  infinité  de  points  doubles, 
formant  une  courbe;  suivant  cette  ligne,  qui  est  une  courbe  double 
de  la  surface,  se  croisent  deux  nappes  de  la  surface.  Cette  courbe 
double  ne  peut  évidemment  être  qu'une  ligne  droite,  car,  autre- 
ment, toute  section  plane  aurait  au  moins  deux  points  doubles  et, 
par  suite,  se  décomposerait.  Ainsi  nous  arrivons  à  la  conclusion 
suivante  :  la  surface  a  une  courbe  double  rectiligne  D. 

Ceci  posé,  une  génératrice  quelconque  rencontre  la  droite  D; 
en  effet,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  nous  pourrions  considérer  deux 
génératrices  arbitraires  et  la  droite  D.  Il  y  aurait  une  infinité  de 
droites  rencontrant  ces  trois  droites  et  formant  une  surface  du 
second  degré;  or,  chacune  des  génératrices  du  second  système, 
dans  cette  quadrique,  rencontrerait  notre  surface  gauche  du  troi- 
sième ordre  en  quatre  points,  et,  par  conséquent,  lui  appartien- 
drait; celle-ci  serait  donc  décomposable.  Soient  alors  quatre  géné- 
ratrices arbitraires  qui,  nous  venons  de  le  voir,  rencontrent  D. 
On  peut  mener  deux  droites  rencontrant  ces  quatre  génératrices; 
l'une  d'elles  sera  D,  désignons  par  G  la  seconde.  Elle  appartiendra 
à  la  surface  qu'elle  rencontre  en  quatre  points.  Ainsi,  outre  la 
droite  singulière  D,  nous  avons  une  seconde  directrice  recti- 
ligne G.  Ces  deux  droites  ne  se  rencontrent  pas  (nous  laissons  de 
côté  le  cas  exceptionnel  où  elles  se  confondraient).  Toutes  les 
génératrices  de  la  surface  rencontrent  D  et  G;  nous  l'avons  établi 
pour  D.  On  le  voit  de  suite  pour  G,  en  remarquant  que  la  géné- 
ratrice passant  en  un  point  arbitraire  de  la  surface  est  nécessai- 
rement la  droite  passant  par  ce  point  et  s'appuyant  sur  D  et  G. 
Nous  avons  maintenant  l'idée  la  plus  nette  de  la  surface;  tout 
plan  passant  par  G  coupe  la  surface  suivant  deux  génératrices 
qui  se  rencontrent  sur  D.  L'ensemble  de  ces  couples  de  droites 
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forme  la  surface,   dont   deux   nappes    se    coupent  visiblement  le 
long  de  D. 

Par  une  transformai  ion  homographique,  on  peut  s'arranger  de 
manière  que  la  droite  G  s'en  aille  à  l'infini  dans  une  direction 
de  plan  déterminée.  La  surface  ainsi  transformée  est  alors  un 
coiioïde.  En  prenant  comme  plan  des  xy  un  plan  auquel  restent 
parallèles  toutes  les  génératrices,  et  l'axe  des  z  étant  la  directrice 
du  conoïde,  l'équation  de  la  surface  se  réduira  à 


-'©■ 


et,  la  surface  devant  être  du  troisième  degré,  son  équation  sera  de 
la  forme 

z(a  x~  -f-  'ib' xy  H-  c'y2)  =  ax-  -+-  ibxy  -h  cy% . 

Telle  est  la  forme  à  laquelle  on  peut  réduire  l'équation  d'une 
surface  réglée  du  troisième  ordre.  L'axe  des  z  est  ici  la  droite 
double  de  la  surface. 


12.  Sans  nous  arrêter  plus  longtemps  sur  les  surfaces  réglées, 
passons  aux  systèmes  de  droites  dépendant  de  deux  paramètres 
arbitraires.  On  considère  donc  l'ensemble  des  droites 

x  =  az+p,        y  =  bz-\-q, 

a,  6,  />,  q  dépendant  de  deux  paramètres  arbitraires  a  et  8.  Cet 
ensemble  s'appelle  une  congruence  de  droites. 

Prenant  une  génératrice  quelconque  D  de  la  congruence,  cor- 
respondant aux  valeurs  a0  et  (30  des  paramètres,  proposons-nous 
d'abord  le  problème  suivant  :  Peut-on  faire  passer  par  D  une 
surface  développable  dont  les  génératrices  appartiennent  à  la 
congruence?  W.  faut  chercher,  pour  cela,  si  l'on  peut  établir,  entre 
a  et  Jj,  une  relation,  soit  6  =  ©(a),  telle  que  la  surface  réglée 
correspondante  soit  développable  et  que,  de  plus,  f}0=:©(a0). 
Ecrivons  la  condition  pour  que  la  surface  réglée,  correspondant 
à  une  relation  entre  a  et  [3,  soit  développable. 

On  a 

da  d<j  —  db  dp  =  o 
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ou,  en  développant, 

équation  de  la  forme 

où  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  connues  de  a  et  p.  Cette  équation 
du  second  degré  a,  en  général,  deux  racines  fonctions  continues 
de  a  et  [i  dans  le  voisinage  d'un  système  de  valeurs  a()  et  B0,  soit 

-=?1(a,  P),  ^  =  ?*(«fP). 

Considérons  l'une  de  ces  équations,  la  première,  par  exemple. 
En  faisant  quelques  hypothèses,  d'un  caractère  très  général,  d'ail- 
leurs, sur  la  fonction  ^(a,  j3),  il  sera  démontré  plus  tard  qu'il 
existe  une  fonction  (3  de  a  satisfaisant  à  la  première  équation  et 
prenant  pour  a  =  a„  la  valeur  [j0.  A  cette  fonction  correspondra 
une  développable  ;  il  en  sera  de  même  pour  la  seconde  équation 
différentielle.  Nous  pouvons,  dès  lors,  énoncer  le  théorème  sui- 
vant : 

77  existe  deux  surfaces  développ ab/es,  formées  par  des  droites 
de  la  congruence,  et  passant  par  une  génératrice  arbitraire  D 
de  cette  congruence. 

Suivant  que  l'on  considérera  la  droite  D  comme  appartenant  à 
l'une  ou  à  l'autre  de  ces  développables,  on  aura  un  point  de  con- 
tact avec  l'arête  de  rebrousseraient  de  chacune  de  ces  dévelop- 
pables. Ces  deux  points  F,  et  F2  sont  dits  les  foyers  relatifs  à  la 
génératrice  D.  Pour  les  trouver,  il  n'est  pas  besoin  d'avoir  obtenu 
les  développables,  c'est-à-dire  intégré  les  deux  équations  diffé- 
rentielles écrites  plus  haut.  Le  z  du  point  de  contact  de  la  généra- 
trice avec  son  enveloppe  sera  en  effet  donné,  pour  la  première 

développable,  par 

dp  ôp  <)p  ùp 

dp              ôy.  d'à  r              àoL  Cp  ' 

da             da  .         <)a  TO             da  da      .      ft . 

()x  dp  dot  d[i 
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Ce  dernier  rapport  ne  dépend  que  de  a  et  [3.  En  y  faisant  a  =  a0, 
3  =  ^0,  on  aura  le  ^  du  point  F,;  on  trouverait  de  même  le  z  du 
second  foyer  F2. 

Les  points  F,  et  F2  décrivent  deux  surfaces  S,  et  S2.  H  est  clair 
qu'en  général  ces  deux  surfaces  ne  seront  pas  analjtiquement  dis- 
tinctes :  ce  sont  deux  nappes  d'une  même  surface,  qu'on  appelle 
la  surface  focale  de  la  congruence  (,). 

Voici,  au  sujet  de  ces  deux  surfaces,  une  remarque  extrême- 
ment importante  :  la  droite  D  sera  tangente  aux  surfaces  S< 
et  S2.  Les  arêtes  de  rebroussemenls  A,  et  A2  des  deux  dévelop- 
pables  sont,  en  effet,  situées  sur  S(  et  S2;  la  droite  D,  tangente 
à  ime  courbe  de  chacune  de  ces  surfaces,  est  donc  tangente  à  ces 
surfaces.  Il  est  facile  d'étudier  la  disposition  des  plans  tangents 
aux  deux  développables.  Déplaçons  la  génératrice  D  en  la  laissant 
tangente  a  l'arête  de  rebroussement  At  de  la  première  dévelop- 
pable  (Jig.  26);  le  point  de  contact  F2  de  D  avec  la  surface  S2 
décrira  sur  cette  surface  une  courbe  B2,  distincte  nécessairement 
de  l'arête  de  rebroussement  A2.  Donc  le  plan  tangent  à  la  pre- 
mière développable  en  F2  et,  par  conséquent,  tout  le  long  de  D, 
sera  le  plan  tangent  en  F2  à  la  surface  S2.  Ainsi,  le  plan  tangent  à 


(*)  Il  peut  arriver  que  l'un  des  foyers  ou  même  les  deux  décrivent  des  courbes 
et  non  des  surfaces  quand  la  droite  D  engendre  la  congruence.  On  dit  alors  que 
la  nappe  correspondante  de  la  surface  focale  dégénère  en  une  courbe.  Si,  par 
exemple,  S,  dégénère  en  une  courbe  Ft,  la  première  famille  de  développables  se 
compose  de  tous  les  cônes  circonscrits  à  S? ayant  leur  sommet  sur  r,,  la  deuxième 
famille  se  compose  de  toutes  les  développables  contenant  r,  dont  l'arête  de  rebrous- 
sement est  sur  S2.  Il  est  visible  que  si  dans  une  congruence  une  des  familles  de 
développables  est  composée  de  cônes,  l'une  des  nappes  de  la  surface  focale  dégénère 
en  une  courbe  qui  est  le  lieu  r,  des  sommets  des  cônes  précédents;  l'enveloppe 
de  ces  cônes  est  la  deuxième  nappe  S.,  de  la  surface  focale  :  les  droites  de  la  con- 
gruence sont  les  droites  tangentes  à  S2  rencontrant  E,.  Une  classe  intéressante 
de  pareilles  congruences  est  formée  par  les  normales  ;i  une  surface  enveloppe 
d'une  famille  de  sphères  à  un  paramètre  (voir  Chap.  XV,  n°  16). 

Il  peut  arriver  que  les  deux  nappes  de  la  surface  focale  dégénèrent  en  des 
courbes  r,  et  I'.,  :  la  congruence  est  formée  des  droites  rencontrant  1",  et  I\,  :  .ses 
développables  sont  :  i°  les  cônes  ayant  leur  sommet  sur  r,  et  T2  pour  directrice; 
20  les  cône-  ayant  leur  sommet  sur  V,  et  F,  pour  directrice. 

Toute  congruence  dont  les  deux  familles  de  développables  sont  des  cônes  est 
de  l'espèce  ci-dessus.  En  particulier,  les  normales  à  une  cyelide  de  Dupin,  en\e- 
lop-pe  d'une  sphère  qui  reste  tangente  à  trois  sphères  lixes,  rem  outrent  deux 
courbes  (i\c>  qui  sont  deux  coniques  locales  Tune  de  l'autre  :  ces  normales 
forment  bien   une  congruence  de  l'espèce  citée  (  voi/-  C\\A\).  XV,   n'"  18  et   {<.)). 


4?8  APPLICATIONS   GÉOMÉTRIQUES    DU    CALCUL   INFINITÉSIMAL. 

la  première  développable^ celle  qui  correspond  à  l'indice  un)  esl 
le  plan  langent  à  la  seconde  surface  S2,  et  inversement.  11  peut 
paraître  singulier,  au  premier  abord,  que  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face Si  ne  soit  pas  tangent  à  la  première  développable;  toute  dif- 

Fig.  26. 


fi  culte  disparaît  si  l'on  remarque  qu'il  n'y  a  pas  à  considérer  de 
plan  tangent  à  une  développable  pour  les  points  de  son  arête  de 
rebrou ssement  qui  est  une  ligne  singulière. 

13.  On  peut  se  placer  à  un  point  de  vue  un  peu  différent  pour 
définir  la  surface  focale.  Reprenant  la  génératrice  D  de  la  con- 
gruence, je  considère  toutes  les  surfaces  réglées  appartenant  à 
la  congruence  et  passant  par  D.  Cherchons  si  l'on  peut  trouver 
sur  D  un  point  tel  que  toutes  ces  surfaces  soient  tangentes  en  ce 
point.  Il  faudra,  en  se  reportant  à  l'équation  du  plan  tangent  à 
une  surface  réglée,  que  le  rapport 

z  da  -h  dp 


z  db  -+-  dq 
dy. 


soit  indépendant  de  ~;  ce  qui  nous  donne 


00 


da        dp  à  a        dp 

d%.  "*"  Th.        z  d$  +  Jp" 


Ob        ôg  db       ôq 

Tfa  +  Th        z  d$  +  7$ 


C'est  une  équation  du  second  degré  en  ,3  qui  nous  donnera  donc 
deux  points  A,  et  A2  sur  la  génératrice  D.  Or  les  deux  foyers  F, 
et  F o  obtenus  précédemment  jouissent  bien  de  la  propriété  trouvée 
pour  A,  et  A2.  En  effet,  si  nous  considérons  une  surface  réglée 
quelconque  appartenant  à  la  congruence  et  passant  par  D,  le  plan 
tangent  à  cette  surface  en  F4  sera  le  plan  tangent  à  la  surface  S, 
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au  même  point,  puisque  la  droite  reste  tangente  à  S<  dans  son 
déplacement.  Toutes  les  surfaces  réglées  envisagées  ont  donc  en  F< 
le  même  plan  tangent,  et  il  en  est  de  même  pour  le  point  F2.  Donc 
les  points  A,  et  A2  ne  sont  autre  chose  que  les  points  F,  et  F2. 
On  peut,  d'ailleurs,  faire  une  vérification  analytique  immédiate,  en 
remarquant  que  l'équation  (n)  se  transforme  en  l'équation  (10), 
si  l'on  pose 

da    ,  <)a    ,„ 

-r-  dy.  -+-  -=■  rfp 

dy.  dp 

14.  Nous  allons  étudier  maintenant  un  cas  particulier.  On  peut 
d'abord  se  demander  si  les  droites  d'une  congruence  arbitraire 
restent  normales  à  une  certaine  surface.  S'il  en  est  ainsi,  le  z  du 
pied  de  la  normale  sur  la  surface  est  une  fonction  déterminée  de  a 
et  (3,  et  l'on  a,  pour  toute  variation  dy.  et  dfi  de  a  et  [3, 

a  dx  -+-  b  dy  -f-  dz  —  o 

ou,  en  remplaçant  dx  et  dy  par  leurs  valeurs  tirées  de  ' 

x=^az-{-p,         y  =  b  z  -+-  q , 

( a2  -f-  b- -+- 1 )  dz  -h  z(a  da  -+-  b  db)  -+-  a  dp  -+-  b  dq  =  o. 

Pour  voir  si  l'on  peut  trouver  une  fonction  z  de  a  et  (3  satisfai- 
sant à  cette  équation  aux  différentielles  totales,  posons 

l 

z  =  ; 


s/  \  +a2  + 

b>- 

on 

aura, 

pour 

IJ 

équation 

dl  = 

a  dp  -+- 

\J a-  -t-  b 

b  dq 

2+i 

ou 

dl  - 

dp 

tir  ,/,  - 

dp 

-4- 

bd<i 

d$ 

dSi. 

y/a2-h&2H-i  \J a-  -h  b2  -f-  i 

Le  second  membre  doit  donc  être  une  différentielle  totale  exacte, 
ce  qui  entraînera  une  relation  qu'il  est  inutile  d'écrire  entre  les 
quatre  fonctions  a,  b,  p,  q  de  a  et  [j.  Donc,  i7  n'existe  pas,  en 
général,  de  surface  normale  aux  droites  d'une  congruence 
donnée. 
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On  peut  donner  une  forme  géométrique  1res  remarquable  à  la 
condition  que  nous  venons  de  trouver.  Pour  simplifier  le  calcul, 
supposons  que  p  d  q  soient  les  deux  variables  indépendantes  que 
nous  avons  désignées  par  a  et  (j  ;  nous  n'introduisons  d'ailleurs 
ainsi  aucune  condition  limitative  si  nous  supposons  que  les  axes 
de  coordonnées  n'occupent  pas  de  position  spéciale  par  rapport  à 
la  congruence.  La  condition  pour  que  les  droites  soient  normales 
à  une  surface  s'écrit  alors 

A  (       a       \-ô(        b       \ 
()q  \Ytf2 -+- &2 -h i y  ~"  dp  \K/a2^  (ji^Y)' 

Or  considérons  les  plans  tangents  aux  deux  nappes  de  la  sur- 
face focale,  correspondant  à  une  génératrice  arbitraire  ;  on  les 
obtiendra  en  formant  d'abord  l'équation  différentielle  correspon- 
dant aux  développables  passant  par  cette  génératrice.  Ce  sera 

da  dq  —  db  dp  =  o 

ou 

/dpydb        dp  (da        db\        da  _ 

\  dq  )    dp         dq  \  dp        dq  /        dq 

Si  m  et  m   sont  les  deux  racines  de  cette  équation  du  second 

degré  en  —,  les  plans  tangents  ont  pour  équations 

X  —  a  Z  —  p  —  (  Y  —  b  Z  —  q  )  m  =  o, 
X  —  aZ  —  p  —  (Y  —  6Z  —  q)m'  =  o. 

Cherchons  à  quelle  condition  ils  seront  rectangulaires.  Cette 
condition  s'écrira 

i  -h  a2—  ab(m  -+-  m)  -+-  mm'  (i  -+-  b-)  =  o 

ou,  puisque  m  et  m'  sont  racines  de  l'équation  du  second  degré 
écrite  plus  haut, 

db  .  „N  ,  f  da        db\        da  .         .„. 

—    i  +  a2    -  ab ) -(i-\-b>-)  =  o. 

ôpK  J  \dp         dq)        dq 

Or  cette  condition  coïncide  avec  la  condition  trouvée  ci-dessus 
pour  exprimer  que  les  droites  de  la  congruence  sont  normales 
à  une  surface.  Nous  sommes  donc  ainsi  conduit  à  ce  remarquable 
théorème  qui  paraît  dû  à  Dupin  : 
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La  condition  nécessaire  el  suffisante  pour  que  les  droites 
d'une  congruence  restent  normales  à  une  surface  est  que  les 
plans  tangents  aux  deux  nappes  de  la  surface  focale,  corres- 
pondant à  une  génératrice  quelconque,  soient  rectangulaires. 

lo.  Du  théorème  précédent  se  tirent  d'importantes  consé- 
quences pour  la  théorie  des  surfaces.  Considérons  une  surface  S  et 
l'ensemble  de  ses  normales.  Par  chaque  génératrice  de  cette  con- 
gruence passent  deux  surfaces  développables  ayant,  comme  géné- 
ratrices, des  normales  à  la  surface.  Les  pieds  de  ces  normales  for- 
ment sur  S  deux  courbes  ;  nous  pourrons  donc  dire  que,  par  chaque 
point  dune  surface,  passent  deux  courbes  sur  la  surface,  pour  les 
points  desquelles  les  normales  forment  des  surfaces  développables. 
Nous  reprendrons  bientôt  avec  détail  l'étude  de  ces  courbes,  qu'on 
appelle  les  lignes  de  courbure  de  la  surface.  Les  deux  lignes  de 
courbure  qui  passent  en  un  point  sont  à  angle  droit,  d'après  le 
théorème  du  paragraphe  précédent,  car  l'angle  de  ces  deux  courbes 
mesure  évidemment  l'angle  dièdre  des  plans  tangents  aux  deux 
développables  passant  par  la  normale.  Les  points  où  cette  droite, 
considérée  comme  appartenant  à  l'une  ou  l'autre  des  développables, 
touche  son  enveloppe  jouent  aussi  un  rôle  important  dans  la 
théorie  des  surfaces. 


III.  —  Généralités  sur  les  complexes.  Complexes  linéaires. 

16.   On  donne  le  nom  de  complexe  de  droites  à  l'ensemble  des 
droites  de  l'espace  • 

x  =  az  -h  p,         y  =  b  z  -h  q , 

«,  6,  /;,  q  dépendant  de  trois  paramètres  arbitraires  a,  £J,  y.  Il  est 
clair  que,  par  un  point  arbitraire  de  l'espace,  passeront  en  général 
une  infinité  de  droites  du  cemplexe,  formant  un  cône.  Proposons- 
nous  une  question  analogue  à  celle  que  nous  avons  traitée  (n°  13) 
pour  les  congruences  :  une  droite  D  du  complexe  étant  considérée, 
peut-on  trouver  un  point  sur  cette  droite  tel  qu'en  ce  point  toutes 
les  surfaces  réglées  passant  par  cette  droite  et  ayant  pour  généra- 
trices des  droites  du  complexe  aient  même  plan  tangent?  Il  fan- 
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(Irait  que 

z  da  -\-  dp 

Z  db  -+-  dq 

fût  indépendant  de  -~-  et  ~,  ce  qui  donne 
1  da.        du.  l 


à  a        àp 

()%            07. 

da        ôp 
Z  àfi   +  d$ 
ôb         ôq   ' 

da        ôp 

ôy         ô*( 

ôb        ôq 
ôt.        ôx 

ôb         Oq 

oy      ôy 

Nous  avons  donc  ici,    pour   déterminer  z1   deux  équations   du 

second  degré.  En  éliminant  z  entre  ces  deux  équations,  on  aura 

une  relation 

R(a,  p,.Y)  =  6 

entre  a,  (3  et  v.  Le  problème  proposé  n'a  donc  de  solutions  que 
pour  les  droites  D  satisfaisant  à  cette  relation.  On  les  appelle  les 
droites  singulières  du  complexe.  Elles  forment  une  congruence 
qui  est  dite  la  congruence  des  droites  singulières. 

Sur  une  droite  singulière  D,  il  j  a  un  point  F  satisfaisant  à  la 
question  posée  et  dont  le  z  est  la  racine  commune  aux  deux  équa- 
tions écrites  plus  haut.  En  ce  point  F,  toutes  les  surfaces  réglées 
passant  par  D  et  appartenant  au  complexe  ont  même  plan  tan- 
gent P.  Les  points  F  forment  une  surface  :  on  l'appelle  la  surface 
des  singularités  du  complexe.  Cette  surface  des  singularités  est 
une  nappe  de  la  surface  focale  de  la  congruence  des  droites  singu- 
lières. Au  point  F,  la  surface  des  singularités  a  pour  plan  tangent 
le  plan  P. 

1/.  Les  complexes  algébriques  sont  particulièrement  intéres- 
sants; on  les  a  classés  d'après  leur  degré.  Quelques  explications 
préliminaires  sont  indispensables,  relativement  au  mode  de  repré- 
sentation d'une  droite.  Une  droite  étant  donnée,  nous  pouvons 
écrire  les  équations  de  ses  projections  sur  les  plans  de  coordonnées 

sous  la  forme 

i   L  =yZ-zY, 

(ii)  ]  M  ==-sX  — a?Z, 

(  N  =  xY  —  yX, 

x,  y,  z  désignant  les  coordonnées  courantes.  Les  six  constantes 
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L,  M,  N,  X,  Y,  Z  peuvent  être  dites  les  coordonnées  de  la  droite» 
Elles  ne  sont  d'ailleurs  pas  indépendantes,  puisqu'on  a  évidem- 
ment la  relation 

LX  -h  M  Y  +  NZ  =  o. 

Réciproquement,  étant  données  six  quantités  L,  M,  N,  X,  Y,  Z 
liées  par  la  relation  précédente,  on  peut  dire  qu'elles  définissent 
une  droite;  cette  droite  est  celle  que  représentent  les  équa- 
tions (12),  qui  se  réduisent  alors  à  deux.  Nous  avons  donc  de 
cette  façon  un  système  de  six  coordonnées  liées  par  une  relation, 
et,  comme  ces  coordonnées  sont  homogènes,  nous  avons  bien  le 
degré  d'indétermination  représenté,  comme  il  doit  être,  par  le 
nombre  quatre. 

Ceci  posé,  un  complexe  algébrique  sera  représenté  par  une 
équation  de  la  forme 

F(L,  M,  N,  X,  Y,  Z)  =  o, 

F  étant  un  polynôme  homogène  en  L,  M,  N,  X,  Y,  Z.  Si  ce  poly- 
nôme est  de  degré  m,  le  complexe  sera  dit  d'ordre  m. 

Deux  remarques  sont  évidentes.  Les  droites  du  complexe  pas- 
sant par  un  point  arbitraire  (#0,  y0,  z0)  forment  un  cône,  et,  puis- 
qu'on a 

F(y0Z  —  z0Y,  z0X  —  x0Z,  cc0Y  —  y0\,  X,  Y,  Z)  =  o 

et  que  X,  Y,  Z  sont  les  coefficients  de  direction  de  la  droite  du 
complexe,  le  cône  sera  évidemment  d'ordre  m.  En  second  lieu, 
les  droites  du  complexe  situées  dans  un  plan  enveloppent  une 
courbe  de  classe  m;  car,  par  un  point  du  plan,  on  peut  mener  à 
cette  courbe  m  tangentes,  qui  sont  les  intersections  du  plan  avec 
le  cône  d'ordre  m  correspondant  au  point. 

18.  Après  ces  généralités,  considérons  en  particulier  le  cas  où 
le  complexe  est  linéaire,  c'est-à-dire  du  premier  ordre.  Son 
équation  sera  alors 

(i3)  AL-t-BM  +  CN  +-DXh-EY  +  FZ  =  c,      . 

A,  B,  C,  D,  E,  F  désignant  des  constantes. 

Toutes  les  droites  du  complexe  passant  par  un  point  seront 

PICARIJ.    —   T.    r.  28 
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alors  dans  un  plan,  et,  inversement,  toutes  les  droites  du  complexe 
situées  dans  un  plan  passeront  par  un  môme  point  de  ce  plan  ;  ce 
sont  des  conséquences  immédiates  des  deux  remarques  faites  à  la 
fin  du  paragraphe  précédent.  Un  complexe  linéaire  établit  donc 
une  relation  entre  les  points  et  les  plans  de  l'espace  :  à  chaque 
point  correspond  un  plan  passant  par  le  point  et,  inversement,  à 
chaque  plan  correspond  un  point  situé  dans  le  plan. 

Étant  donné  le  point  (a?0,  y0,  ^o)?  cherchons  l'équation  du  plan 
correspondant;  la  relation  entre  X,  Y,  Z  sera  alors 

A(jk0Z  —  z0  Y)  -h  B(  z0\  —  .t0Z)  -h  CO0Y  —  y0X)  -+■  DX  4-  EY  -+-  FZ  =o, 

et  nous  aurons  l'équation  du  plan  en  remplaçant  X,  Y  ,  Z  par 
x  —  #0,  y  — yQl  z  — z0.  On  a  ainsi 

(x—  x0)(Bz0—  Cjk0+  D)  +  (j—  j0)(G.r0—  ASo  +  E) 

-H(<*  —  ^o)(AjK0—  Bj0+  F)  =  o. 

Telle  est  l'équation  du  plan  correspondant  au  point  (#0,  >-0,  z0). 
On  dit  que  ce  plan  a  ce  point  poar*péée  ou  pour  foyer,  et  inver- 
sement le  plan  est  dit  le  plan  polaire  du  point. 

Une  notion  importante  dans  la  théorie  des  complexes  linéaires 
est  celle  des  droites  conjuguées.  Soit  D  une  droite  n'appartenant 
pas  au  complexe;  cherchons  le  lieu  des  foyers  des  plans  passant 
par  D.  Appelons  F  et  F'  les  foyers  de  deux  plans  particuliers, 
d'ailleurs  quelconques,  passant  par  D;  je  dis  que  la  droite  A  joi- 
gnant F  et  F'  sera  le  lieu  cherché.  En  effet,  tout  plan  passant  par  A 
aura  nécessairement  pour  foyer  son  point  de  rencontre  o  avec  D, 
puisque  les  droites  cpF  et  cpF'  sont  des  droites  du  complexe.  Il  en 
résulte  que  toute  droite  rencontrant  D  et  A  appartient  au  com- 
plexe, et  enfin  qu'un  plan  quelconque  passant  par  D  a  pour  foyer 
son  point  de  rencontre  avec  A.  Le  lieu  cherché  est  donc  la  droite  A. 
Les  droites  D  et  A  sont  dites  droites  conjuguées;  11  y  a  évidem- 
ment entre  elles  réciprocité. 

19.  La  correspondance  entre  points  et  plans,  que  nous  venons 
d'indiquer,  comme  résultant  de  la  notion  de  complexe  linéaire,  se 
rencontre  dans  plusieurs  théories  de  Mécanique.  Prenons,  par 
exemple,  la  théorie  cinématique  du  mouvement  d'un  corps  solide; 
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l'équation 

{x  —  x0)(Kz0  —  Cy0+l))-h(y—y0)  (Gx0~  A;0+  B) 

4-  {*  —  zQ)(\yt)—  Ba?04-  F)  =  o 

du  plan  correspondant  au  point  (x0,  y0,  :-0)  est  susceptible  d'une 
interprétai  ion  immédiate. 

Si  l'on  considère  un  solide  en  mouvement,  à  un  moment  déter- 
miné, les  composantes  de  la  vitesse  cJ7  er,  vz  d'un  point  quel- 
conque (jp,  y,  z)  sont  données  par  les  expressions  de  la  forme 

?x=  D  4-  Bz  —  Gy, 

vy=  E  -+-  Gx  —  Â2, 
vz  =  F  h-  A^k  —  B.z\ 

Le  plan  considéré  sera  donc  le  plan  passant  par  (#0,  ytJ  z0)  et 
perpendiculaire  à  la  vitesse  de  ce  point.  L'identité  est  donc  com- 
plète entre  la  théorie  des  complexes  linéaires  et  l'étude  cinéma- 
tique des  vitesses,  à  un  moment  déterminé,  des  divers  points  d'un 
solide  invariable.  Il  suffit  de  signaler  cette  analogie,  qu'il  serait 
facile  d'approfondir  davantage;  ainsi  l'on  verrait  aisément  que  les 

droites  du  complexe  sont  les  droites  normales  aux  trajectoires  de 
tous  les  points. 

Nous  remarquerons  seulement  que,  si  l'on  se  reporte  à  la  théorie 
du  mouvement  d'un  solide,  on  peut  obtenir  une  forme  réduite 
très  simple  de  l'équation  du  complexe.  Faisons  en  effet  un  chan- 
gement d'axes  de  coordonnées,  en  prenant  comme  axe  des  z  l'axe 
du  mouvement  hélicoïdal  :  on  aura,  dans  ce  cas,  pour  cr,  c, ,  vz 
des  expressions  de  la  forme 

vx— —  Cy,         vy—  Gx,         r-aF 

et.  par  conséquent, 

A  =  B  =  D  =  E=  o. 

L'équation  du  complexe  se  réduira  alors  à 

!»<•  venant  au  cas  général,  ajoutons  enfin  que  l'on  n'aura  pas  entre 
les  constantes  À,  B,  C,  D,  E  la  relation 

AD  +  BE-h  GF  =  o, 
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si  ce  n'est  dans  le  cas  particulier  où  la  vitesse  d'un  point  quel- 
conque du  corps  est  perpendiculaire  à  la  direction 

x       y        z 
A  =  B  =  Ô' 

c'est-à-dire  où  le  mouvement  se  réduit  à  une  rotation. 

20.  Une  classe  intéressante  de  courbes  gauches  est  formée  par 
les  courbes  dont  les  tangentes  appartiennent  à  un  complexe 
linéaire  donné.  Nous  les  rencontrerons  plusieurs  fois  dans  la  suite. 
En  supposant  les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  quelconque  de 
la  courbe  exprimées  en  fonction  d'un  paramètre,  les  tangentes  de 
cette  courbe  appartiendront  au  complexe  linéaire  représenté  par 
l'équation  (  i3)  si  Ion  a 

(i4)     A(y  dz —  zdy)-hB(zdx —  x  dz) 

-h  C  (  x  dy  —  y  dx  )  -+-  D  dx  -h  E  dy  4-  F  dz  =  o, 

puisque  X,  Y,  Z  sont  en  chaque  point  de  la  courbe  proportion- 
nels à  dx,  dy,  dz.  Un  exemple  de  courbes  dont  les  tangentes 
appartiennent  à  un  complexe  linéaire  nous  est  fourni  par  la 
cubique  gauche.  On  sait  que  la  cubique  gauche  est  à  l'intersection 
de  deux  surfaces  du  second  degré  ayant  une  génératrice  commune. 
Prenons  deux  quadriques  ayant  en  commun  l'axe  des  z, 

Ax2  -+-  A' y2  -+-  2  Byz  +  îB'^+2  B"xy  -+- 1  Dx  -+-  i  Ey  =  o, 
a  x2~h  a'  y2  -±-  ib  yz  -h  ib'  zx  -+- 1  b"  xy  -+- 1  dx  ■+■  %  e  y  ==  o  ; 

coupons  la  cubique  par  le  plan  y=c/.x.  On  voit  que  les  coor- 
données x,  y,  z  s'exprimeront  en  fonctions  rationnelles  de  a,  sous 
la  forme  suivante  : 

P2(«)  _   P3(a)  P*(«) 

^-pift    y-¥u^y     z~Kï^y 

les  P  désignant  les  polynômes  oV  troisième  degré  en  a.  Récipro- 
quement, d'ailleurs,  une  courbe  gauche  donnée  par  les  équations 
précédentes  sera,  en  général,  une  cubique  gamche. 

Montrons  que  les  tangentes  de  cette  courbe  appartiennent  à  un 
complexe  linéaire.  Pour  cela,  il  faut  faire  voir  que  l'on  peut 
trouver  six  constantes  A,  B,   .  .  .,  telles  que  la  relation  (i/f)  soit 
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vérifiée.  Or  on  a 

«^  =     — p^ d*  ; 

le  numérateur  sera  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  a.  Pareil- 
lement 

J  J  '2'    3  '2*3, 

x  dy  —  y  dx  =  ^-^ — - —  tf  a, 

le  numérateur  étant  toujours  au  plus  du  quatrième  degré  en  a. 
En  faisant  les  substitutions  de  ces  expressions  et  des  analogues 
dans  le  premier  membre  de  (i4)?  nous  avons  à  égaler  identique- 
ment à  zéro  un  polynôme  du  quatrième  degré.  Nous  aurons  ainsi 
cinq  relations  homogènes  et  linéaires  entre  A,  B,  .  .  . ,  F  dont  les 
rapports  pourront  par  suite  être  déterminés.  Nous  pouvons  donc 
dire  que  les  tangentes  à  une  cubique  gauche  appartiennent  à 
un  complexe  linéaire.  Ce  résultat  a  été  donné,  sous  une  forme 
différente,  par  Chasles. 


CH4PITRE  XIII. 

THÉORIE  DU  CONTACT.  —  COURBURE. 


I»  —  Contact  des  courbes  planes. 

1 .  Soient  G  et  G'  deux  courbes  planes  ayant  un  point  commun  M 
qui  est  pour  l'une  et  l'autre  un  point  simple.  On  dit  que  ces  deux 
courbes  ont,  au  point  M,  un  contact  d'ordre  »,  lorsque,  à  un 
point  A  de  G'  infiniment  voisin  de  M,  on  peut  faire  correspondre 
sur  C'  un  point  A'  infiniment  voisin  de  M  et  tel  que  la  distance  AA' 
soit  un  infiniment  petit  d'ordre  n-\-i  relativement  à  l'arc  MA, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  corde  MA. 

Cherchons  les  conditions  qui  expriment  que  les  deux  courbes  G 
et  G'  ont,  au  point  M,  un  contact  d'ordre  n.  Soit  la  première  courbe 
représentée  par  les  deux  équations 

le  point  M(#0,  j'0)  correspondant  à  t  =  l0.  On  suppose  la  repré- 
sentation telle  quey'(^o)  etF'(^o)  ne  soient  pas  nuls  tous  les  deux, 
ce  qui  est  permis  puisque  le  point  M  est,  par  hypothèse,  un  point 
simple  de  la  courbe.  Semblablement,  la  courbe  C'  sera  définie  par 
les  équations 

on  ax0=  o(a/0),  y0  =  $(w0),  et  l'on  suppose  que  o' (u0)  et  <£' (u0) 
ne  sont  pas  nuls  tous  deux. 

Pour  établir  une  correspondance  entre  les  points  de  G  et  de  G' 
voisins  de  M,  considérons  u  —  u0  comme  fonction  de  t — t0j  et 
supposons  qu'on  puisse  développer  u  —  u0  suivant  la  formule  de 
Taylor 
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Tout  d'abord  la  corde  MA  est  de  l'ordre  de  /  —  ^0.  On  a  en  effet 

MA"'  =  1/(0  -/('*)]*  +  [F(0  -  F('.)l2; 

la  partie  principale  du  second  membre  sera  donc,  en  développant 
chaque  terme  par  la  formule  de  Taylor, 

('-M2[/'-2('o)  +  F'2(>o)]; 


lé  coefficient  de  t  —  t0  n'étant  pas  nul,  MA  sera  de  Tordre  de  t  —  t0. 

Nous  avons  donc  à  exprimer  que  AA'  est  d'ordre  n  -+-  i  par  rapport 
à  t  —  tQ. 

Cela  étant,  puisque 

ÂX'2  =  {x'  —  X )2  -+-'(/  —  J')2, 

nous  devons  écrire  que  x' —  x  et  y' — y  sont  d'ordre  n  -\-  i  rela- 
tivement à  t  —  t0]  ces  conditions  nécessaires  sont  évidemment 
suffisantes.  Or  les  coordonnées  x  et  y,  ainsi  que  x  et  y',  peuvent 
être  développées  suivant  la  formule  de  Tajlor  : 

x=f(t0)  +«  -tQ)f(t&)  ^J-(t  -t0y-f'(to)  +  ..., 

x'  =  <p(M„ )  +  («  —  u0)o'(u0)  h (u  —  u0)2o" (u0)  -h .  .  .  . 

Remplaçons  dans  la  seconde  ligne  u  —  u0  par  son  développe- 
ment (i),  et  exprimons  que  les  n  premiers  coefficients  dans  la 
différence  x'  —  x  sont  nuls,  en  remarquant  que  le  premier  ternie 
disparaît  de  lui-même  puisque  f(to)  =  o(uQ).  Nous  avons  ainsi 
n  équations  où  figurent  les  n  inconnues  Xj,  Xo,  .  .  .,  "kn.  Ce  sont 

\lo'(u0)-f'(t0)  =  o, 

X2  i 

^?"(«o)—  —  /*(^o)-+-X2cp'("o)  =  o, 


La  différence  y — y  nous  donne  aussi  n  équations  qui  ne  dif- 
fèrent de  celles-ci  que  par  le  changement  de  /  et  o  en  F  et  <!>.  On 
a  donc 

*W(Mo)_  J_  V"(t0)-^l2<P'(u0)  =o, 

1.2  1.2 
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En  résumé,  nous  avons  in  équations,  pour  déterminer  les  n  in- 
connues X1?  X2,  .  .  . ,  \n* 

Il  j  a  donc  n  équations  de  condition  qui  doivent  être  vérifiées 
par  les  n  premières  dérivées  des  fonctions/',  F  et  cd,  <î>  pour  /  =  t0 
et  u  =  u0.  Ces  conditions  peuvent  s'obtenir  par  un  calcul  très 
régulier.  Comme  ©' (u0)  et  4>'(c/0)  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  nous 
supposerons,  pour  fixer  les  idées,  &'  (u0)  ^  o.  On  considère  alors 
le  premier  système  d'équations;  la  première  équation  donne  Â,, 
la  seconde  donnera  X2  et  ainsi  de  suite,  sans  qu'on  soit  jamais 
arrêté,  car  le  coefficient  du  nouveau  A  qu'on  veut  déterminer  est 
toujours  co'(?/0).  On  portera  ensuite  les  valeurs  trouvées  de  À,, 
7v2î  •  •  •  7  ^n  dans  le  second  système  et  l'on  aura  les  n  conditions 
cherchées. 

Telle  est,  sous  la  forme  la  plus  générale,  la  solution  du  problème 
du  contact. 

2.  Faisons  à  ce  sujet  diverses  remarques.  En  comparant  les  pre- 
mières équations  de  chaque  groupe,  on  trouve 

F'(*0)  '__  fr'Uo) 
f(t0)        <?'(««.)' 

Ainsi  les  deux  courbes  ont  en  M  la  même  tangente  ;   ce  résultat 
était  évident  a  priori. 

Comparons  maintenant  les  arcs  MA  et  MA'.  Les  parties  princi- 

2  2 

pales  de  MA    et  MA'"  sont 

('-M2r/'2('o)  +  F'2(;0)L         (M-,Mo)«-i?'»Ctt0)  +  *'«(«0)]. 

La  dernière  expression  peut  se  remplacer  par 

le  rapport  de  ces  deux  expressions  est  donc 

A?[?,2Uo)-f-<p'2(M 
/,»(<o)H-F'»(*0)      ' 

qui    est   égal  à  l'unité,  d'après   la   première  équation  de  l'un  et 
l'autre  système  écrit  plus  haut.  Nous  en  concluons  que 

..      MA 
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Il  en  résulte,  ce  qui,  d'ailleurs,  devait  être  par  raison  de  symé- 
trie, que  AA'  est  du  même  ordre  infinitésimal  par  rapport  à  MA 
et  à  MA'. 

3.    Dans  les  applications,  il  arrivera  rarement  que  les  courbes  G 
et  G'  soient  données  sous  la  forme  très  générale  que  nous  avons 
adoptée.  Un  premier  cas  particulier  est  celui  où  la  fonction  ©  (u)  . 
n'est  autre  chose  que /(m),  avec  u0=  t0.  Les  deux  courbes  sont 
alors  données  par  les  équations 

(  x=f(t), 
(G) 

!x  =  f(  u), 

Les  conditions  de  contact  vont  se  simplifier.  En  supposant 
f'(t0)  ^  o,  la  première  équation  du  premier  système  donne  \{  =  i 
et  les  autres  : 

^2  =  ^3  .=  •  • .  =  A»  =  o. 

Les  équations  de  condition  sont  alors 

F'(*0)  =$'(*<>),         F*(k)*='**('o)i         •••>         FW(*0)=*(*>(*0). 

Donc,  pour  que  les  deux  courbes  aient  au  point  M  un  contact 
d'ordre  aï,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  fonctions  F  et  4>  et  leurs 
n  premières  dérivées  soient  égales  pour  t  =  u  =  t0. 

Un  cas  plus  simple  encore  est  celui  où  les  deux  courbes  sont 
définies  par  les  deux  équations 

j  =  F(#),        y  =  $>{x). 

Les  conditions,  pour  que  le  contact  soit  d'ordre  /i,  se  réduisent  à 

F  (a?,)  =  *(*o),         F'(a70)  =  *'(*•),         •  •  • ,         FW(a?,)=  *»«>(*•). 

C'est  sous  cette  forme  que  Lagrange  a  traité  la  question  du  contact 
des  courbes.  Considérons  les  deux  courbes  C  et  G'  passant  par  le 
point  M(.r0,  y0).  Si  nous  donnons  à  x  à  partir  de  x0  un  accrois- 
sement a? —  #,,,  les  coordonnées  des  points  des  deux  courbes,  qui 
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ont  pour  abscisse  x,  sont  exprimées  par  les  développements 

Y  =  <ï>Oo)  ■+-  (x  —  X0)^'{xQ)  -h.  .  .-+-   i!!^Z£±!lwn)(x)  +  .  .  .  . 

1  .  '2  .  .  .  Il 

Dans  ces  deux  séries,  les  n  premiers  coefficients  sont  les  mêmes; 
la  différence  Y  —y  des  ordonnées  est  donc  un  infiniment  petit 
d'ordre  n  -f-  i  par  rapport  à  x —  x0.  Ainsi,  dans  le  mode  de  corres- 
pondance actuel,  que  Lagrange  se  donnait  a  priori,  on  prend  pour 
points  correspondants  des  deux  courbes  les  points  qui  ont  même 
abscisse  (on  suppose,  bien  entendu,  que  la  tangente  en  M  n'est 
pas  parallèle  à  l'axe  des  y).  Remarquons  que,  si  n  est  pair,  la  dif- 
férence Y  — y  change  de  signe  avec  x  —  x0  ;  donc,  si  deux  courbes 
ont  en  un  point  un  contact  d'ordre  pair,  elles  se  traversent.  Le 
contraire  a  lieu  quand  le  contact  est  d'ordre  impair. 

4.  Voici  une  dernière  forme  des  conditions  de  contact  qui  est 
d'un  usage  fréquent.  Supposons  que  la  première  courbe  soit  définie 
par  l'équation 

l'autre  par  les  relations 

et  que  les  deux  courbes  aient  le  point  commun  (#<,,  y0)  corres- 
pondant à  t  =  t0. 

Si  nous  remplaçons  x  par/(^)  dans  X(as,  r),  l'équation 

définit  une  certaine  fonction  y  =  <!>(/),  se  réduisant  à  y0  pour 
/  =  t0.  On  peut  alors  concevoir  la  première  courbe  comme  définie 
par  les  équations 

et  appliquer  les  conditions  de  contact  trouvées  précédemment  : 
les  deux  fonctions  F(t)  et  4>(£)  auront  mêmes  dérivées  jusqu'à 
Tordre  /i,  pour  t  =  tti,  d'où  résulte  que  les  deux  fonctions 

M/(0,  F(0]         et         >.[/(*),  *(')] 
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auront  aussi  mêmes  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  pour  t=tQ.  Or, 
cette  dernière  fonction  étant  identiquement  nulle,  il  en  sera  de 
même  de  ses  dérivées.  Par  conséquent,  la  fonction  X  [/'(£),  F(f)] 
et  ses  dérivées  jusqu'à  V ordre  n  s' annulent  pour  t  =  £„,  et  ces 
conditions  nécessaires  pour  le  contact  d'ordre  n  sont  en  même 
temps  suffisantes.  La  remarque  précédente  sera  d'une  application 
constante. 

o.  Une  notion  importante  est  celle  des  courbes  osculatrices. 
Supposons  que  nous  ayons  une  famille  de  courbes  dépendant  de  r 
paramètres  arbitraires  : 

X(ar,  y,  au  a.2,  . .  .,  ar)  =  o. 

On  peut  se  proposer  de  déterminer  ces  paramètres  de  façon  que 
la  courbe  précédente  ait,  en  un  point  donné  d'une  courbe  donnée, 
le  contact  d'ordre  le  plus  élevé  possible  avec  cette  dernière.  Si  n 
est  l'ordre  de  contact,  il  faudra  satisfaire  à  n  -\- 1  équations  de 
conditions;  donc,  on  choisira,  dans  le  cas  général,  n-\-i  =  r, 
pour  déterminer  tous  les  paramètres.  Le  contact  est  alors  de 
l'ordre  r  —  i;  la  courbe  ainsi  déterminée  est  dite  osculatrice  à  la 
courbe  donnée. 

En  premier  lieu,  prenons  les  droites 

y  —  ax  x  —  a%  =  o. 

La  courbe  est  donnée  par  les  expressions  de  x  et  y  en  fonction 
d'un  paramètre  t.  Pour  le  point  de  cette  courbe  correspondant  à 
la  valeur  t  du  paramètre,  le  contact  sera  du  premier  ordre  si 

y  —  axx  —  a2  =  o, 

dy  dx 

— a  i  —7-   =  o  ; 

dt  dt 

la  droite  obtenue  est  la  tangente  à  la  courbe.  Le  contact,  en  général, 
scia  du  premier  ordre;  à  quelle  condition  serait-il  du  second  ordre  ? 
11  faudra,  en  plus  des  équations  précédentes,  que 

d2y  d^x 

,  ,    —  a<  — ; —  =  o, 
dl%  dP  ' 


=  o. 
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et,  par  conséquent,  on  aura 

dx     dy 

dt  ~di 
d*x  d*-y 
~dF   dt* 

C'est  donc  seulement  pour  les  points  de  la  courbe,  vérifiant  la  rela- 
tion précédente,  que  le  contact  de  la  tangente  sera  du  second  ordre; 
ce  sont  les  points  d'inflexion. 

Considérons,   en  second  lieu,   l'équation   générale  d'un  cercle 


0-«)2-f-(7  —  by 


R2 


avec  les  trois  paramètres  a,  b,  R.  On  pourra  les  choisir  de  manière 
à  avoir,  en  un  point  arbitrairement  donné  sur  la  courbe,  un  contact 
du  second  ordre.  On  devra  avoir 

(x  —  a)2  4-  {y  —  by-—  R2  =  o, 


{x  —  a) 


dx 
~di 


(y-b) 


dy 
~dt 


{x  —  a) 


d*x 
~dF 


(y -b) 


d\y 
dP 


dx\* 

1i) 


±V=o. 
dt) 


Les  deux  dernières  équations  donnent  les  coordonnées  (#,  b) 
du  centre  du  cercle  osculateur,  et  la  première  fait  connaître  son 
rayon. 

Le  centre  du  cercle  oscillateur  est  situé  sur  la  normale,  au 
point  où  cette  droite  touche  son  enveloppe.  Prenons,  en  effet, 
l'équation  de  la  normale 

On  obtiendra  le  point  où  elle  touche  son  enveloppe  en  joignant 
à  cette  équation  l'équation  dérivée  par  rapport  à  t. 


(X  —  x) 


d^x 
Ht* 


(J-y) 


d\y 

~dF 


dx\\ 
~dt) 


dvY 
tt)   =°- 


Ces  équations  sont  les  mêmes  que  les  précédentes  en  y  faisant 
X  =  a,  Y  =  b,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Si,  en  particulier,  la  courbe  est  donnée  sous  la  forme 


y  =  F(#), 
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on  aura,  pour  les  coordonnées  a  et  b  du  centre  du  cercle  oscilla- 
teur au  point  x0i 

x0—a-{-  (jKo—  &)F'(a?0)  =  o> 
(y0-b)F"(x0)  +  i  -+-  [r(x0)y-  =  o. 

La  dernière  équation  montre  que  y0 —  b  est  de  signe  contraire 
à  ¥"(x0):  Or,  si  F"(a?0)>o,  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers 
les  y  positifs;  y0 — b  est  alors  négatif,  c'est-à-dire  que  le  poinl 
(a,  b)  est  du  même  côté  que  la  courbe  par  rapport  à  la  tangente 
dans  le  voisinage  du  point  considéré.  La  même  conclusion  subsiste 
siF>0)<o. 

Démontrons  enfin  que  le  cercle  oscillateur  en  un  point  (#0,  y0) 
d'une  courbe  est  la  position  limite  d'un  cercle  passant  par  ce 
point  et  deux  autres  points  infiniment  voisins  de  la  courbe. 
Soient,  en  effet,  t0,  f0+  nt->  t0-\- h2les  valeurs  de  t  correspondant 
à  ces  trois  points;  A,  et  h2  tendront  vers  zéro  d'une  manière  arbi- 
traire. En  posant 

X(t)  =  (X  -  ay-+  {y  -  by-  R», 
on  a 

X(/0)  =  o,         X(£<j-H hi)  =  o,         X(/0-t-  h.2)  =  o, 

0 

équations  qui  peuvent  s'écrire 

M*o)  =  o, 
X(/0-t-/ii)— X(f0) 

i__  rx(*0H-  hx)  —  \(t0)  __  \(t0-+-h2)  —  Mto)l  =  o 

/ii —  /is  |_  hi  h2  J 

Elles  deviennent,  en  développant, 

X(f0)  =  o, 

X'(*0)-h—  X"(/0)4-...=  o, 

1.2 

X''(/0)4-^yA2Xw(fo)-+-..'.==o; 
et  pour  /*,  =  /i2  =  o,  on  a 

X(/o)  =  o,  X'(*0)  =  <>,  X"(^0)  =  o. 

Nous  retrouvons  ainsi  les  équations  qui  donnent  le  cercle  oscil- 
lateur. 

6.   Cherchons  l'expression  du  rayon  du  cercle  oscillateur.  En 
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résolvant  les  deux  équations  en  x —  a   ?l  y —  b  et  portant  dans 
l'expression  de  R2,  on  trouve  de  suite 


R*  = 


\dxij 


En  un  point  d'inflexion,  R  est  infini;  le  cercle  osculateur  se 
réduit  à  la  tangente,  qui  a  alors,  comme  nous  F avons  dit,  un  contact 
du  second  ordre  avec  la  courbe. 


II.  —  Courbure  des  courbes  planes.  —  Développées 
et  développantes. 

7.  Au  cercle  osculateur  se  rattache  immédiatement  la  notion  de 
la  courbure  d'une  courbe  plane.  Reprenons  auparavant  les  formules 
précédemment  obtenuies,  en  introduisant  explicitement  les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente  et  de  la  normale  à  la  courbe. 

On  a,  comme  nous  l'avons  dit, 

dx  ft    _  dy 

ds  ds 

a  et  p  désignant  les  cosinus  des  angles  faits  par  la  tangente  à  la 
courbe,  prise  dans  le  sens  des  arcs  croissants,  avec  les  axes  de 
coordonnées.  L'équation  de  la  normale  s'écrit  alors 

(X-^)a+(Y-jr)P  =  o; 

et,  pour  avoir  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  osculateur,  il 
faut  adjoindre  l'équation 

(X  —  x)  doL ■-+-  (Y  —  y)  d$  —  ds  =  o. 

Or  :  a2-{-{32=i,  donc  a  dy.  -+-  t3  dfi  =  o  ;  nous  pouvons,  par 
suite,  modifier  la  première  équation,  et  nous  avons  alors  le  sys- 
tème 

(  X  —  x  )  dfi  —  (  Y  —  y  )  dct  =  o, 


(2) 

j  [TL  —  x)da:-±-Ç{—y)d$  —  ds. 
Faisons  la  somme  des  carrés  : 
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Dans  les  calculs  qui  vont  suivre,  R  va  être  considéré  comme 
une  quantité  essentiellement  positive.  Introduisons  maintenant 
les  cosinus  directeurs  a'  et  (2/  de  la  demi-droite  MI  qui  va  du 
poinl  M  de  la  courbe  au  centre  1  du  cercle  osculateur;  nous 
aurons,  X,  \  désignant  toujours  les  coordonnées  du  centre  I, 

X-a?=q'  Y~^      =3'- 

R  '  R  P' 

en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (2),  il  vient 

j3'  dcc  —  a'  d[i  =  o, 


d'où 

(3) 


Aux  deux  formules  précédentes,  il  est  utile  d'en  adjoindre 
deux  autres,  donnant  les  différentielles  de  a;  et  jâ'.  Les  deux  équa- 
tions 

OC |—  jj  -  —  I  ,  CiOL   -t-   Sa    =   O 

donnent  en  effet  immédiatement 

a'='Xp,    .     p'  =  -~  Xa         (X=±i); 


a'  rfa  -h  p'  t/p  = 

ds 
"K  ' 

da         a'              rf3 
ds        R             </.? 

"  R 

par  suite, 

(4) 

da'  _ 
ds 

a 

~w 

rfS' 

1   

p 

"  R 

Remarquons  que  la  quantité  désignée  par  ),  sera  tantôt  égale 
à  -f-i,  tantôt  à  —  1  :  elle  sera  égale  à  H- 1  quand,  MT  coïncidant 
avec  O.r,  MI  coïncidera  avec  Or;  elle  sera  égale  à  — i  si,  dans 
les  mêmes  conditions,  MI  coïncide  avec  le  prolongement  de  Oy. 

8.  Les  formules  fondamentales  (3)  et  (4)  obtenues,  passons  à 
la  défini  lion  de  la  courbure  d'une  ligne  plane.  Soient  le  point  M 
sur  la  courbe  et  M'  un  poinl  infiniment  voisin;  nous  menons  les 
tangentes  MT  el  MT';  soit  z  leur  angle  infiniment  petit.  Le 
rapport 

arc  MM' 
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est  dit  la  courbure  moyenne  de  rare  MM',  et  sa  limite  est  dite 
la  courbure  de  la  courbe  en  M. 

La  courbure  est  l'inverse  d'une  ligne.   On  appelle  celle-ci  le 

rayon  de  courbure  p  de  la  courbe  au  point  M.  Calculons  -^-,  ou,  ce 

i  a  »    i     t  sins     T 

qui  reviendra  au  même  au  passage  a  la  limite,  — - —  Les  cosinus 

directeurs  de  la  tangente  en  M'  seront  a  +  Àa  et  [i  -\-  A[3;  donc 

sin2£        (aAp  — pAa)2 
As2    ~~  Â7* 

et,  par  suite, 

_i_    _  (arfft  —  $day 
p2"  —  ds*  ' 

Nous  transformerons  le  second  membre  en  employant  l'identité 

(y.d$  —  fidzy-=  (a2+  $î)(dz%~-)-  d$*)  —  (a  du  -h  |3d(3)2, 

et,  comme  a2-f-  32==  ï,  il  en  résulte 

En  nous  reportant  à  l'expression  du  rayon  du  cercle  oscilla- 
teur, nous  voyons  que  le  rayon  de  courbure  est  égal  au  rayon 
du  cercle  oscillateur.  Aussi  le  centre  du  cercle  osculateur  en  un 
point  est-il  appelé  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  en  ce 
point. 

9.  Les  centres  de  courbure  d'une  courbe  plane  forment  une 
courbe  remarquable  étudiée  par  Huygens,  qui  lui  a  donné  le  nom 
de  développée.  La  développée,  d'après  ce  qui  a  été  vu  plus  haut, 
est  aussi  l'enveloppe  des  normales.  Une  propriété  fondamentale 
de  la  développée  est  relative  à  la  longueur  de  son  arc.  Soient  (xt , y{) 
les  coordonnées  du  centre  de  courbure  au  point  M(#,  y)  de  la 
courbe;  on  a 

d'où,  en  diflférentiant  et  tenant  compte  des  formules  (4), 

dx\  =  a'  dR,         dj'i  =  (2/  dR  ; 
donc,  en  appelant  5,  l'arc  de  la  développée, 

ds\  =  dR*. 
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Tant  que  le  rayon  R  varie  dans  le  même  sens,  en  comptant  les 
arcs  dans  un  sens  convenable  sur  la  développée  T,  on  aura 

dsi  =  dR. 

Ainsi,  si,  de  M  en  M',  Pi  varie  dans  le  même  sens, 

s[  —  s1=  R  -  R. 

L'arc  II'  de  la  développée  est  donc  rectifiable  (fig-  27);  il  est 

Fig.  27. 

M' 


égal  à  la  différence  M'I'  —  Mi.  On  ne  devra  pas  oublier  que  le 
iv  ultat  précédent  suppose  essentiellement  que  le  rayon  de  cour- 
bure varie  dans  le  même  sens  quand  on  va  de  M  en  M'. 

On  peut  encore  traduire  la  propriété  de  la  développée  sous  la 
forme  géométrique  suivante  :  Imaginons  qu'un  fil  soit  enroulé 
sur  la  développée  T,  à  partir  d'un  point  arbitraire  A,  et  s'en  dé- 
tache au  point  1  pour  suivre  la  tangente  FM'.  On  coupe  ce  fil 
en  M'  et  on  l'enroule  sur  la  courbe  T  en  le  maintenant  toujours 
tendu  ;  sou  extrémité  libre  décrira  la  courbe  G. 

Réciproquement,  la  courbe  C  est  dite  la  développante  de  la 
courbe  T.  Prenant  une  courbe  arbitraire  r,  si  l'on  porte  sur 
chaque  tangente    à   cette    courbe    une    longueur  1:YI  = /,    l  étant 

définie  par  la  relation 

/  H-  s  =  const., 

où  s  est  l'arc  Al  de  la  courbe  comptée  à  partir  dune   origine  A 

PICARD.  —  T.  1.  29 
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arbitraire,  l<   lieu  do  point  M  sera   une  courbe  normale  aux  tan- 
gentes de  la  courbe  W 

Une  courbe  a  une  infinité  de  développantes  qui  correspondent 
aux  diverses  valeurs  de  la  constante;  ces  développantes  sonl  des 
courbes  parallèles. 

10.   Nous  avons  trouvé,  pour  le  rayon  de  courbure,   l'expres- 


sion 


R  = 


h  (1)1 


dyyy 


dx~ 


en  prenant  pour  R  la  valeur  absolue  du  second  membre.  Nous 
avons  dit  que  cette  expression  offre  une  particularité  intéressante 
pour  un  point  d'inflexion  ;  le  dénominateur  s'annulant,  le  rayon 
de  courbure  est  infini.  Le  cas  où  le  point  considéré  de  la  courbe 
est  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce  est  digne  aussi 
de  remarque.  Pour  un  tel  point  supposé  placé  à  l'origine  des 
coordonnées,  avec  l'axe  des  x  pour  tangente,  on  a 

y  =  ax%  +  bx--+-.  .  .  (a  ^  o), 

-f-  restera  donc  fini  pour  x  =  o,  mais  -—--  deviendra  infini.  On 
dx  l  dx'1 

a  donc,  en  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce,  R  —  o. 
La  développée  dune  courbe  passe  donc  par  ses  points  de  rebrous- 
sement de  première  espèce. 

Cherchons,  dune  manière  générale,  la  relation  entre  le  rayon 
de  courbure  dune  courbe  et  celui  de  sa  développée  au  point  cor- 
respondant. Les  angles  dont  tournent  les  tangentes  à  Tune  et 
l'autre  courbe  étant  les  mêmes,  on  a,  en  désignant  par  o  le  rayon 
de  courbure  de  la  développée, 

£    -  (!ll 

en  prenant  la  valeur  absolue  du  second  membre  ;  mais,  puisque 
ds{  =  cZR,  nous  pouvons  écrire 

„        RdR 
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d  R 

en  prenant,  clans  le  second  membre,  la  valeur  absolue  de  — -  ,  si 

l'on  veut  avoir  p  positif.  Une  conclusion  intéressante  découle 
immédiatement  de  celle  formule.  Quand  le  rayon  de  courbure 
passe  par  un  maximum  ou  un  minimum,  on  a 


cl,  par  suite, 


ds 


=  o 


La  développée,  ayant  un  rayon  de  courbure  nul,  aura  donc,  en 
général,  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce.  On  peut 
vérifier  cette  conclusion  sur  la  développée  de  l'ellipse  ;  pour  les 
sommets  de  l'ellipse,  son  rayon  de  courbure  passe  par  un  maxi- 
mum ou  un  minimum,  et  dans  la  développée  correspond  un  point 
de  rebroussement.  On  vérifiera  aussi  (pie  lare  de  la  développée, 
qui  comprend  un  point  de  rebroussement,  n'est  plus  égal  à  la  dif- 
férence des  rayons  de  courbure  extrêmes  de  la  courbe  initiale,  ce 
qui  justifie  la  restriction  sur  laquelle  nous  avons  insisté  plus  haut. 

11.  Reprenons  les  formules  (3)  et  (4)  du  n"  7  : 


dy.         y.' 
~ds    =  K? 

ds    :"  K' 

dy!              y. 
Ils   ~~=Z~  ÏÏ' 

ds   '          R 

a''  =+8 

—  r? 

?'=  +  «, 

On  a  d'ailleurs 


les  lignes  se  correspondant. 

Ces  formules  permettent  de    traiter  un  problème   intéressant. 

Supposons  que  Ton  se  donne  l'expression  du  rayon  de  courbure  Pi 

en  fonction  de  1  arc  s,   et  cherchons  à  déterminer  la   courbe.  On 

aura 

d(y  -\-  l'a')         y  —  iy. 
ds  =        R~~ 

ou,  en  posant  a  -+-  /a'  =  u1 

du  LU 

~ds  =  ~~"r; 


(i=V~i), 
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donc 


du  .  ds 

par  suite 


u   ~~lW 


u  =  Ge    J  K  (G  désignant  une  constante), 

et,  en  posant  C  =  A-f-Bi  et    /     — -  =  i  (a-  sera  une  fonction  [dé- 


« 


terminée  de  5), 

a  +  t'a'=  (A  +  t'B)  (cos  a  —  i  sin  a). 

Nous  obtenons  donc 

a  =  A  cos  7  -1-  B  sin  a, 

a'  =  B  cos  0  —  A  sin  a  ; 

et,  puisque  a-  +  a'2  —  i ,  il  faudra  que  A2  -f-  B2  =  1 . 

Telle   est  la  solution  générale  du  problème  ;   pour  [j  et  jïi',  on 
prendra 

P  ■=  +  «',  P'  =  qF«- 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  un  point  de  la  courbe, 
pour  axe  des  x  la  tangente  et  pour  axe  des  y  la  normale  :  on  aura 

a  =  i,         a'=o         pour         s  =  <j  —  o; 

nous  prendrons  alors 

A=r,         B  =  o 

et,  par  suite, 

a  =  cosa,  a!  = — siinr. 

Si,  de  plus,  on  veut  avoir  : 

P  =  o,  $' =  1  pour         s  =  o, 

on  devra  prendre 

P  =  sina,  fj'  =  cosc. 

Cherchons  enfin  les  valeurs  de  x  et  y.  Des  relations 

cfo  =z  a.  ds,  dy  =  j3  <7.v 

on  conclut 

x  =    I     cosa  ds,         y  =    I     sin  a  ds, 
formules  qui  résolvent  le  problème  à  l'aide  de  trois  quadratures. 
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Prenons,    comme   première   application,   le   cas   où  R  est  cons- 
tant :  R  =  R()  ;  on  aura  alors 


j  = 


R 


x 


(loin 


;  /     eus-  ds,         y—  /     sin  y -  ds  ; 


a?  =  R  sin  —  > 
R 


jK  =  —  R  cos  j-  ■+-  R  ; 


la  courbe  sera  le  cercle  représenté  par  l'équation 

a?î+(^  —  R)2=  R2. 

Le  cercle  est  donc  la  seule  courbe  plane  dont  le  rayon  de  cour- 
bure soit  constant,  résultat  que  donnerait  immédiatement  d'ail- 
leurs le  théorème  relatif  à  la  développée.  Dans  celle-ci,  en  effet, 
la  longueur  de   Tare  sera  nulle  et  elle  se  réduira  à  lin  point. 

Gomme    seconde    application,    soit    —  =  2  ui.     Nou 


R 


s     aurons 


US" 


et 


.r 


-f 


cos(  [J.52)  ds,         y  = 


J'     sin 
0 


(\j.s-  )  ds. 


Ces  quadratures  ne  peuvent  être  effectuées,  mais  il  est  néan- 
moins facile  de  construire  la  courbe  en  se  rappelant  que,  lorsque 
s  augmente  indéfiniment,  ces  deux  intégrales  tendent  vers  une 
limite  (Chap.  I,  Sect.  YI).  La  courbe  se  compose  de  deux  branches 
symétriques  relativement  à  l'origine  et  tournant  chacune  autour 
d'un  point  asymptote,  comme  le  montre  la  figure  28. 

Fig.   28. 


ce 


Celle  courbe  joue  un  rôle  intéressant  en  optique  dans  la  théorie 
de  la  diffraction. 
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12.  Nous  terminerons  ce  que  nous  avons  à  dire  suc  l.i  courbure 
des  courbes  pleines,  en  donnant  une  construction  géométrique  du 
centre  de   courbure  en    un  point  d'une   ellipse  (fig.  29).   Menons 


Fig.  29. 


les  normales   en  M  et  au  point   infiniment  voisin  M';  soit  O  leur 
point  de  rencontre.  En  posant 

FMO  =  F'MO  =  a         et         F'M'O  =  a', 

et  désignant  par  Ô,  F  et  F  les   angles  MOM',   MFM',   M'F'M, 
on  a 

F  -h  a  =  O  -h  a', 


d'où 


F'+a'=0+«, 


F  +  F'=20, 


et,  en  divisant  par  As  =  arc  MM', 


/\ ■  ■     /\  /\ 

F         F'        2O 

As        As         As 


Quand  M'  se  rapproche  de  M,  Je  second  membre  tend  vers  -  , 

R  étant  le  rayon  de  courbure  de  l'ellipse  en  M.  D'autre  part,  la 
considération  du  triangle  FMM'  donne  de  suite 


lim 


F 

As 


cosa 


(FM  =  r): 


et  pareillement  on  a 


,.     F'        cosa' 

uni  — -  =  — 

As  r 


(F'-M  --  r). 
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Nous  avons  donc  la  formule 

/r 


2  /  r         n 

ou   enfin 


i  a  cosa 


R  //•' 

ia  désignant  le  grand  axe  de  l'ellipse. 

A  la  place  du  produit  rr\  introduisons  la  longueur  MN,  N  étant 
le  point  de  rencontre  de  la  normale  avec  le  grand  axe.  On  a  im- 
médiatement 

MN  _  2  r' cosa 
r  ia 

et,  par  suite,  on  obtient  la  formule 

~7n 


R  = 


cos2a 


A  laide  de  cette  formule,  on  justifiera  aisément  la  construction 
suivante  du  centre  de  courbure  au  point  M  :  on  élève  en  N  la 
perpendiculaire  à  MN,  et,  au  point  de  rencontre  R  de  cette  per- 
pendiculaire avec  MF,  on  élève  la  perpendiculaire  KO  au  rayon 
vecteur  MF  ;  le  point  de  rencontre  O  de  cette  droite  KO  avec  la 
normale  MN  est  le  centre  de  courbure  cherché. 


III.  —  Contact  des  courbes  gauches.  —  Contact  des  courbes 

et  des  surfaces. 

\\\.  La  théorie  du  contact  de  deux  courbes  gauches  est  entière- 
ment semblable  à  celle  du  contact  des  courbes  planes.  Soient  G 
et  C  deux  courbes  gauches  ayant  un  point  commun  M  ;  on  dira 
qu'elles  ont  en  M  un  contact  d'ordre  n,  lorsque,  à  un  point  A  de  G 
infiniment  voisin  de  M,  on  pourra  faire  correspondre  sur  G'  un 
point  A'  infiniment  voisin  de  M  tel  que  la  distance  AA'  soit 
d'ordre  n-\-\  relativement  à  la  corde  ou  à  l'arc  MA. 

Prenons  d'abord  d'une  manière  générale  les  deux  courbes  re- 
présentées par  les  équations 

(C)  v=f(t),       y  =  ï(t),        *  =  <K0; 

(C)  ar=F(H),        y  =  *(«),         *=lF(«); 
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le  point  commun  M  correspond  à  /  =  £0,  u  =  uQ.  On  suppose, 
comme  il  est  permis,  que  les  trois  dérivées  y7,  ©'  et  il'  ne  s'an- 
nulent pas  simultanément  pour  t  =  f0,  et  de  même  pour  F'  (w0), 
&(u0)et  W'(uo). 

Nous  suivons  maintenant  la  même  marche  que  pour  les  courbes 
planes;  soit  encore 

la  relation  entre  u  et  t  qui  définira  la  correspondance  entre  A  et  A'. 
Nous  devons  déterminer  les  coefficients  À  de  manière  que  x'  —  #, 
y  — y,-  z'  —  z  soient  infiniment  petits  d'ordre  ii-\-  i  par  rapport 
à  t — t0.  Nous  avons  ainsi  trois  groupes  de  n  équations  dont 
j'écris  le  premier 

Xi  F'(a0) —/'(*„)  =  o, 

X2F'(«0)+AlF';(Mo)-r^/ff(^)  =  o, 

: 

les  deux  autres  s'obtenant  en  remplaçant  respectivement  F  et  j 
par  <ï>  et  o,  puis  par  W  et  à. 

Les  trois  dérivées  F'(m0),  <ï>'  (  ?^0)?  ^'(^o)  n'étant  pas  nulles  à  la 
fois,  il  y  aura  au  moins  un  de  ces  groupes  qu'on  pourra  résoudre 
par  rapport  à  )M,  X2,  .  .  . ,  A/?.  Si,  par  exemple,  F'(m0)  est  différent 
de  zéro,  on  pourra  se  servir  du  premier  groupe  :  la  première  équa- 
tion donnera  À,,  la  seconde,  A2,  et  ainsi  de  suite,  le  coefficient  de 
la  nouvelle  inconnue  à  déterminer  n'étant  jamais  nul,  puisqu'il 
est  toujours  égal  à  Fr(u0). 

En  substituant  les  valeurs  ainsi  trouvées  de  X,,  X2,  .  .  .  ,  X«  dans 
les  deux  autres  groupes,  on  aura  les  2  n  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  les  deux  courbes  aient  au  point  commun  M 

un  contact  d! ordre  n.  Le  même  calcul  que  plus  haut  montre  que 

1  MA      „      .  „  ,.     . 

le  rapport  -p-  a  1  unité  pour  limite. 

Dans  la  pratique,  les  équations  des  deux  courbes  pourront  être 
données  sous  une  forme  plus  simple.  Supposons,  par  exemple, 
que  la  fonction  F  coïncide  avec  la  fonction  f  et  que  t0  =  u0.  Les 
équations  des  deux  courbes  sont  alors 

**=A*Î,       .r  =">(*)■        *  =  <K0; 
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On  a  d'ailleurs 

ï(*o)  =  *(«o)         et         <K*0)  =  W(*0). 
Le  premier  groupe  d'équations  donne  alors 

X,  =  I  5  X.2  ==  X3  =  .  .  .  =  X,i  =  o. 

Par  conséquent, 

a  —  llo=i-/0-{-  X„+1  (  «  —  /o  )"+1  H- ....  • 

Pour  que  les  différences  y1  — y  et  z  — z  soient  d'ordre  n  -\-  i , 
on  voit  donc  de  suite  qu'il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les  fonc- 
tions 4>(m)  et  v(t)  aient  mêmes  dérivées  jusqu'à  Tordre  n  pour 
u  =  t  =  £0,  et  de  même  pour  W(u)  et  'l( '  t). 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  courbe  C  soil  définie  par  les 
deux  équations 

Fi(^7,  *)  =  o, 
F2(x,  y,  z)  =  o. 

Les  conditions  de  contact  d'ordre  n  avec  la  courbe  G, 

*=/(0,      >  =  «p(Oï      *  =  f(0i 

au  point  (x0,  j-0,  £0)  correspondant  à  £  =  £0,  s'obtiennent  par  la 
même  règle  pratique  que  nous  avons  donnée  pour  les  courbes 
planes  :  dans  F,  et  F2  on  remplace  #,  y,  z  par/(£),  ®(t)  et  à(t)  ; 
/es  deux  Jonctions  ainsi  obtenues 

Fi[/(0,  ?(0,  *(*)]       et       F2[/(03  ?(0,  «KOI 

doivent  s'annuler  pour  t=t0  ainsi  que  leurs  n  premières 
dérivées. 

\  i.  Passons  maintenant  au  contact  dune  courbe  et  d'une  sur- 
face. Etant  données  une  courbe  C  et  une  surface  S  ayant  un  point 
commun  M,  nous  dirons  que  la  courbe  et  la  surface  ont  en  ce 
point  un  contact  d'ordre  /*,  lorsque,  à  un  point  A  de  la  courbe  C 
infiniment  voisin  de  M,  on  pourra  faire  correspondre  sur  la  sur- 
face un  point  A'  infiniment  voisin  de  M,  tel  que  la  distance  VA' 
soit  un  infiniment  petit  d'ordre  n  -+-  i  par  rapport  à   MA. 

Suivons  toujours  la  même  méthode.  Soient  la  courbe  G  définie 
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par  les  équations 

et  la  surface  par  les  équations 

a?  =  F(w,v),        J^  =  <ï>(  w,  e),         z  =  1Ip(m,  p). 

Soient  t  =  tG,  u==Uq,  v  —  p0  les  valeurs  des  paramètres  don- 
nant le  point  commun  M.  On  suppose  que/7 (t0),  o' (t0)  et  'VÙ0) 
ne  sont  pas  nuls  à  la  fois  et  que  les  trois  déterminants  fonctionnels 
(voir  Chap.  XII,  n°  1) 

D(F,  4>)        D(<ï>,  W)       DÇV,  F) 
D(w,  p)         D(i«,  (>)         D(w,  p) 

ne  s'annulent  pas  tous  trois  pour  u  =  u0,  v  =  i>0. 

Pour  établir  une  correspondance  entre  A  et  A',  nous  devons 
définir  a  et  v  en  fonction  de  £.   Soient  donc  les  développements 

p  —  p«  =  î*t<*--A>)  -+- 1^2<^  —  /o)a-H...-H  ;*«(*  —  ^o)72-^-.-- 

Ecrivons  encore  que  chacune  des  différences  x  — #,  y' —  y  et 
z — z  est  un  infiniment  petit  d'ordre  n  -f-  i  par  rapport  à  £  ==  £0« 
Or  on  a 

et,  en  remplaçant  m  —  «0  et  c  —  r0  par  leurs  développements,  nous 
avons  à  annuler  dans  x'  —  x  les  coefficients  des  n  premières  puis- 
sances de  t  —  ^0.  Il  vient  ainsi  un  premier  groupe  de  n  équations 
entre  les  in  inconnues  ),,,...,  An,  {/.,,  .  . .  ,  ^n  : 

.       ^F  ^F  »,        X 

1       <)F  ^F  I       A,'j2F  ->  ^F  ,   ^F\  »       /»/<,    A 


On  a  de  la  même  manière  deux  autres  groupes  relatifs  à  y  —  ) 

Cl    cl    Z     ■  y».» • 
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Nous  avons  donc  3//  équations  entre  in  inconnues.  Supposons, 

1  11-  •  r         •  ,D(F.<I>)  ,  ! 

par  exemple,  que  le  déterminant  fonctionnel  -=r-, 7  ne  s  annule 

11  D(i«,  v) 

pas  pour  u  =  u0,  v  =  v0.  Les  deux  premiers  groupes  permettront 
de  déterminer  les  X  et  les  jjl  ;  en  effet,  la  première  équation  du 
premier  groupe  et  la  première  du  second  groupe  permettent  de 
déterminer  X,  et  jj.,,  les  secondes  nous  donneront  X2  et  [j.2  et  ainsi 
de  suite,  sans  qu'on  soit  jamais  arrêté,  puisque  le  déterminant  des 
équations  du  premier  degré  en  X;  et  m;  (i  étant  quelconque)  qu'on 

a  à  résoudre  est  toujours  ■— — ! — -•  En  portant  les  valeurs  trouvées 

J  D(w0,  vQ)  r 

dans  le  troisième  groupe,  on  aura  les  n  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  que  G  et  S  aient  au  point  commun  M  un 
contact  d'ordre  n  ;  la  solution  de  la  question  est  donc  complète. 

lo.  Les  résultats  sont  particulièrement  simples  lorsque,  la 
courbe  étant  définie  par  les  équations 

la  surface  est  définie  par 

le  point  commun  correspondant  à  des  valeurs  t0  =  u0  =  c0  des 
paramètres.  Les  deux  premiers  groupes  donnent  dans  ce  cas 

Xi  =3 1,        X2  =  X3  = . . .  =  X„  =  o, 
[J.[  =  i,         \j.2=  pa  = . . .  =  \in  =  o. 

Si  on  le  préfère,  on  peut  vérifier  immédiatement  que  ces  va- 
leurs prises  a  priori  satisfont  à  la  question  ;  ce  sont  les  seules, 
puisque  les  équations  en  X  et  u  n'admettent  qu'un  système  de 
solutions.   On  a  donc 

v  —  p0  =  t  —  *f  -+■  ixn+l  (1  —  t0  )*-*-*  -+-...; 
en  portant  ces  valeurs  dans 

¥(«,  p)-+(0, 
les  termes  en  £  —  £0  jusqu'à  la  puissance  7i  disparaîtront,  si 
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qui  s'annule  pour  t  =  t0,  a  en  outre  ses  n  premières  dérivées 
nulles  pour  cette  valeur  de  t. 

Supposons  enfin  la  surface  représentée  par  l'équation 

Les  conditions  de  contact  s'obtiennent  par  la  même  règle  pra- 
tique que  nous  avons  donnée  pour  les  courbes  planes  :  dans  F  on 
remplace  x:  y,  z  par  les  fonctions  f(t),  ©(£')  et  ù(t). 

La  fonction  de  t  ainsi  obtenue  s'annule  ainsi  que  ses  n  pre- 
mières dérivées  pour  t=t0,  si  la  courbe  et  la  surface  ont  en 
(x0,  y0i '  z-o)  un  contact  d'ordre  n. 

16.  Faisons  quelques  applications  de  cette  théorie  du  contact 
de  deux  courbes  ou  d'une  courbe  et  d'une  surface.  Pour  une 
courbe  gauche  donnée  et  en  un  point  donné  de  cette  courbe,  la 
notion  de  courbe  ou  de  surface  osculatrice  appartenant  à  une  fa- 
mille dépendant  d'un  certain  nombre  de  paramètres  arbitraires  ne 
diffère  pas  de  la  notion  correspondante  pour  les  courbes  planes. 
On  cherchera  à  déterminer  les  paramètres  arbitraires  de  manière 
que  l'ordre  de  contact  soit  le  plus  élevé  possible  :  la  courbe  ou  la 
surface  sera  dite  alors  osculatrice. 

Prenons  l'équation  générale  d'un  plan 

kx  -t-  By  -h  G  z  -h  D  =  o  ; 

il  dépend  de  trois  paramètres  arbitraires.  On  pourra  donc,  en  gé- 
néral, déterminer  un  plan  ayant  avec  une  courbe  donnée  en  un 
point  donné  un  contact  du  second  ordre.  En  appliquant  la  règle 
du  paragraphe  précédent,  on  aura 

dx  ely  dz 

A—     -hB-f-     -+-C-T     =o, 
dt  dt  dt 

(6)  < 

1    .    d>-x        ^d^y        nd^z 

le  paramètre  t  ayant  la  valeur  correspondant  au  point  considéré  M 
sur  la  courbe.  Ces  deux  équations  donneront  des  quantités  pro- 
portionnelles à  A,  B,  G,  et,  par  conséquent,  la  direction  du  plan 
osculateur  qui,  passant  par  M,  se  trouve  ainsi  complètement  déter- 
miné.  Nous  avons  déjà  rencontré  ce  plan  (Chap.  XII,  n"  o),  en 
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cherchant  à  faire  passer  par  chaque  point  d'une  courbe  gauche  un 
plan  dont  la  caractéristique  soit  la  tangente.  Nous  pouvons  donc 
dire  que  la  surface  enveloppe  des  plans  oscillateurs  d'une 
courbe  gauche  est  la  développable  formée  par  ses  tangentes. 
Le  contact  du  plan  osculateur  avec  la  courbe  en  un  point  quel- 
conque est  du  second  ordre.  Ce  contact  peut-il  être  d'ordre  supé- 
rieur? Il  faudrait  pour  cela  que  l'on  eût 

dzx  d\y  dïz 

A  — —   -t-  B  ——  -+-  G  -r—  ==  o. 
c  t*  dtA  dt* 


Cette  équation,  rapprochée  des  équations  (6),  donne 
(7) 


dx       dy       dz 

d-  x     d'ly     d2  z 
d*  x     d'Ay     d3  z 


=  o, 


relation  qui  ne  sera  vérifiée  que  pour  certaines  valeurs  du  para- 
mètre t.  Les  valeurs  de  t  satisfaisant  à  cette  équation  donnent  sur 
la  courbe  des  points  où  le  contact  du  plan  osculateur  est  du  troi- 
sième ordre.  Ces  points  sont  analogues  aux  points  d'inflexion  des 
courbes  planes  ;'on  les  appelle  les  points  où  le  plan  osculateur 
est  stationnaire. 

En  général,  le  plan  osculateur  à  une  courbe  en  un  point  est 
traversé  par  la  courbe.  En  effet,  désignons  par  A,  B,  C  les  coeffi- 
cients du  plan  osculateur  tirés  des  équations  (6), 

dy  d'-z        dz  d*y 
~  ~dt   ~dt*  '  ~~dt  ~dF' 

On  a  les  expressions  analogues  pour  B  et  C.  Les  coordonnées 
#,  y,  z  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  sont  des  fonctions  du 
paramètre  ;  si  l'on  donne  à  t  un  accroissement  très  petit  /i,  on 
aura,  pour  des  valeurs  de  h  de  signes  différents,  des  points  qui 
seront  sur  la  courbe  de  part  et  d'autre  du  point  correspondant  à  la 
valeur  t  du  paramètre.  Ceci  posé,  soit  l'équation  du  plan  oscu- 
lateur 

A(X  —  ar)-t-B(Y—  7)+  C(Z~*)  =  o. 

Substituons,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  de  ce  plan, 
aux  coordonnées  X,  Y,  Z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe 
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infiniment  voisin  du  point  (x,  y,  fr),  soit  : 

dx         h*    dïx  k*      d*x 

X  ~  #  _  4-  _  —  4-  iT^73  "^~  +*  '  "  ' 

et  de  même  pour  Y  et  Z;  le  résultat  de  substitution  sera 

A3  /.    dzx        _  a?3  y        ~d:iz 

-—  (  A  — r—  4-  B  — p—  -+-  C  -r- 

6   \      dl*  dt*  di'> 

Si  le  point  n'est  pas  un  point  où  le  plan  oscillateur  soit  station- 
naire,  le  coefficient  de  A3  ne  sera  pas  nul  et,  pars  conséquent,  le 
signe  de  ce  résultat  de  substitution  sera  variable  avec  le  signe  de  A, 
ùesl-àrdirc  que  le  plan  oscillateur  traverse  la  courbe. 

Du  calcul  précédent  résulte  encore  que  la  distance  au  plan 
oscillateur  d'un  point  de  la  courbe,  infiniment  voisin  du  point  de 
contact,  est  du  troisième  ordre. 

Démontrons,  enfin,  une  dernière  propriété  du  plan  oscillateur 
qui  pourrait  lui  servir  de  définition.  Ce  plan  peut  être  considéré 
comme  la  limite  d'un  plan  passant  par  un  point  M  d'une  courbe 
ga,uche  et  deux  points  infiniment  voisins  M'  et  M"  de  la  courbe, 
qui  tendent  vers  M  d'une  manière  quelconque.  Soit,  en  effet, 

A;2?-+-By-hC^-4-D  =o 

* 

l'équation  d'un  plan.  Désignons  par  a(£)  le  résultat  de  la  substitu- 
tion dans  le  premier  membre  des  coordonnées  du  point  M.  Si  t  -\-1i 
et  t  -\-  h'  désignent  les  coordonnées  de  M'  et  M*,  les  résultats  de 
la  substitution  des  coordonnées  des  points  M'  et  M"  seront  a  (t  -\-h) 
et  \(t  -\-  h,y).  Nous  avons  donc  les  trois  équations 

X(£)  =  o,        X(£ -4-  h)  =  o,        \(t-\-  h')  =o. 

Par  des  combinaisons  analogues  à  celles  que  nous  avons  faites 

pour   démontrer  une    propriété   semblable    du  cercle    osculateur 

(Ghap.  XIII,  n°  o),  on  déduit  de  là,  en  faisant  tendre  h  et  h'  vers 

zéro, 

X(jf)  =  o,        X'(/}  '=  o,        X"(*)  =  o. 

Les  deux  dernières  relations  sont  précisément  les  deux  équa- 
tions 

A  dx   -h  B  dy    ■+■  C  dz    =  o, 

A  d*x  -+-  B  d*y  +  G^;  =  o, 
qui  caractérisent  le  plan  oscillateur. 
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Ainsi  le  plan  oscillateur  jouit  d'une  propriété  analogue  à  celle 
de  la  tangente  d'une  courbe  plane,  qui  est  la  limite  d'une  droite 
passant  par  un  point  de  la  courbe  et  un  point  infiniment  voisin.  De 
même  que  la  tangente  à  une  courbe  plane  rencontre,  en  général,  la 
courbe  en  deux  points  confondus  au  point  de  contact,  pareillement 
le  plan  oscillateur,  pour  un  point  arbitraire  d'une  courbe  gauche, 
la  rencontre  en  trois  points  confondus  en  ce  point.  En  un  point 
d'inflexion  d'une  courbe  plane,  il  y  a  avec  la  tangente  trois  points 
confondus;  de  même,  en  un  point  où  le  plan  oscillateur  est  station- 
naire,  il  y  aura  quatre  points  de  rencontre  avec  le  plan  oscillateur. 

17.  Pourrait-il  arriver  que,  pour  tous  les  points  d'une  courbe, 
le  plan  osculateur  fût  stationnaire?  Le  déterminant  (7)  serait  alors 
identiquement  nul.  Il  est  aisé  de  voir  que,  dans  ce  cas,  la  courbe 
est  plane.  Laissant  de  côté  le  cas  où  la  courbe  serait  dans  un  plan 
parallèle  au  plan  des  yz,  nous  pouvons  prendre  x  comme  variable 
indépendante,  et  l'identité  (7)  se  réduit  à 

d-y  dzz        d-z  d%y 
dx2   dx*        dx'1   dx:i 

En  l'écrivant  sous  la  forme 

d*y  dA  z 

dx:i  dx'' 


d\y  d* z 

dx1  dx'1 

et  en  intégrant,,  on  obtient 

d"-y  d2z 

dx1  dx- 

d'où  l'on  conclut,  en  intégrant  encore  deux  fois, 

y  =  G* -h  C'a: -I- C", 

les  G  étant  des  constantes.  La  courbe  est  donc  plane. 

18.  Une  seconde  application  de  la  théorie  du  contact  nous  sera 
fournie  parla  recherche  de  la  sphère  osculatrice.  L'équation  d'une 

sphère 

(x  —  a)2-f-(j  —  6)24- (3  _  c)2—  R2=o 
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renfermant  quatre  paramètres  arbitraires,  on  peut  choisir  ces 
paramètres  de  façon  que  la  sphère  ail  un  contact  du  troisième 
ordre  avec  une  courbe  gauche  donnée  en  un  point  donné.  En  rem- 
plaçant #,  y,  z  par  leur  valeur  en  fonction  de  £,  nous  aurons,  pour 
le  point  considéré, 

(x  —  a)2-H(jK—  b)*-h(z—  c)2  —  R2  =  o 

et,  en  posant 

...  ,  dx        ,  .  ,  dy        .  .  dz 

K*)  =  (a?_a)_+(r_6).^ +(*-«)-, 

les  équations 

lx(t)  =  0>         [xf(t)  =  o,  ix"(t)  =  o. 

Ces  trois  équations  déterminent  le  centre  de  la  sphère  oscula- 
trice,  et  l'on  peut  définir  d'un  mot  sa  position.  L'équation  <ji(£)  =  o, 
en  y  regardant  «,  6,  c  comme  des  coordonnées  courantes,  repré- 
sente, en  effet,  le  plan  normal  à  la  courbe  au  point  (#,  y,  z)  ;  en  se 
déplaçant,  le  plan  normal  enveloppe  une  surface  développable,  et 
les  trois  équations  précédentes  déterminent  le  point  où  la  carac- 
téristique du  plan  normal  touche  son  enveloppe  (Chap.  XII).  Nous 
avons  donc  la  proposition  suivante  : 

Le  centre  de  la  sphère  osculatrice  est  sur  la  caractéristique 
du  plan  normal  et  au  point  où  cette  caractéristique  touche  son 
enveloppe. 

La  caractéristique  du  plan  normal  pour  un  point  M  dune  courbe 
gauche  est  souvent  appelée  la  droite  polaire  du  point  M.  Cette 
droite  polaire  est  perpendiculaire  au  plan  osculateur,  comme  le 
montrent  les  deux  équations 

(X  —  x)  dx    -*-(Y  —y)dy   -h  (Z  —  z)  dz  —  o, 

( X  —  x )  d* x  -h  (  Y  —  y )  d>-y  -+-  (  Z  —  z  )  d1*-  z  —  ds'-  =  o, 

qui  la  définissent,  car  cette  droite  est  manifestement  parallèle  à  la 

droite 

X       Y       Z 

Â  ~~  B  ~  C 

et,  par  suite,  normale  au  plan  osculateur. 
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19.  Gomme  exemple  de  courbes  osculatrices  à  une  courbe 
gauche,  prenons  d'abord  la  droite.  Les  équations  d'une  droite 

x  =  az  -h /?,         y  =  bz  -+■  g 

dépendant  de  quatre  paramètres,  le  contact  pourra  être  seulement 
du  premier  ordre.  On  aura  les  quatre  équations 

x  =  az^r-p,         y=zbz-\-qy         dx  =  adz,         dy  =  b  dz, 

qui  déterminent  les  quatre  coefficients.  La  droite  ainsi  trouvée  est 
évidemment  la  tangente.  Pour  que  le  contact  soit  du  second  ordre, 
il  faudrait  encore  avoir 

d^x^ad'-z,         d*-y  =  bd2z. 

Le  contact  de  la  tangente  avec  la  courbe  sera  donc  du  second  ordre 
seulement  pour  les  points  vérifiant  les  relations 

d~  x         d-y        d1  z 
dx  dy  dz 

Si  l'on  prend  pour  #,  y,  z  trois  fonctions  arbitraires  d'un  para- 
mètre t,  il  n'y  a  pas,  en  général,  sur  la  courbe  correspondante,  de 
points  où  le  contact  avec  la  tangente  soit  du  second  ordre.  Pour  un 
tel  point,  quand  il  existe,  l'équation  du  plan  oscillateur  est  indé- 
terminée, puisque  les  trois  coefficients  désignés  par  A,  B,  C  sont 
nuls;  tout  plan  passant  par  la  tangente  en  ce  point  rencontre  la 
courbe  en  trois  points  confondus  au  point  de  contact. 

Comme  dernière  application,  cherchons,  enfin,  le  cercle  oscu- 
lateur  à  une  courbe  gauche  en  un  point  M  de  cette  courbe.  Le 
plan  d'un  cercle  dépend  de  trois  paramètres  et,  dans  ce  plan,  le 
cercle  est  déterminé  si  l'on  donne  son  centre  et  son  rajon.  Ainsi 
les  équations  d'un  cercle  renferment  six  paramètres;  donc  on 
pourra  déterminer  un  cercle  ayant,  avec  une  courbe  donnée  en 
un  point  donné,  un  contact  du  second  ordre.  Le  cercle  peut  être 
défini  comme  intersection  du  plan 

(P)  A  a? -h  By-hCz-hD  =o 

et  d'une  sphère 

(S)  (x  —  ay+iy—  6)2-f-(z  —  c)9-—  :J  =  o. 

PICARD.    —    T.    I.  30 
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Cette  sphère  ne  peut  être  d'ailleurs  complètement  déterminée;  les 
deux,  équations  précédentes  contiennent  un  paramètre  de  trop, 
car,  par  un  cercle,  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  sphères 
dépendant  d'un  paramètre  arbitraire. 

Appliquons  la  théorie  du  contact.  Aux  deux  équations  précé- 
dentes nous  devons  adjoindre,  d'une  part,  les  deux  équations 

À  dx    4-  B  dy    H-  G  dz    =  o, 

A.d-x  -+-  B  d2y  -+-  G  d~  z  —  o  ; 

elles  montrent  que  le  plan  (P)  est  le  plan  oscillateur  à  la  courbe. 
D'autre  part,  en  différentiant  deux  fois  l'équation  (S),  nous  obte- 
nons deux  équations  qui  représentent  la  droite  polaire,  si  l'on  y 
regarde  a,  &,  c  comme  des  coordonnées  courantes.  Donc  le  centre 
de  la  sphère  se  trouve  sur  la  droite  polaire.  Gomme,  d'autre  part, 
cette  droite  est  perpendiculaire  au  plan  osculateur,  on  voit  que 
le  cercle  oscillateur  est  complètement  déterminé  comme  intersec- 
tion du  plan  osculateur  avec  une  sphère  quelconque  ayant  son 
centre  sur  la  droite  polaire  et  passant  en  M.  On  peut  encore  dire 
que  Le  cercle  osculateur  est  le  cercle  du  plan  osculateur  pas- 
sant en  M  et  ayant  pour  centre  le  point  où  la  droite  polaire, 
correspondant  à  M,  rencontre  le  plan  oscillateur. 

20.  Je  dirai  peu  de  chose  sur  le  contact  de  deux  surfaces.  En 
nous  plaçant  toujours,  pour  commencer,  dans  les  conditions  les 
plus  générales,  prenons  les  équations  des  deux  surfaces  sous  la 
forme 

(S)  &=f(u,ç),        p  =  tp(w,  v),       z=<b(u,v) 

et 

(S')  ar  =  F(U,-¥),         <r=*'(U,  V),         z  =  W(U,  V), 

et  supposons  que  ces  surfaces  aient  un  point  commun  A(xQly0,  z0) 
correspondant  respectivement  à  («0,  e0)  et  (U0,  \  0)-  On  dira  que 
ces  deux  surfaces  ont  au  point  A  un  contact  d'ordre  ra,  si  à  tout 
point  M  de  S,  infiniment  voisin  de  A,  on  peut  faire  correspondre 
un  point  M7  sur  S'  tel  que  la  distance  MM'  soit  infiniment  petite 
d'ordre  n  +  i  par  rapport  à  AM.  Comme  il  y  a  ici  deux  variables 
indépendantes,  il  est  nécessaire  de  préciser  les  conditions  dans 
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lesquelles  nous  prenons  les  infiniment  petits.  Les  coordonnées  du 
point  M'  s'obtiendront  en  donnant  à  uQ  et  c0  deux  accroissements 
il  —  ua  el  v  —  c„  ;  nous  regarderons  ces  deux  accroissements 
comme  des  infiniment  petits  arbitraires,  mais  de  même  ordre.  La 
distance  ÀM  sera  alors  de  l'ordre  de  u — BfQ  ()U  V —  çoi  et  nous 
devons  écrire  que  MM'  et,  par  suite,  (x' — x),  (y' — y)  et  (zf  —  z) 
sont  des  infiniment  petits  d'ordre  n  -\-  i .  La  correspondance  entre 
M  el  \T  sera  définie  par  deux  relations  de  la  forme 

U  —  U0  =  A,  (  U  —  »9)  H-  \l\  (  V  —  C0  )  h-  . . . , 

V  —  V0  =  X2 ( u  —  k0)  -+-  f*s(i> -*-  *©) '4- 

En  substituant  dans 

3?'  =  F(U,  Y),        y=^(U,  V),        ^'=  W(U,  V) 

ces  valeurs  de  U  et  \  ,  nous  écrirons  que  les  développements  de 
x' — x,  y — y,  z' —  z  commencent  par  des  termes  de  degré 
n  -\-  \  en  u  —  u0  et  v  —  e0.  On  a  ainsi  à  écrire 


(h  +  i)(/i 

2 


«-,] 


équations.   Celles-ci  renferment  des  ),  et  des  p»,  coefficients   des 
termes  en  u — u0  et  v — ■  e0  jusqu  au  rang  «,  qui  sont  en  nombre 


|  U 


l)(fl  +  9.) 
—  j 


y-w  j  (  71   -h  i)  (  n  -\- 1)  ,  .  ,  ,  .    . 

Un    a    donc i    équations    de    condition    pour 

qu'en  un  point  A,    qui  est  supposé   appartenir   à    deux    surfaces 
S  et  S',  celles-ci  aient  en  À  un  contact  d'ordre  n. 

Prenons  le  cas  très  simple  et  toujours  réalisable  où  les  surfaces 
sont  données  par  les  deux  équations 

#==/(■**>  ■?)>  y  =  o(u,  p),  *  =  <(;.(.«,  r), 

*=/(U,  V),      r  =  ?(^^  »,      «=.v.<li,  V), 

les  fonctions  /',   F  et  o-,  <£  coïncidant;  de  plus  U0==w0?  Y0=ç0. 
On  vérifiera    facilement  que,   dans  ce    cas,    la  correspondance 
entre  l    el  \  est  donnée  parles  équations  de  la  forme 

U  —  U0  =  K  —  Kq -+-.._.. , 
V  —  V0  =  v  —  v0.-+ . . . , 
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les  termes  non  écrits  étant  de  degrés  supérieurs  au  /i'''mc  en  u  —  u0 
et  v  —  v0  ;  les  conditions  de  contact  s'obtiennent  en  écrivant  que 
les  dérivées  partielles  des  deux  fonctions  à  et  W,  jusqu'au 
nièm6  orc[re  inclusivement,  sont  égales  pour  (i/0,  p0). 

En  particulier,  si  les  deux  surfaces  sont  données  par  les  équa- 
tions 

z  =  ù(x,y),         z  =  W(x,y), 

les  deux  surfaces  auront,  au  point  correspondant^  (#0,  y0)-,  un 
contact  d'ordre  /z,  si  les  fonctions  <l  et  W  sont  égales,  ainsi  que 
leurs  dérivées  partielles  jusqu'au  rang  /*,  pour  x  —  x0,  y=y0. 
Le  nombre  de  ces  conditions,  où  se  trouve  exprimé  que  la  seconde 
surface  passe  en  (j?0,  y0,  z0)  est  donc  supérieur  d'une  unité  au 
nombre  trouvé  plus  haut;  il  est,  par  suite,  égal  à 

l'n  +  i)(/i  +  2) 

'2 

Ce  nombre  donne  à  la  théorie  qui  nous  occupe  un  caractère 
propre,  et  la  rend  très  différente  de  celle  du  contact  d'une  courbe 
et  d'une  surface,  particulièrement  en  ce  qui  concerne  les  surfaces 
osculatrices  à  une  surface  donnée.  Nous  renverrons,  pour  ce  point, 
au  Cours  d'Analyse  d'Hermite  (p.  139),  où  l'on  trouvera  les 
particularités  curieuses  que  présentent  les  surfaces  osculatrices 
du  second  degré.  Je  renverrai  aussi  à  un  intéressant  Mémoire 
d'Halphen,  qui  fait  suite  aux  recherches  d'Hermite  (*). 


IV.  —  Formules  de  Cayley,  relatives  aux  courbes  gauches 
algébriques,  analogues  aux  formules  de  Pliicker.  — 
Courbes  dont  les  tangentes  appartiennent  à  un 
complexe  linéaire. 

21.  Nous  avons  appelé  l'attention  (n°  16)  sur  les  points  d'une 
courbe  gauche  où  le  plan  oscillateur  est  stationnaire  :  ce  sont  les 
points  où  le  plan  osculateur  a,  avec  la  courbe,  un  contact  du  troi- 
sième ordre.  Si  l'on  se  donne  une  courbe  gauche  quelconque,  en 
coordonnées  ponctuelles,  c'est-à-dire  si  l'on  prend,  pour  les  coor- 


(l)  Sur    le  contact   des  surfaces    {Bulletin   de    la    Société  mathématique, 
t.  III). 
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données  #,  y,  zy  des  fonctions  arbitraires  d'un  paramètre  t,  la 
courbe  possédera  des  points  de  la  nature  indiquée,  car  la  condition 
qui  leur  correspond  s'exprime  par  une  équation  unique  en  t. 
Nous  allons  nous  borner  aux  courbes  gauches  algébriques  :  #,  V,  z 
seront  alors  des  fonctions  algébriques  arbitraires  d'un  paramètre  t. 
D'autres  singularités  se  présenteront  d'une  manière  normale  si, 
au  lieu  de  se  donner  la  courbe  en  coordonnées  ponctuelles,  on  se  la 
donne  en  coordonnées  tangentielles,  c'est-à-dire  si  l'on  se  donne 
la  courbe  comme  arête  de  rebroussement  de  la  surface  dévelop- 
pable  enveloppe  d'un  plan  mobile 

A^4-Bjk  +  G^  +  D  =  o, 

où  A,B,  G,  D  sont  des  fonctions  d'un  paramètre  a.  Il  va  se  pré- 
senter ici  ce  qu'on  a  rencontré  dans  l'étude  des  courbes  planes, 
où  les  points  d'inflexion  se  rencontrent  dune  manière  normale 
dans  les  courbes  données  arbitrairement  par  une  équation  en 
coordonnées  ponctuelles,  tandis  que  ce  sont,  au  contraire,  les  points 
de  rebroussement  qui  se  présentent  d'une  manière  normale  dans 
les  courbes  données  arbitrairement  par  une  équation  en  coor- 
données tangentielles. 

Reprenons  le  plan  mobile  dont  l'équation  est  écrite  ci-dessus. 
La  courbe  sera  donnée  par  les  trois  équations 

[A^  +  B/  +  Cz  +  D=o, 

(8)  ]  A'  x  h-  B' y  -+-  G'  z  ■+-  D'  =  o, 

(  A".r  h-  B>  +  C"z  -4-  D"  =  o 

qui  donnent  #,  j',  z  en  fonction  du  paramètre  a.  A  ces  équations 
adjoignons  la  suivante 

(9)  .  A'"a?-4-B">  +■  Q" z  4-  D"=  o.  . 

Pour  a  arbitraire,  il  n'y  aura  pas  de  valeur  de  x,  jr,  z  satisfai- 
sant à  ces  quatre  équations.  Mais  une  seule  relation  en  a  exprime 
que  ces  quatre  équations  ont  une  solution  commune. 

Soit  y.0  une  valeur  de  a  vérifiant  cette  relation.  Le  point  corres- 
pondant est  dit  un  point  stationnaire  de  la  courbe.  Jl  ne  faut  pas 
confondre  les  points  stationnaires  avec  les  points  considérés  pré- 
cédemment ou  le  plan  oscillateur  est  stationnaire. 

En  général,  c'est-à-dire  si  A,  B,  G,  D  sont  des  fonctions  quel- 
conques de  a,  un  point  stationnaire  n'est  pas  un  point  simple  de 
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la  courbe,  mais  est  à  considérer  comme  l'analogue  du  point  de 

rebroussement  de  première  espèce  dans  les  courbes  planes.   Pour 

le  démontrer,   nous  allons  faire  voir  que,  pour  ce  point,  on  aura, 

en  général, 

dx  =  dy  =  dz  =  o, 

i  •  dy         dz  -,  •  -i  ,      i 

les  quotients  -j-  et  -j-  ayant  une   valeur  unique;    il  en  résultera 

bien  que  le  point  stationnaire  pourra  être  regardé  comme  un  point 
de  rebroussemenl  de  la  courbe  gauche. 

Les  deux  premières  équations  (8)  donnent,  quel  que  soit  a, 

A  dx  -h  B  dy  -+-  G  dz  =  o, 
k'dx  -+-  B'dy-^-C'dz  ==  o. 

On  a,  d'autre  part,  a  étant  toujours  arbitraire, 

A"  dx  4-  B"  dy  -h  G"  dz  -h  d*(M" x  4-  W"  y  4-  G" z  4-  D'")  =  o  ; 

faisons  maintenant  a  =  a0,  on  aura 

A"  dx  +  B"  rfy  +  G"  dz  =  o. 

Nous  avons  donc  trois  équations  homogènes  en  dx,  dy,  dz,  dont 
le  déterminant  ne  sera  pas  nul  en  général  pour  a  =  a(),  et  l'on  a 

bien,  par  suite, 

dx  =  dy  =  dz  =  o 

pour  le  point  stationnaire;  quant  aux  rapports  de  dx,  dy,  dz,  ils 
sont,  en  général,  déterminés  par  les  deux  équations  écrites  plus 
haut. 

22.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  l'on  veut  introduire, 
dans  l'étude  des  courbes  gauches  algébriques,  les  singularités  qui 
se  rencontrent  nécessairement  dans  une  courbe  ou  dans  sa  trans- 
formée par  polaires  réciproques,  on  doit  envisager  à  la  fois  les 
points  où  le  plan  tangent  est  stationnaire  et  les  points  station- 
naires.  C'est  ce  que  l'on  fait  en  Géométrie  plane  dans  les  formules 
de  Plùcker;  M.  Cajlej  a  donné  pour  les  courbes  gauches  algé- 
briques des  formules  très  intéressantes  qui  sont  les  analogues  de 
celles  de  Plùcker  :  nous  allons  les  établir  ('). 

(*)  A.  Cayley,  Mémoire  sur  les  courbes  à  double  courbure  et  les  surfaces 
cléveloppables  {Journal  de  Liouville,  t.  X;  i845).  —  Voir  aussi  Salmon,  Géo- 
métrie à  trois  dimensions. 
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Introduisons  d'abord  certains  nombres  entiers  qui  vont  jouer 
un  rôle  essentiel.  Les  tangentes  à  la  courbe  gauche  C  forment. une 
surface  développable  dontnous  désignerons  le  degré  par  r.  Repré- 
sentons ensuite  par  n  le  nombre  des  plans  oscillateurs  que  Ton 
peut  mener  à  la  courbe  par  un  point  arbitraire  de  l'espace.  On 
appelle  r  le  rang  et  n  la  classe  de  la  courbe  gauche.  Nous  dési- 
gnerons par  y.  le  nombre  des  points  où  le  plan  oseulateur  est 
stationnaire  et  par  JB  le  nombre  des  points  stationnaires. 

Nous  avons  encore  quatre  nombres  à  définir.  Le  plus  important 
est  le  nombre  des  sécantes  doubles  de  la  courbe  qui  passent  par 
un  point  arbitraire  de  l'espace;  désignons-le  par  k.  11  représente 
le  nombre  des  points  doubles  apparents  de  la  courbe,  c'est-à-dire 
le  nombre  des  points  doubles  de  la  perspective  de  la  courbe  quand 
on  la  projette  coniquement  d'un  point  de  Mie  arbitraire  sur  un 
plan  quelconque. 

Prenons  ensuite  un  plan  arbitraire;  il  y  aura  dans  ce  plan  un 
certain  nombre  de  droites  par  lesquelles  on  pourra  mener  deux 
plans  oscillateurs  à  la  courbe  gauche;  leur  nombre  est  g. 

Un  plan  arbitraire  peut  contenir  un  certain  nombre  x  de  points 
qui  soient  à  la  rencontre  de  deux  tangentes  à  la  courbe  gauche. 

Enfin,  par  un  point  arbitraire  on  peut  mener  un  certain  nombre 
de  plans  tangents  en  deux  points  à  la  courbe  :  y  représentera 
leur  nombre. 


23.  Commençons  par  rappeler  les  formules  de  Pliïcker  rela- 
tives aux  courbes  planes.  En  représentant  par  y.  l'ordre  d'une 
cou  ri  je.  par  y  sa  classe,  par  o  le  nombre  de  ses  points  doubles, 
x  de  ses  points  de  rebroussement,  t  de  ses  tangentes  doubles, 
i  de  ses  points  d'inflexion,  on  a  les  deux  équations 

v  ==     ;jl  (  ;jl  —  i  )  —  2  à  —  3  -/., 
i  =  3  f*(  fi.  —  i  )  —  Go  —  8  •/., 

auxquelles  il  faut  joindre  les  deux  suivantes 

;j.  =      v  (  V   —  I  )  —  1Z  —  3  l ', 

y,  =  3  v  (  v  —  i  )  —  6 x  —  8  i. 
Ce-  formules  se  réduisent  d'ailleurs  à  trois,  car  les  deux  pre- 
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mières  et  les  deux  dernières  conduisent  à  la  même  relation 

i  —  3  v  =  y.  —  3  [jl. 

24.  Ceci  posé,  considérons  la  surface  développable,  formée  par 
les  tangentes  à  la  courbe  C,  et  son  intersection  avec  un  plan  quel- 
conque P.  Cette  intersection  Y  est  une  courbe  d'ordre  r;  sa  classe 
est  évidemment  égale  à  n.  Un  point  double  de  Y  correspond  à  deux 
tangentes  de  C  se  coupant  sur  le  plan  P;  T  aura  donc  3?  points 
doubles. 

D'autre  part,  le  nombre  des  tangentes  doubles  de  cette  courbe 
est  égal  à  g,  puisqu'une  tangente  double  doit  provenir  de  l'inter- 
section de  deux  plans  osculateurs  de  la  courbe  située  dans  P. 
Enfin  la  courbe  Y  possède  m  (')  points  de  rebroussement  qui  sont 
les  intersections  de  C  avec  le  plan  P,  et  elle  a  a  points  d'inflexion. 

Nous  aurons  donc 

71=     /(r — i)  — ix  —  3  m,         /•    =     n(n  —  i)  —  ig  —  3  a, 
a  =  3  r  (  r  —  2)  —  6x  —  8m,         m  =  Zn(n  —  2)  —  6  £•  —  8a, 

et  ces  équations  se  réduisent  à  trois  relations  distinctes. 

Un  autre  système  d'équations  est  fourni  par  la  considération  du 
cône  ayant  pour  sommet  un  point  arbitraire  et  passant  par  la 
courbe.  Considérons  une  section  plane  quelconque  S  de  ce  cône. 
Son  degré  sera  égal  à  m  ;  sa  classe  sera  égale  au  nombre  des  plans 
tangents  qu'on  peut  mener  à  la  courbe  C  par  une  droite  arbitraire, 
et  sera  par  conséquent  égal  au  nombre  des  tangentes  de  C  rencon- 
trant cette  droite,  c'est-à-dire  /*.  Les  points  doubles  de  2  corres- 
pondront aux  droites  doubles  du  cône,  et  par  suite  aux  sécantes 
doubles  de  C;  leur  nombre  est  h.  Le  nombre  des  tangentes  doubles 
sera  jr,  d'après  la  définition  même  dey.  Les  points  de  rebrousse- 
ment de  S  proviendront  des  points  stationnaires  :  leur  nombre 
sera  j3.  Enfin  les  points  d'inflexion  correspondent  aux  n  plans 
osculateurs  menés  par  le  sommet  à  la  courbe  C.  On  a  par  suite  les 
formules 

r  =     m(m — 1)  —  ih  —  3(3,         m  =     r(r — 1)  —  o.y  —  3/?, 
n  —  3m(m-  ,2)  —  6A  —  8(3,         [J   =  3r(r —  2).—  67  —  8/*, 

et  nous  avons  là  seulement  trois  relations  distinctes. 

(l)  in  désigne  le  degré  de  C. 
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En  résumé,  nous  avons  six  relations  entre  les  neuf  quantités 
r,     m,     n,     g,     h,     a,     (3,     x,    y. 

Six  d'entre  elles  peuvent  être  déterminées  en  fonction  des  trois 
autres  (  *  ). 

25.  Cherchons  ce  que  nous  donneront  les  formules  précédentes 
pour  les  courbes  gauches  du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

On  sait  qu'on  appelle  cubique  gauche  l'intersection  incom- 
plète de  deux  surfaces  S  et  S'  du  second  degré  ayant  une  généra- 
trice commune  D. 

Soit  A  un  point  quelconque  de  l'espace;  considérons  la  surface 
du  second  degré,  représentée  par  l'équation 

S  -h  XS'  =  o, 

passant  en  A.  En  ce  point  on  peut  mener  sur  la  surface  deux 
génératrices  rectilignes;  la  génératrice  de  même  système  que  D 
rencontrera  la  cubique  en  deux  points. 

Ce  sera  donc  une  sécante  double  de  la  cubique,  passant  par  A, 
et  ce  sera  évidemment  la  seule,  car  toute  autie  sécante  double 
avant  trois  points  communs  avec  la  surface  S-f-XS'==  o  doit  coïn- 
cider avec  la  génératrice  considérée.  On  aura  donc  h  =  i . 

D'autre  part,  a  est  nécessairement  nul,  car  un  plan  oscillateur  ne 

peut  rencontrer  la  cubique  gauche  en  quatre  points. 

\  vant 

m  =  3^         h  =  i,         a  =  o, 

nous  pouvons  trouver  les  six  autres  nombres.  On  obtient  ainsi 

La  solution  [3  =  o  était  évidente  a  priori,  une  cubique  ne  pou- 
vant avoir  de  point  stationnaire.  La  développable  formée  par  les 
tangentes  à  une  cubique  gauche  est  du  quatrième  degré  (r—  4)> 
et  enfin  par  un  point  quelconque  de  l'espace  on  peut  mener  trois 
plans  osculateurs  à  une  cubique  gauche  (n  =  3). 

Au  sujet  des  plans  osculateurs  menés  par  un  point  A,  Chaslcs  a 


(')  M.  Zeuthen,  dans  un  Mémoire  inséré  dans  les  Annali  dl  Mat.,  2e  série. 
t.  III,  a  examiné  le  cas  où  la  courbe  aurait  des  singularités  plus  compliquées. 
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établi  une  proposition  élégante,  donl  la  démonstration  se  rattache 
d'ailleurs  aux  considérations  précédentes.  En  prenant  le  point  A 
comme  point  de  vue,  projetons  la  cubique  gauche  sur  un  plan 
quelconque.  Cette  perspective  sera  une  courbe  du  troisième  degré 
avec  un  point  double  ;  les  projections  des  points  de  contact  des 
plans  oscillateurs  menés  de  A  à  la  cubique  seront  des  points  d'in- 
flexion de  cette  courbe  plane.  Or  celle-ci,  ayant  un  point  double, 
a  trois  points  d'inflexion  situés  en  ligne  droite.  Nous  voyons  donc 
que  les  trois  points  de  contact  des  plans  oscillateurs  menés  d'un 
point  arbitraire  A  à  une  cubique  gauche  sont  dans  un  plan 
passant  par  le  point  A. 

Examinons  maintenant  les  courbes  gauches  du  quatrième  degré. 
Une  première  catégorie  de  ces  courbes  est  obtenue  par  l'intersec- 
tion de  deux  surfaces  du  second  degré.  Le  nombre  des  points 
doubles  apparents  est,  pour  une  telle  courbe  C,  égal  à  deux,  car  on 
voit  de  suite  que  d'un  point  arbitraire  de  l'espace  on  peut  mener 
deux  sécantes  doubles  à  C  :  on  a  donc 


m 


;,        h  =  2,        (3  =  o. 
On  a,  par  suite,  d'après  les  formules  de  Gayley, 


-s. 


n  =  12, 


a  =  16. 


Il  est  facile  de  chercher  directement   ces    nombres;   faisons  le 
calcul  pour  r.  Soient 

/(^i/.'^o,         o(x,  y,  z)  =  o 
les  deux  quadriques  définissant  G.  Cherchons  les  tangentes 

à  cette  courbe,  qui  rencontrent  la  droite 

AX  +BY  +CZ+D=o, 

A'X-+-B'Y  +  C'Z-+-  D'=o. 

Le  point  de  contact  (#,  j\  z)  sera  donné  par  l'équation 

A     B      G      D 

A'     B'     C     D' 

J  x     J  y     Jz      J t 


iz 


=  o. 
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Cette  dernière  équation  représente  une  surface  du  second  degré; 
elle  a  huit  points  de  rencontre  avec  C.  Donc  r  =  8. 

Toutes  les  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  ne  rentrent  pas 
dans  la  famille  précédente.  Soit  G  une  courbe  gauche  arbitraire 
du  quatrième  ordre  (sans  points  multiples).  Par  cette  courbe  on 
peu!  évidemment  faire  passer  une  quadrique  S2  et  une  surface  du 
trni  ième  degré  S3.  L'intersection  de  ces  deux  surfaces  se  complète 
par  une  courbe  du  second  degré  T.  Si  C  n'est  pas  l'intersection  de 
deux  quadriques,  je  dis  que  V  n'est  pas  une  courbe  plane.  Nous 
pouvons,  en  effet,  supposer  que  celle-ci  serait  dans  le  plan  z  =  o, 
et  aurait  pour  équations  z  =  o,  f-i(x,  y)  =  o.  Les  surfaces  S3  et  S2 
auraient  alors  pour  équations 

(ax  -+-  by  -4-  c)/2(a7,  y)  -r-  zFg(ar,  y,  z)  =  o, 
/»(a?,^).+  *(Aà?-+-Bjr-4-  C.-  +  D)  =  o, 

d'où  Ion  déduit 

(ax  H-  by  -+-  c)  (Aa?  -+•  By  -+-  C- -f-  D)  —  F2(a?,  y,  z)  =  o, 

ce  qui  donnerait  une  seconde  quadrique  passant  par  C. 

La  courbe  Y  se  compose  donc  de  deux  droites  ne  se  rencon- 
trant pas.  Il  en  résulte  immédiatement  que  C  est  une  courbe  uni- 
cursale,  car  une  génératrice  de  la  surface  S2,  de  système  autre  que 
celui  des  deux  droites,  ne  rencontre  la  surface  du  troisième 
degré  S3  qu'en  un  point  de  C. 

La  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  C  est  donc  unicursale ; 
elle  est  d'une  famille  différente  de  celle  que  nous  avons  étudiée 
plus  haut.  Elle  a  manifestement  trois  points  doubles  apparents,  et 

l'on  a  maintenant 

m  =  4,         h  =  3,         (3 1=  o; 
on  en  déduit 

r  =  G,         h  =  6,        y.  =  4- 

Les  courbes  précédentes  existent  bien  effectivement;  il  suffit  de 
prendre 

Pi  P2  P3 

x=  -pr'      y=  Yy      z  =  t  ' 

les  P  étant  des  polynômes  du  quatrième  degré  d'un  paramètre  /,. 
26.   Nous  avons  considéré  (Chap.  \If,  n°  20)  les  courbes  dont 
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les  tangentes  appartiennent  à  un  complexe  linéaire.  En  désignant 

par 

AL  -+-  BM  -+-  GN  -h  DX  -4-  EY  +  FZ  =  o 

l'équation  du    complexe,    les    courbes  dont  les  tangentes    appar- 
tiennent au  complexe  doivent  vérifier  la  relation 

( a )       A(y  dz  —  z  dy )  -4-  B ( z  dx  —  x  dz) 

-4-  G  (  x  dy  —  y  dx  )  -h  D  dx  -h  E  dy  -+-  F  dz  =  o . 

Leurs  plans  osculateurs  possèdent  une  propriété  remarquable. 
M.  Appell  a  en  effet  montré  que  le  plan  osculateur  en  chaque 
point  d'une  telle  courbe  est  le  plan  correspondant  au  point  dans  le 
complexe  (').  Ce  théorème  peut  s'établir  de  la  manière  suivante  : 

Le  plan  correspondant  au  point  (a?,  y,  z)  dans  le  complexe  est 

(X  —  x)(Bz  —  Gy-h  D)4-(Y—  y){Gx  —  A  z -h  E) 

-t-(Z  —  z)(Ay  —  B#-4-F)=  o. 

Ce  plan  coïncidera  avec  le  plan  osculateur  si  l'on  a  les  relations 

Bz-Cy  +  D  Cx  —  A*  4-E  Ay  —  Bx-^F 

dy  d'1  z  —  dz  d2y    "  dz  d^x  —  dx  d1  z        dx  d2y  —  dy  d-  x 

Or,  en  différentiant  l'équation  (a),  on  a 

(|3)     A(yd*z  —  zd*y)-h  B(zd2x  —  xd*z) 

-+-  C(xd2y  —  yd2x)-h  D  d*x+  Ed*y  +  Fd2z=o. 

Mais  ces  équations  (a)  et  (|3)  peuvent  s'écrire 

dx  (Bz-Cy-hD)-ï-dy  (C^-Az  +  E)  +  t/z  (Ay—Bx-±-F)  =  o, 


(.0) 


d*x(Bz  —  Cy  -4-  D)+  d*y(Cx  —  Az  -4-  E)  -4-  dïz(Ay  —  B^  +  F)  =  o, 


d'où  résultent  de  suite  les  équations  cherchées. 

De  ce  théorème  on  peut  déduire  une  propriété  des  plans  oscu- 
lateurs menés  par  un  point  aux  courbes  dont  les  tangentes  appar- 
tiennent à  un  complexe  linéaire.  Soient  C  une  telle  courbe  et  A  un 
point  quelconque  de  l'espace.  Je  considère  un  plan  osculateur  de 
la  courbe  passant  en  A;  M  étant  le  point  de  contact  de  ce  plan,  la 
droite  MA  appartiendra  au  complexe,  puisque  M  est  le  foyer  du 

(!)  P.  Appell,  Sur  les  cubiques  gauches  et  le  mouvement  hélicoïdal  d'un 
corps  solide  (Annales  de  V École  Normale  supérieure,  1876). 
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plan  oscillateur.  Cette  droite  sera  donc  dans  le  plan  correspondant 
an  point  A  dans  le  complexe.  Par  suite,  les  points  de  contact  M 
des  plans  oscillateurs  menés  par  A  à  la  courbe  sont  dans  un  même 
plan  passant  par  A.  Réciproquement,  d'ailleurs,  si  M  désigne  un 
point  de  rencontre  du  plan  polaire  de  A  avec  la  courbe  C,  le  plan 
polaire  du  point  M  passe  par  MA,  qui  appartient  alors  au  complexe; 
il  est  d'autre  part  le  plan  osculateur  à  C  en  M;  par  conséquent,  le 
plan  osculateur  en  ce  point  passe  par  A.  Ainsi  par  le  point  A  on 
peut  mener  à  la  courbe  autant  de  plans  oscillateurs  qu'il  y  a  de 
points  de  rencontre,  avec  la  courbe,  du  plan  polaire  de  A  dans  le 
complexe.  En  particulier,  si  la  courbe  gauche  est  algébrique,  son 
ordre  sera  égal  à  sa  classe,  et  tous  les  points  de  contact  des 
plans  oscillateurs  passant  en  A  seront  dans  un  plan  conte- 
nant ce  point.  Le  théorème  de  Chasles  relatif  aux  cubiques 
gauches  (n°  25)  est  un  cas  particulier  de  cette  proposition  géné- 
rale; nous  avons  vu  en  effet  (Chap.  XII,  n°  20)  que  les  tangentes 
d'une  cubique  gauche  appartiennent  à  un  complexe  linéaire. 

27.  Cherchons,  sur  une  courbe  gauche  dont  les  tangentes  appar- 
tiennent à  un  complexe  linéaire,  les  points  où  le  plan  osculateur 
est  stationnaire.  Il  faut  calculer  le  déterminant 

dx  dy  dz 
d'2x  d1y  d-z 
d*  x     d3y     d3  z 

A  cet  effet,  joignons  aux  équations  (io)  l'équation  obtenue  en 
différentiant  la  seconde  de  ces  équations  ;  ce  sera 

(ii)     d*x(Bz  —  Cy  +  D)-+-d3y(Cx  —  As-hE) 

'      -+-d*z(Ay  —  B^+F)  =  Aa  +  B^-f-Gy, 
en  posant 

a  =  d'2y  dz  —  d2z  dy,         $  =  d2zdx  —  d2x  dz,         y  =  d'2x  dy  —  d*y  dx. 
Les  équations  (io)  et  l'équation  (i  i)  donnent 

B,-Cr  +  D=-(A«+Bog  +  C^, 

0 

k          u          i.            (Aa  +  Bp  +  GY)Y 
A  y  —  B  x  -h  F  = g i-L-L  • 
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En  multipliant  ces  équations  par  V,  B,  C  et  ajoutant,  nous 
avons 

8.  (AD  -+-  BE  -t-  GF)  =  —  (  Aa+  B  ,3  h-  G -;  >*. 

•La  constante  AD  +  BE  +  CF  n'étant  pas  nulle  (Chap.  XII, 
11"  19),  on  voit  qu'alors  l'équation  o  =  o  se  met  sous  la  forme 
d'une  équation  dont  le  premier  membre  est  un  carré  parfait  : 

[  A (  d2y  dz  —  (P z-dy)~h  B  ( (P z  dx  —  d* x  dz ) 

-^CÇd^x  dy  —  dx  dly)Y  —  o. 

Il  est  facile  d'aller  plus  loin.  On  a  en  effet  (n°  26) 

dy  <fr  z  —  dz  d\y  =  X  (  B  z  —  G  y  -f-  D  ), 
dz  d2  a;  —  cfo?  d"-z  =  X  (  G  x  —  A.-S+E), 
dx  <Py  —  dy  d*x  =  X(Aj  —  B^r  +  F); 

et,   par  suite,   en  substituant  dans  l'équation  précédente,   X  =  o 
pour  les  points  où  le  plan  oscillateur  est  stationnaire.   On  aura 

donc  pour  ces  points 

dAx  __  d^y  _     d*z 
dx  dy  dz 

Ainsi,  dans  les  courbes  que  nous  venons  d'étudier,  les  points 
où  le  plan  oscillateur  est  stationnaire  sont  en  même  temps  des 
points  où  la  tangente  a  avec  la  courbe  un  contact  du  second  ordre. 

28.  Nous  allons  considérer,  pour  terminer,  les  courbes  unicur- 
sales  les  plus  générales  dont  les  tangentes  appartiennent  à  un 
complexe  linéaire.  On  suppose  que  l'axe  des  z  soit  l'axe  du  com- 
plexe; l'équation  (a)  à  laquelle  satisfont  #,  y\  z  se  réduit  à 

x  dy  —  y  dx  =  k  dz . 

Les  axes  étant  ainsi  choisis,  soient 

P  Q  S 

X=T\>         r=R'         Z=R 

les  équations  de  la  courbe,  P,   Q,  R,  S  désignant  des  polynômes 
de  degré  m  en  a.  On  a 

PQ'-P'Q^ 

x  dy  —  y  dx  =  - dy.. 
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Si  R  =  (a  —  a,)  (a  —  a2)  .  .  •  (a  —  =*,„),  en  décomposant  la  frac- 
tion rationnelle  en  fractions  simples,  nous  avons 

]>o'_p'Q  K  k,  L  Li 

R2  (,a  —  at  )2        (a  —  «i  )  («  —  *»i  ï1        ( a  —  K/»  ) 

Les  coefficients  K,,  . ..,  L,  doivent  être  nuls,  pour  que  z  soit 
fonction  rationnelle  de  a.  Or  on  peut  écrire  cette  identité  de  la 
manière  suivante  : 

PQ'— P'Q       „  ,  v  , 
-^ — ^  =  K  +  K,  (  a  —  Bi  )  -4 


a  —  y.[ 


En  différentiant,  et  faisant  ensuite  a  =  al5  il  ne  restera  dans  le 
second  membre  que  K,. 

On  trouve  ainsi,  puisque  K,  doit  être  nul, 

(PQ"_P"Q)R'-+-(P'Q  — PQ')R"  =  o,  pour         a  =  ax. 

De  même,  cette  relation  doit  être  vérifiée  pour  a  ==  ou,  . . .,  aTO. 
D'autre    part,   les    points    d'inflexion    de  la   courbe    unicursale 
représentée  parles  équations 

P  Q 

"  =  ÏT         ^=R 

sont  donnés  par  l'équation  du  degré  3 (m  —  2)  : 

R(P'Q"_  p'Q')  +  R'(P"Q  —  PQ")  +  R"(PQ'  —  P'Q)  =  o. 

D'après    ce    qui   précède,    cette    équation   admet   pour  racines 

a,,  7.0 y.m.  Par  conséquent,  la  projection  de  la  courbe  sur  le 

plan  de  xy  a  m  points  d'inflexion  à  l'infini. 

Nous  avons  dit  plus  haut  qu'une  courbe  dont  les  tangentes 
appartiennent  à  un  complexe  linéaire  possède  un  certain  nombre 
de  points  où  le  contact  de  la  tangente  avec  la  courbe  est  du  second 
ordre.  Cherchons  ces  points  :  des  relations 


on  conclut 


x  dy    —  y  dx    —  k  dz, 
x  d-y  — y  dïx  =  k  d'2z, 


dx  d°- z  —  dz  d*- x  _     dy  d1  x  —  dx  d\y  __  dz  <ï\y  —  d* z  dy 
x  —  k  y 
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donc  l'équation    • 

dx  d-y  —  dy  d1  x  =  o 
entraînera 

dx  d1  z  —  dz  d*x  =  o,         dz  d-y  —  d*z  dy  =  o, 

le  point  (oc,. y,  z)  étant  à  distance  finie.  Les  points  d'inflexion  à 
distance  finie  de  la  courbe  plane 

P  Q 

seront  donc  les  projections  des  points  cherchés  de  la  courbe 
gauche.  Or  une  courbe  unicursale  d'ordre  m  possède  3(m  —  2) 
points  d'inflexion;  nous  devons  retrancher  de  ce  nombreles  m  points 
d'inflexion  à  l'infini,  et  nous  avons  le  théorème  suivant  (i  )  : 

La  courbe  gauche  unicursale  (Tordre  m,  la  plus  générale, 
dont  les  tangentes  appartiennent  à  un  complexe  linéaire, 
possède  2  (m  —  3)  points  où  la  tangente  a  avec  elle  un  contact 
du  second  ordre. 


(l)  E.  Picard,  Application  de  la  théorie  des  complexes  linéaires  à  Vétude 
des  surfaces  et  des  courbes  gauches  {Annales  de  l'Ecole  Normale,  1877). 


CHAPITRE  XIV. 


COURBURE  ET  TORSION  DES  COURBES  GAUCHES. 
FORMULES  FONDAMENTALES. 


I.  —  Courbure  et  torsion  des  courbes  gauches. 
Centre  de  courbure. 

\ .  Considérons  une  courbe  gauche  sur  laquelle  est  fixé  un  sens 
pour  les  arcs  croissants  et  menons  dans  ce  sens  les  tangentes  en 
deux  points  voisins  M  et  M'.  L'angle  s  de  ces  deux  directions  s'ap- 
pelle la  courbure  de  Varc  MM';  le  rapport  —  représente  la  cour- 
bure moyenne  de  cet  arc,  et  la  limite  de  ce  rapport,  quand  M'  tend 
vers  M,  la  courbure  de  la  courbe  au  point  M.  L'inverse  de  ce 
rapport,  qui  est  une  ligne,  est  dit  le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  au  point  M. 

Nous  allons  chercher  l'expression  du   rayon  de  courbure.  Au 

lieu  de  la  limite  de  -r-  >  nous  pouvons  considérer  évidemment  la 

...  !  Sill£  T  •  T  11 

limite  de  -; —  Les  cosinus  directeurs  des  deux  tangentes  étant 

as  ° 

respectivement  a,  (3,  y  et  a-f-  Aa,  (3 -|-  A[j,  y  — |—  Ay,  nous  avons 

sin2  e  =  (  y.  A[3  —  3  Aa)2  -h  (  3  Ay  —  y  A[3)2  +  (y  Aa  —  a  Ay)2. 

Divisons  les  deux  membres  par  As2  et  faisons  tendre  le  point  M7 
vers  le  point  M  ;  il  vient  « 

i  ,.      sin2£        (a«?3-St/a)2+(8rfy-y(/3)2+(Yrfa-arfY)2 

7T-  =  hm =  ■ ■ - — ■ ; — ■ — — — — 

R2  As2  ds* 

_  (hï  -+-  d&  H-  df 

~  d?-  ' 

en  désignant  par  R  le  rayon  de  courbure.  Dans  toute  cette  théorie 

PICAKD.    —    T.    I.  31 


482  APPLICATIONS   GÉOMÉTRIQUIÎS    DU   CALCUL   INFINITÉSIMAL. 

des  courbes  gauches,  la  ligne  R  représentera  une  grandeur  essen- 
tiellement positive. 

Il  est  utile  de  donner  l'expression  de  R  en  fonction  de  se,  y,  ^. 
En  posant 

À  =  dy  d2z  —  dz  d2y,        B  =  dz  d-x  —  dx  d'2z,       C  =  dx  d'îy  —  dy  d*x, 

i  ;  i    *      i        ,  •  dx     a         dy  dz  ^  .      . 

on  déduit  des  équations  a  =  —  ?  p  =  —•»  j .=  -j-  les  relations 


Mr 

-T^  = 

<&*' 

Y  dot 

—  a  dy  = 

B 

dT^ 

a  dfi 

—  p  dk  = 

G 

<*S2* 

I 

A2-4-B2-4-C2 

R *"  = 

ds6 

On  aura  donc 


"Remarquons  que,  si  l'on  prend  l'arc  s  comme  variable  indépen- 
dante, le  rayon  de  courbure  est  donné  par  la  formule  très  simple 

i         {dtx\*-      fd^yY      /d-2zy 


R2       \<és*  §        \  ds*  )        \  ds* 

qui    résulte    immédiatement   de  la  première    expression   trouvée 
pour-^. 

2.  Nous  avons  déjà  vu  (Chap.  XIII,  n°  18)  que  la  caractéristique 
du  plan  normal  était  perpendiculaire  au  plan  oscillateur.  Cette 
droite  a  été  appelée  la  droite  polaire,  qui  correspond  au  point  M 
considéré  sur  la  courbe.  On  désigne  sous  le  nom  de  normale 
principale  la  normale  à  la  courbe  située  dans  le  plan  osculateur. 
La  normale  principale  et  la  droite  polaire  sont  perpendiculaires 
l'une  à  l'autre;  en  désignant  p*r  O  leur  point  de  rencontre,  qui 
est  le  centre  du  centre  osculateur  à  la  courbe,  cherchons  la  dis- 
tance MO.  L'équation  du  plan  normal  au  point  M(x,  y,  z)  étant 

(P)  (X-^)a  +  (Y-r)P  +  (Z-^)y  =  o, 

il  faut,  pour  avoir  sa  caractéristique,  adjoindre  à  cette  équation  la 
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suivante  : 

(Q)  (X  —  x)  è  +  (Y  —  y)  d$  +  (Z  —  z)  d%  —  ds  =  o. 

Les  deux  plans  (P)  el  (Q)  sont  perpendiculaires  1  un  à  l'autre, 

puisque  a  d a  -f-  [3  dp  -f-  y  <fy  ==  o.  Pour  évaluer  la  distance  MO,  il 

suffira  donc  de  calculer  la  distance  du  point  M  au  plan  (Q).  On  a 

donc 

ds1 


MO   = 


^a2-i-r/[i2-h^T2 


Il  en  résulte  que  la  distance  MO  est  égale  au  rayon  de  courbure  R. 
Nous  pouvons  donc  dire  que  le  rayon  de  courbure  est  égal  au 
rayon  du  cercle  oscillateur.  Le  point  O,  centre  du  cercle  oscil- 
lateur, est  dit  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  en  M. 

Désignons  par  a\  £}',  v'  les  cosinus  directeurs  de  la  direction  MO, 
allant  du  point  M  au  centre  de  courbure  :  ce  seront  les  cosinus 
directeurs  d'une  direction  déterminée  sur  la  normale  principale. 
Le  plan  Q,  étant  perpendiculaire  au  plan  P,  est  perpendiculaire  à 
la  normale  principale,  et  l'on  a,  par  suite, 

da.       d$       <a?y 

D'autre  part,  les  coordonnées  du  point  O  étant  x  -+■  Ra',  y  -i-  RJ3', 
z  -f-  Ry',  et  ce  point  étant  dans  le  plan  Q,  on  a 

R(a'  doL  ■*-  p'  d$  -+-  Y  dx)  =  ds. 

La  valeur  commune  des  rapports  précédents  est  donc  jr->  puisque 

a,2-\-*$î'2-Ç-Y,'2=  i.  Nous  obtenons  ainsi  les  formules  très  impor- 
tantes 

ds  ~  R'  ds~  ~~  R'  ds  ~  R' 

Ces  formules  prennent  un  sens  géométrique  bien  net  quand  on 
introduit  l'indicatrice  sphérique  des  tangentes  à  la  courbe 
gauche  C.  Par  l'origine  des  coordonnées,  menons  une  demi- 
droite  OO  parallèle  à  la  tangente  positive  de  la  courbe  C  au 
point  M;  08  perce  la  sphère  de  centre  O  de  rayon  i  au  point  m  : 
lorsque  \I  décrit  C  dans  le  sens  positif,  m  décrit  une  courbe  sphé- 
rique qui  est  l'indicatrice  6  des  tangentes  à  C  et,  par  conséquent, 
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0  a  une  tangente  positive  bien  définie  par  ie  mouvement  de  ni. 
Or,  si  l'on  change  le  sens  positif  sur  C,  0  est  remplacée  par  sa 
symétrique  0'  relativement  à  O,  mais  la  tangente  positive  à  0'  sera 
de  même  sens  que  la  tangente  positive  à  0,  comme  on  le  verra 
aussitôt.  Le  sens  de  la  tangente  positive  à  0  ne  dépend  donc  pas 
du  sens  positif  sur  C.  Soit  <r  l'abscisse  curviligne  du  point  m 
sur   0,  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  positive  à  0  seront 

dx     c?3     dy  i       '  *  a  r\        m  v 

-r •>  -~y   —  t    puisque  m  a  pour  coordonnées  a,   p,  y.  Or,  si  Ion 

considère  deux  points  M  et  M'  infiniment  voisins  sur  C,  les 
tangentes  positives  en  ces  deux  points  font  un  angle  infiniment 

petit  égal  à  d<7.  Donc  on  a  R=  — .   Les  cosinus  directeurs  de  la 

tangente  positive  à  0  sont,  par  suite, 

da.  d$  dy 

tx—f-y       tx—f-y       rx  —  > 

ds  ds  ds 

c'est-à-dire  ar,  (V,  v\ 

La  tangente  positive  à  0  est  parallèle  à  la  normale  princi- 
pale positive  de  C.  C'est  tout  ce  qu'expriment  les  formules  précé- 
dentes. 

On  eût  pu  démontrer  directement  le  parallélisme  de  ces  deux 
droites  en  observant  : 

i°  Que  le  plan  oscillateur  à  G  en  M  est  parallèle  au  plan  tan- 
gent t:  suivant  Om  au  cône  de  sommet  O  de  directrice  0  (cône 
des  tangentes); 

2°  Que  la  tangente  en  m  à  la  courbe  sphérique  0  est  perpendi- 
culaire à  Om  et  située  dans  tc;  elle  est  donc  parallèle  à  la  droite 
du  plan  osculateur  [perpendiculaire  à  la  tangente  MT,  c'est-à-dire 
à  la  normale  principale. 

On  en  déduit  aussitôt  que  la  normale  principale  parallèle  à  la 
tangente  positive  à  0  a  pour  cosinus  directeurs 


,      d<x 
d<j 

e'=2> 

,       d^ 
1  =  dz> 

c'est-à-dire 

a'-  T\d* 
a  ~  **  ~T) 

ds 

p'-î. 

V         R  d7 

'             ds 

et  l'on  obtient  ainsi  par  une  autre  voie  le  groupe  des  formules 
précédentes. 
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3.  Un  plan  quelconque  passant  par  la  tangente  en  M,  sauf  le 
plan  oscillateur,  laisse  la  courbe  du  môme  côté  dans  le  voisinage 
de  ce  point.  11  est  intéressant  de  remarquer  que  la  direction  MO 
sera,  par  rapport  à  ce  plan,  du  même  côté  que  la  courbe.  Il  suffira 
de  le  vérifier  dans  un  cas  particulier.  Prenons,  par  exemple,  le  plan 

(X-^)a'+(Y-r)^+(Z-^)T'=o 

perpendiculaire  à  la  normale  principale.  En  substituant  les  coor- 
données du  point  O  dans  le  premier  membre  de  l'équation  de  ce 
plan,  le  résultat  de  la  substitution,  R,  est  positif.  D'autre  part,  en 
prenant  l'arc  s  comme  variable  indépendante,  les  coordonnées  X, 
Y,   Z  d'un  point  de  la  courbe  voisin  de  M  sont  données  par  les 

développements 

v  dx  t  i     d'2x  .   „ 

X  —  x  =  —  As  H —  Aa2  -f- . . . , 

as  1.2    as* 

et  les  formules  analogues  pour  Y  et  Z.  En  substituant  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  du  plan  précédent,  on  a  de  suite,  en 

remplaçant  a!  par  R-^;  et  pareillement  pour  3'  et  y', 

-LI^+.... 

1.2    R 

Le  résultat  de  la  substitution  est  donc  aussi  positif,  ce  qui  justifie 
la  remarque  que  nous  avons  énoncée. 

4.  Après  avoir  considéré  l'angle  des  tangentes  en  deux  points 
voisins,  il  est  naturel  d'étudier  l'angle  de  deux  plans  osculateurs; 
on  arrive  ainsi  à  la  notion  de  seconde  courbure  ou  torsion. 

Menons  les  plans  osculateurs  en  deux  points  M  et  M'  d'une 
courbe  gauche,  et.  les  normales  à  ces  plans.  Ces  normales  font  un 

angle  t  ;  le  rapport-1-  est  la  torsion  moyenne  de  l'arc  MM  =  As, 

et  la  torsion  au  point  M  est  la  limite  de  ce  rapport  quand  M'  tend 
vers  M. 

Pour  évaluer  cette  limite,  nous  désignerons  par  a",  p",  y"  les 
cosinus  directeurs  de  lune  des  deux  directions  sur  la  normale  au 
plan  oscillateur.  Le  calcul  à  faire  est  identique  à  celui  qui  nous  a 
donné,  pour  le  rayon  de  courbure,  la  formule 

i  d**- -+- dp>- -h  d'(* 
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Désignons  par  —  la  limite  cherchée;  on  appellera  T  le  rayon  de 
torsion  au  point  M.  Jl  vient 

Si  l'on  veut  avoir  T  en  fonction  des  coordonnées  du  point  M,  il 
vaut  mieux  partir  des  deux  normales  au  plan  oscillateur 

x        y       z. 
Â~  =  B  =  G 
et 

x  y  z 


A-î-AA        B  +  AB        C-4-AC 
Soit  s  l'angle  infiniment  petit  de  ces  d^eux  droites;  on  a 

(A  AB  —  B  AA  )2  -+-  (B  AG  —  G  AB)2-+-  (C  AA  —  A  AC)5 


sin-£  = 


(A* -h  B^Nf  0))[(  A. -h  aA)2-h-(B  -h  A.B)?--^(G  -+-  AG )£] 
et,  pair  suite, 

j_    _  (A  dB  -Br/AK(B  dC  —  G  dB)*-r-(CdfiL  —  A  dC)* 
T2  ~  ^2(A2-h  B2-+-  G*)2  " 

Or  A,  B,  C  vérifient  les  deux  équations 

A  dx   -h  B  dy    -+-  G  dz    =  o, 
A  d^x  -4-  B  r/2j/  -h  G  d2  5  =  o. 

On  peut  substituer  à  la  seconde  de  ces  deux  équations  la  sui- 
vantes : 

dk  dx  -+-  dB  dy  -+-  dC  dz  =  o  ; 

on  en  conclut 

dx  dy  dz 

BdC  —  CdB  =  G  dk  —  A  dC  ==  A  dB  —  B  dk 

Soit-  la  valeur  commune  de  ces  rapports;  nous  aurons 

{l)  X        '  A*-hBa-hCâ" 

Pour  calculer  o,  prenons,  par  exemple,  l'égalité 

ô<&-=  kdB  —  Bdk. 

En  remplaçant  A  et  B  par  dy  d'1  z  —  dz  d~y  et  dz  d-  x  —  dx  d-  zy 
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on  a  de  suite 

dx       dy       dz 

d"-.v     d*y     d^z 

d"\r      ,{'■' y      d'i  z 

Nous  avons  donc  l'expression  de  la  torsion  7=  donnée  par  la  for- 
mule (1). 

Dans  une  courbe  plane,  la  torsion  est  nulle  en  chaque  point,  et 

inversement,   si  —  =  o,    il  faudra  que  0 '  —  o,  c'est-à-dire   que   la 

courbe  soit  plane. 

II.  —  Formules  de  Frenet.  —  Quelques  applications. 
o.   ISous  avons  trouvé  précédemment  les  formules 


dy.        a 

d$        [5? 

dy  __y' 

Tïs     ~RT 

ds  '  "  m  ' 

ds     '  R* 

A  ce  système  de  formules,  nous  allons  en  adjoindre  deux  autres 
qui  sont  fondamentaux  dans  la  théorie,  des  courbes  gauches. 
Des  formules  précédentes  il  résulte  que 

dcc        d$        dy 

Or  considérons  la  courbe  gauche  T  à  laquelle  restent  tangentes 
les  droites  polaires,  c'est-à-dire  l'arête  de  rebroussement  de  la 
cléveloppable  enveloppe  des  plans  normaux.  Le  plan  osculateur  à 
la  courbe  T  est  le  plan  normal  à  la  courbe  initiale;  on  peut  donc 
prendre  comme  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  plan  oscu- 
lateur de  T  les  cosinus  a,  (i,  y;  d'ailleurs,  la  droite  polaire  étant  la 
tangente  de  T,  en  appliquant  à  cette  courbe  les  relations  (2),  nous 

avons 

dy."       d?/       df 

„>  ut  ./ 

a  $  y 

Or,  en  se  reportant  à  la  formule 


J_        doc"*-hd?>'">-}-dy"> 
T*  =  ds* 
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d S 

on  voit  que  la  valeur  commune  de  ces  rapports  est  ±  -=■  •  Mais  T 

est  une  longueur  qui  n'a  été  définie  jusqu'ici  que  par  son  carré; 
donnons-lui  un  signe  tel  que  l'on  doive  prendre  le  signe  plus  dans 
l'expression  précédente.  On  pourra  alors  écrire 

<W  _    tf  d^_       £  df  __  j 

~ch  ~  T'  ds  "~  T'  ds  ~~  T' 

Quand  on  aura  sur  la  normale  au  plan  osculateur,  souvent  appelée 
la  binormale,  choisi  une  direction  déterminée,  le  signe  de  T 
s'ensuivra.  Ainsi,  tandis  que  le  rayon  de  courbure  R  dans  nos 
formules  est  une  quantité  essentiellement  positive,  le  rayon  de 
torsion  T  a  un  signe  variable  :  ce  signe  varie  avec  la  direction  que 
l'on  veut  considérer  sur  la  binormale.  Pour  bien  fixer  les  idées,  il 
est  simple  de  convenir  que  l'on  prend,  sur  la  binormale,  la  direc- 
tion MB,  telle  que  le  trièdre  (MTNB),  MT  désignant  la  tangente 
et  MN  la  normale  principale  (sur  ces  deux  droites,  nous  avons  des 
directions  parfaitement  déterminées),  soit  de  même  sens  de  rota- 
tion que  le  trièdre  des  coordonnées,  ce  qui  revient  à  dire  que  îe 
déterminant  des  cosinus  directeurs  est  positif  : 


a      p      Y 

a'      (}'     y' 


f"        ?j"        Y 


Le  second  système  des  formules  de  Frenet  montre  bien  son 
analogie  avec  le  premier  système  quand  on  introduit  r  indicatrice 
sphérique  des  binormales  à  G,  comme  on  a  introduit  au  n°  2 
l'indicatrice  des  tangentes.  Par  O,  menons  en  effet  une  demi- 
droite  Ot  parallèle  à  la  binormale  positive  MB,  qui  perce  en  y.  la 
sphère  de  rayon  i .  Lorsque  M  décrira  G  dans  le  sens  positif,  jjl  décrira 
une  courbe  sphérique  0(  qu'on  appelle  l'indicatrice  des  binormales 
à  C,  et  il  la  décrira  dans  un  certain  sens  qui  sera  le  sens  positif 
sur  H,.  On  remarquera  que  si  l'on  change  le  sens  de  parcours 
sur  C,  S{  est  remplacé  par  sa  symétrique  0',,  relativement  à  O, 
mais  la  tangente  positive  à  6^  reste  parallèle  à  la  tangente  positive 
à  6,  au  point  correspondant.  La  direction  positive  de  la  tan- 
gente à  B4  ne  dépend  donc  pas  du  sens  de  parcours  sur  C,  elle 
ne  dépend  que  de  la  forme  de  la  courbe  C.  Soit  t  l'abscisse  cur- 
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viligne  de   \i  sur  0,,   les  coordonnées  de   jjl  sont  a",  j3",  y"  et  les 
cosinus  directeurs  de  la  tangente  positive  à  0,  sonl 


<fe?       rffj"       rf/ 

<7t  <7c  ofc 


Or  é/t  est  l'angle  de  deux  binormales  infiniment  voisines  ou  de 
deux  plans  oscillateurs  infiniment  voisins  de  G;  on  a  donc 

i  d- 


T  ==  Z  ds  ' 


-T-  étant  essentiellement  positif  [e  =  dti  selon  que  T  est  ^>  o 
ou  <]  o].  Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  positive  à  0,  sont 
donc 


T  du»  d$"  drf 

1    — j- >        £  l   — t— j         £  I   —r--) 

ds  ds  ds 


t-à-di 


c  est-a-aire 


ep,     £y 


Z,a  tangente  positive  à  0,  est  parallèle  à  la  normale  princi- 
pale de  C  e£  <ie  même  sens  si  T  ^>  o,  tffe  sens  contraire  si  T  <^  o. 
C'est  tout  ce  qu'exprime  le  deuxième  groupe  des  formules  de 
'Frenet.  Voilà  en  outre  un  moyen  de  reconnaître  le  signe  de  T;  ce 
signe  ne  dépend  pas  ainsi  du  sens  de  parcours  choisi  sur  C, 
puisque  aucune  des  directions  positives  sur  la  normale  principale 
de  C  ou  sur  la  tangente  à  0,  n'en  dépend.  Le  signe  de  T  est 
déterminé  par  la  forme  de  la  courbe  (on  précisera  ceci  plus  loin, 
n°  9). 

Les  deux  courbes  0  et  0,  sont  telles  que  O  pi  est  perpendiculaire 
au  plan  tangent  suivant  Om  au  cône  (O,  0).  Les  deux  cônes 
(O,  0)  et  (O,  0|)  sont  donc  supplémentaires  :  on  dit  quelquefois 
que  0  et  0f  sont  polaires  lune  de  l'autre,  sur  la  sphère-unité.  La 
réciprocité  classique  des  cônes  supplémentaires  prouve  que  la 
génératrice  Om  de  (O,  0)  est  normale  au  plan  tangent  suivant  Oui 
au  cône  (O,  0<),  d'où  l'on  conclut  aussitôt  que  la  tangente  en  ja 
à  0,,  comme  la  tangente  en  m  à  0,  sont  normales  au  plan  //iOjji, 
qui  est  parallèle  au  plan  TMB  du  trièdre  (MTNB).  On  prouve 
ainsi,  par  une  voie  géométrique  directe,  que  la  tangente  en  u 
à  0,  est  parallèle  à  la  normale  principale  à  G,  c'est-à-dire 

,,y-  -  ),/        d¥  _  \qj        di'  _iv 

7/7  -Xa'  -ds~-A^  ~ds--1^ 
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d'où  Ton  conclut,  comme  précédemment,  À—  —  :  c'est  un  moyen 

direct  d'obtenir  le  deuxième  groupe  des  formules  de  Frenel. 
Si  l'on  part  de 

A  „„  B  „  G 


a  =  e 


/Ai-t-B^-f-C2' 

on  aura 

dx"  =  £ 


r=s 


v/A2  -t-  B *-  h-  G-  /A*-H  JB*  -f-  C* 

B(B^A  —  ArfB)-t-G(Cfl?A  —  A^C) 
(A2-hB2-f-C2)^ 


et,  en  tenant  compte  des  relations  établies  au  n°  4  pour  le  calcul 
de  T,  telles  que 


il  viendra 


ds 


=  £  0 


B  dA  —  A .  a?B  =  —  o  dz, 

C(3  —  By  5a' 


(A2+B2+   C2)2 


A2-+-B2-1-C2 


On  aT  en,  effet, 


a'=  g/'  T  —  y"  p  =  £ 


By-CS 


Rappelons  que 


V/A2_f-  B2-+-G2 


§  = 


c/^p       ^       dz 
d-  x     d-y     d-  z 
d:i  x     d*  y     dli  z 


et 


A  =  dy  d-z  —  dz  d-y,        B  =  dz  d-x  —  dx  d'2  z,       C  =  dx  d-y  —  dy  d-  x. 
On  a  ainsi  la  torsion  en  grandeur  et  signe  par  l'expression 


i 
T 


A2-+-B2-hC2 


6.   An  second  système  de  formules,  que  nous  venons  de  trouver, 
adjoignons-en  mi  troisième..  Je  pari  ira  u  à  cet  effet T  de  La  relation 


.<>  .    «'•>  ,    „"••> 


a  -  =  i 


d'où  Ton  conclut 


,  d% 


d.y.  „  d%' 


ds  ds  ds  ' 


mais  nous  avons  vu  que 

du  _     a'  dx"        a! 

ds  ~=  ÏÏ'  ~ds    :=  T 
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On  a  donc 

~ds~  ~  ~  R  ~~  Y  * 
et  nous  obtenons,  par  suite,  les  formules 


di'  _ 

a 

a" 

4p.' 

1 

Q." 

«¥  _       7 

ds 

"  K  " 

~T' 

âts 

R 

"¥' 

ds  '          R 

auxquelles  nous  voulions  parvenir. 

En  résume,  noces  avons  le  système  des  neuf  formules  dues  à 
Frenet,  et  qui  sont  fort  importantes  dans  la  théorie  des  courbes 
gauches.  Elles  permettent  d'exprimer  les  différentielles  des  neuf 
cosinus  en  fonction  des  cosinus  eux-mêmes,  de  la  courbure  et  de 
la  torsion.  J'écris  de  nouveau  la  première  formule  de  chaque 
groupe 


doc        X 

dy.' 

a. 

a" 

dy!' 

a 

«    tt;    —  • 

m           

—  — 

- 

77^ 

— _ 

ds         R 

ds 

R 

T 

ds 

T 

les  autres  s'en  déduisant  en  remplaçant  les  a  respectivement  par 
les  8  et  les  v. 

7.  Faisons  de  ces  formules  quelques  applications.  Cherchons 
d'abord  une  expression  du  rayon  de  la  sphère  osculatrice  au 
point  M.  11  faut,  pour  avoir  les  coordonnées  du  centre  X,  Y,  Z  du 
centre  de  la  sphère  osculatrice,  adjoindre  à  l'équation 

(X  —  ar)y.  ■+■  (  Y  —  y)  p  h-  (  Z.  —  z)  y  =  o 

les  résultats  obtenus  en  la  diffé rendant  deux  fois.  Une  première 
différent!  ation  donne,  en  faisant  usage  des  formules  de  Frenet, 

(X  —  #)j?'-H(Y--~<r)f'-+-(Z  —  z)Y  =R 
et,  en  d'ifférentiant  une  seconde  fois, 

INous  aurons  de  suite  le  rayon  a  de  la  sphère  osculatrice,  en 
faisant  la  somme  des  carrés  de  ces  trois  équations, 

p»=. (X  -  xy+.'Y-r)*+  (Z  -  zy-  =  R*  +  T*  (^y. 
Arrêtons-nous  un   moment  sur  un  cas  particulier  intéressaoil- 
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Supposons  que  la  courbe  proposée  ait  son  rayon  de  courbure  R 
constant.  On  a,  dans  ce  cas, 

p=R. 

Le  centre  de  la  sphère  osculatrice  est  alors  au  centre  de  cour- 
bure O  de  la  courbe.  Le  lieu  de  ce  point  est  une  courbe  T  tan- 
gente en  chaque  point  à  la  droite  polaire.  Le  plan  osculateur  en  O 
à  T  sera  le  plan  normal  à  la  courbe  proposée  en  M  ;  d'autre  part, 
le  plan  normal  en  O  à  T  sera  le  plan  osculateur  à  G  en  M.  Il  en 
résulte  que  la  droite  polaire  correspondant  au  point  O  de  la 
courbe  T  sera  la  tangente  en  M  à  C.  11  j  a  donc  réciprocité  entre  les 
courbes  C  et  T"  :  elles  ont  même  rayon  de  courbure  aux  points  cor- 
respondants, et  la  tangente  de  l'une  est  la  droite  polaire  de  l'autre. 

8.  Gomme  seconde  application,  demandons-nous,  avec  Ber- 
trand, si  les  normales  principales  cV  une  courbe  C  peuvent  être 
les  normales  principales  d '  une  autre  courbe.  Soient  M  un  point 
quelconque  de  G  et  MN  la  normale  principale  en  ce  point.  Soit  M, 
un  point  situé  sur  MN  :  le  lieu  des  points  M,  forme  une  courbe  C{. 
Peut-on  choisir  MM4  =  a,  de  telle  sorte  que  MN  soit  la  normale 
principale  de  la  courbe  G,  ?  Les  coordonnées  (#, ,  J^,  z{)  de  M,  sont 

xl=  œ  -\-  aa.',         y\  =  jr-h  a  (3',         5,  =  5  +  ay'; 

a  sera  nécessairement  constant,  car  on  devra  avoir 

a'  dxi  -f-  $'  dyt  -+-  y'  dz^  =  o, 


qui  conduit  à 

da  =  o. 

Nous  aurons 

dx\  =  dx  -f-  a  dy!  — 

M- 

-) 

-£*•" 

_    V 

ds. 

En  désignant  donc  par  aj5  [3, ,  v<   les  cosinus  directeurs  de  la 
tangente  en  M,  à  la  courbe  G,,  on  doit  avoir 

["-*[«(-s)-î4 

(3)  p1=x[p(i-|)-^"], 

(-^K-tK-4 

X  étant  un  facteur  de  proportionnalité. 
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D'après  l'hypothèse  faite,  da.^  d[if,  tfy,  qui  sont  proportionnels 
aux  cosinus  directeurs  delà  normale  principale  de  C(,  doivent 
être  proportionnels  à  a',  [J;,  y',  c'est-à-dire  que  l'on  a 

dxx  =  ;r/',  d${  =  JA0',  ûfyl  =  Kï'- 

En  remplaçant  a,,  [3,,  y1  par  leurs  valeurs,  il  vient 

a[«(-tï)-H 

*H[Ï('-ïï)-tÏ]*--''(ïï)---''(t)|-^-- 

et  deux  autres  équations  analogues,  où  les  a  sont  remplacés  par 
les  p  et  les  y.  Nous  avons  donc  trois  équations  de  la  forme 

La  +  Ma'+Na"  =  .o, 
Lp-+-M[3'-t-N(3"=o, 

Ly  +  MV+N^o, 

ce    qui   entraîne  nécessairement    L  =  M  =  N  =  o  ;    par  suite,   en 
laissant  de  côté  l'équation  contenant  [jl, 

—  ^d\  —  a\  d  l  i  \  =  o. 
Donc 


et,  en  intégrant, 


X  a  i 

I"~  R  T 


a 


(4)  -log    i-ïï    +log-+logG=o, 


C  étant  une  constante.  On  a  enfin 


a       G 


R  -  T  =  °' 


77  y  a  par  suite  une  relation  linéaire  entre  —  et  ~  5  c*  est-à-dire 

entre  la  courbure  et  la  torsion.  Réciproquement,  si  cette  relation 
est  vérifiée,   en  portant  sur  chaque  normale  principale  une  Ion- 
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gueur  «,  on  aura  une  courbe  ayant  mêmes  normales  principales 
que  la  proposée.  On  peut,  en  effet,  trouver  alors  des  valeurs  de  A 
et  de  jji  satisfaisant  aux  trois  équations 

L  =  o,         M  =  o,         N  =  o, 

et,  par  conséquent,  é/a, ,  dfta  djt  sont  proportionnels  à  a',  3',  y', 
ce  qui  montre  que  les  deux  courbes  ont  mêmes  normales  princi- 
pales. 

La  valeur  de  A  est  complètement  déterminée  par  la  condition 

,,2        I        P2_lr/2     t 

aï  -+-Pi  -+-  Tï  =  *• 
Les  équations  (3)  donnent  alors 

T  T 

À  =  — = 


«\2        a1         v/C2 


i/v-i) 


a- 


Clierchons  l'angle  V  des  deux  tangentes  aux  courbes  C  et  C,  ; 
son  cosinus  sera  donné  par  la  formule 


cosV  =  aaj-4-  ^,  +  771=  Hi-  ^J  = 


y/G2+a2 


L'angle  V  est  donc  constant.  On  peut  encore  dire  que  les 
plans  oscillateurs  aux  deux  courbes  aux  points  correspondants 
font  un  angle  constant. 

Dans  le  calcul  général  qui  précède,  on  a  supposé  que  Ton  n'avait 

constamment  ni  a  =  R,   ni  —  =  o.  Le  second  cas  donnant  une 

courbe  plane  est  sans  intérêt;  il  n'en  est  pas  de  même  du  premier. 
Les  courbes,  dont  le  rayon  de  courbure  est  constant,  satisfont  à 
la  question  proposée  :  c'est  ce  que  montre  le  calcul  précédent, 
puisque  les  trois  équations  en  )  et  u.  se  réduisent  à  deux.  Nous 
avons  considéré    ces    courbes    (n°7);    elles   rentrent  dans  le  cas 

général  pour  C  =  o  :  l'angle  V  est  alors  égal  à  -• 


9.  Comme  dernière  application,  nous  allons  montrer  qu'une 
courbe  C  est  déterminée  par  la  connaissance  des  deux  quantités  R 
et  T  en  fonction  de  l'arc  5,  abstraction  faite  d'un  déplacement 
quelconque  imprimé  à  la  courbe.  La  démonstration  rigoureuse  de 
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cette  proposition  nécessite  la  connaissance  de  la  théorie  des  équa- 
tions dill'érentielles  (').  Montrons  seulement  ici  comment  la 
connaissance  de  R  et  T,  fonctions  indéfiniment  dérivables  de  s, 
détermine  sans  ambiguïté  les  développements  des  coordonnées  #, 
r,  z  d'un  point  de  C  en  puissances  de  l'arc  s:  en  admettant  que 
ces  développements  convergent,  on  voit  que  la  courbe  sera  ainsi 
parfaitement  déterminée  à  un  déplacement  prés. 

Prenons  pour  axes  les  axes  du  trièdre  principal  relatif  au 
point  s  =  o  de  la  courbe  et  constitué  par  la  tangente,  la  normale 
principale  et  la  binormale  positive.  On  aura 


_s/dx\  s3   f*&x\  s*   /d*x\ 

i  \  d*  J.s-o       '-*•  \  ds1  Js=d       3  !  \  ds*  Js=_o 


et  des  formules  analogues  pour  y  et  z. 

Or  — -  =  a  et,  à  l'origine,  la  tangente  est  l'axe  des  x  du  trièdre 


ds 
de  référence 


De  même, 


^)=I,    (f)=0,    m=«. 

\  ds  )  0  \  ds  )  0  \ds  I  o 


\  ds  1  o 

=  Oj 

d2x        d<x 
ds'1         ds 

a' 
~  R 

A  l'origine,  la  normale  principale  est  Qy\  donc 

ao  =  °,         P'o  =  '  j         To  =  ®» 


d2x 
£s*  J  0 


De  même, 


<a?3.r         i    ^/a'  ,  d  (  \    x 


d^3  R     </$  d*  V  R 

*A3,  u-3,  v3  ayant  les  valeurs 

Et,  d'une  façon  générale,  en  admettant  que 


i  d  /  i  \  i 

~W  ^^dsKR)'  V3==~ÏÏT 


—    =1^  +  ^+^,,/, 


(')  Foi/-  Darboux,  Théorie  des  surfaces,  t.  I,  n"s  1  ;i  5,  (Ma  KœmwSj  Leçons  de 
Cinématique,  nos  3ïj  à  42. 
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^m  [f-m  v»,  fonctions  de  s  déterminées  par  les  données  R  et  T  et 
leurs  dérivées,  on  aura 

<7"+1  x  d\n  ,  d[x„  „dvn  di  dy.'  dot" 


=  *  -77  +  a   ^TT  +  a"-7T  +  *«  777  +  H» 


ds"-^1  ds  ds  ds  n  ds  n  ds  n  ds 

qui,  en  vertu  des  formules  de  Frenet,  devient 

X«+i  a  -I-  JJ-//H_!  a'  -t-  vn+l  a" 
avec 

_  d\n        \xn  d\i.n        X„        v„  <iv„ 

Ài,+1  =  ir~  t  '      'a"+1  ~  ~^r  +  r*  +  t  '     Vw+1  =  "sr  "  ■  t  ' 


'J./ 


ce  qui  prouve  que  les  fonctions  Xni  ti.B-,  vre  de  s  sont  bien  déter- 
minées de  proche  en  proche  à  partir  des  fonctions  données  R(s) 
et  T(.ç)  et  de  leurs  dérivées. 

^«  y        dn z 
11  en  sera  de  même  pour  -r^-  et  -7— •  En  faisant  5=  o,  on  verra 

(dn  x \  / d?fl  y\  / dn z\  • 

~7m  )      '    (  ~~17  )      '   (  ~TTi  '        S0tt£  parjaite- 

ment  déterminées,  quel  que  soit  n,  par  la  connaissance  des 
fonctions  R(s)  et  T(s). 

Les  développements  de  x,  y,  z  sont  donc  bien  déterminés 
sans  ambiguïté  et  la  courbe  G  est  bien  unique  par  rapport  au 
trièdre  choisi. 

En  particulier,  on  a 

\dss)s=o~  "  RS  '  \  ^:i  A=o~  ~  R^  W*  /o'  V  ^3  A-o~  RoT0  " 
Donc 


5 

x  = 


6R* 


£2  «a     /r/R\ 


6R0'l'o 


On  voit  sur  ces  formules  que,  pour  s  très  petit  et  >>  o,  on  a 
x  ~j>  o,  y  ^>  o,  mais  :  a  le  signe  de  — T0.  Considérons  un  obser- 
vateur debout  sur  le  plan  osculateur,  les  pieds  en  un  point  de  la 
normale  principale  ^  la  tête  dans  la  direction  positive  de  la  binor- 
male  et  regardant  vers  O,  et  considérons  un  mobile  se  déplaçant 
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sur  G  dans  le  sens  des  arcs  croissants.  Si  T0  est  positif,  le  mobile, 
au  voisinage  de  O,  s'abaissera  par  rapport  à  l'observateur,  tout  en 
tournant  autour  de  lui  dans  le  sens  positif  (z  passe  du  signe  -f-  au 
signe  —  quand  s  croissant  passe  par  zéro)  :  la  courbe  sera  sinis- 
trorsum  au  point  O;  si  T0<^  o,  le  mobile  s'élèvera  par  rapport  à 
l'observateur,  tout  en  tournant  autour  de  lui  dans  le  sens  positif  : 
la  courbe  sera  dextrorsum  en  O.  (Le  sens  positif  de  rotation 
étant  celui  de  droite  à  gauche,  une  vis  ordinaire  est  dextrorsum.) 
On  voit  bien  ainsi  que  le  signe  de  T  en  chaque  point  ne  dépend 
que  de  la  forme  de  la  courbe  au  voisinage  de  ce  point. 


III.  —  Développées  des  courbes  gauches.  —  Hélices. 
Courbes  sphériques. 

10.  Pour  étendre  aux  courbes  gauches  la  théorie  des  déve- 
loppées, proposons-nous  de  chercher  si  l'on  peut  grouper  les 
normales  d'une  courbe  gauche  de  manière  qu'elles  soient  tan- 
gentes à  une  même  courbe. 

Soit  M  un  point  quelconque  d'une  courbe  C;  nous  désignons 
par  MN  la  normale  principale,  et  par  MN'  une  normale  engendrant 
une  surface  développable.  Soit  T  le  point  où  cette  dernière  droite 
touche  son  enveloppe.  Désignons  par  a  et  b  les  coordonnées  du 
point  1  dans  le  plan  normal,  rapportées  à  la  normale  principale 
et  à  la  binormale.  Les  coordonnées  de  M  étant  x,  y,  i  et  celles 
de  1  Xi ,  y{ ,  z{ ,  on  aura 

xl  =  x  H-  ax  -f-  6a", 

zx  =  z  +fly'+  b  y". 

Écrivons  que  dx{,  dy{,  dz{  sont  proportionnels  aux  différences 
X\  —  %*y\  — y-i  z\  —  z  '•  on  exprimera  ainsi  que  la  courbe  lieu  du 
point  i  est  tangente  à  MI.  11  vient 

y.  ds  -4-  a'  da  ■+■  a"  db  -+-  a  (—  —  —  —  j  ds  -+-  by.'  —  =  X  (  a  a'  -i-  by"  ) 
ou,  en  ordonnant, 


l'ICAIll).    —    T.    I. 


32 
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et  deux  équations  analogues  en  remplaçant  les  a  par  les  [i  et  les  y. 
De  ces  trois  équations,  on  conclut  nécessairement  que  les  coeffi- 
cients de  a,  a',  ai',  sont  nuls.  On  a  donc 


5) 


a 
'-K=°' 

,          b  ds 
da  H — 

a\  =  o, 

a  ds 
db  H - 

bl  =o. 

T 


La  première  équation  a  =  R  montre  que  le  point  I  est  situé  sur 
la  droite  polaire.  En  éliminant  ),  entre  les  deux  dernières  équa- 
tions, nous  avons 


b  da  - 

ds 
-  a  db -i- (a*  +  b*)  — 

que  l'on  peut  écrire 

a  db  —  b  da,        ds 

a*-^b-             T 

Soit 

rds 
.      T  =  T' 

o, 


t  étant  une  fonction  du  paramètre  dont  dépend  la  position  du 
point  M  sur  la  courbe;  l'équation  précédente  donne,  en  intégrant, 

b  =  a  tang(^  -h  G)     (1), 

G  étant  une  constante  arbitraire.  En  prenant  donc 
xl  =  x  H-  l\a'4-  Ra"  tang(t  -h  C) 

et  les  deux  équations  analogues,  on  obtient  une  développée  de  la 
courbe  gauche,  c'est-à-dire  une  courbe  dont  les  tangentes  sont 
normales  à  la  courbe  gauche.  11  y  a  une  infinité  de  développées, 
puisqu'il  figure  dans  la  formule  une  constante  arbitraire  C.  Toutes 
ces  développées  sont  situées  sur  la  surface  polaire. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'un  arc  de  développée  s'exprime,  comme 
dans  le  cas  des  courbes  planes,  par  la  différence  de  deux  lignes 
droites.  On  a.,  en  effet, 

ds\  =  dx\  +dy\  -*-dz\  =  \>-  |(aa'+  bv."y  -+-.  .  .]  =  XB(<**-hè2). 
(*)  t  +  C  désigne  ainsi  l'angle  de  UN  avec  MN'. 
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ds 
Pour  calculer  A,   éliminons  -^  entre  les  deux  équations  (5)  ;  il 


vient 
donc 

ou  encore 


ada-h  bdb  —  X(«24-  62), 
i  a  da  -+-  b  db)- 


ds}  = 


a2 -4-  &2 


a  da  -h  b  db         ,  /   / —\ 

ds{=z  —  es  diy/at-h  b*), 

y/«2-t-  62 


Mais  MI  =  y/a2+62.  Donc,  si  MI  varie  dans  le  même  sens 
quand  on  passe  de  I  à  F,  l'arc  11'  de  la  développée  sera  égal  à  la 
différence  M'I' — Ml.  C'est  le  même  théorème  que  pour  les 
courbes  planes. 

11.  Les  normales  principales  d'une  courbe  gauche  peuvent-elles 
former  une  surface  développable  ?  11  faudrait,  pour  cela, 


m 

b  =  o, 

c'est-à-dire 

t  +  G  =  o 

et,  par  suite, 

I 

T 

= 

o, 

puisque 

à  = 

ds 

Y 

La  torsion  de  la  courbe  étant  constamment  nulle,  la  courbe 
serait  plane. 

Ce  résultat  peut,  d'ailleurs,  s'établir  immédiatement  sans  calcul. 
En  effet,  si  MjN  était  génératrice  d'une  surface  développable,  le 
plan  tangent  en  M  à  cette  surface  serait  le  plan  MNT,  MT  étant  la 
tangente.  Cette  développée  serait  donc  l'enveloppe  au  plan  oscu- 
lateur  à  la  courbe  en  \J  ;  la  caractéristique  du  plan  osculateur 
serait  alors  la  normale  principale  :  résultat  inadmissible,  puisque 
nous  avons  vu  que  cette  caractéristique  est  La  tangente  MT. 

Une  courbe  plane  a,  comme  toute  courbe,  une  infinité  de  déve- 
loppées. Pour  une  courbe  plane,  i  se  réduisant  à  une  constante, 
l'angle  formé  par  la  normale  principale  MN  et  la  normale  MV 
engendranl  une  développable  sera  constant.  Les  développées 
d'une  courbe  plane  seront  donc  des  courbes  dont  les  tangentes 
font  un  angle  constant  avec  le  plan  de  la  courbe,  ou  encore  seront 
des  courbes  dont  les  tangentes  font   un  angle  constant  avec  une 
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direction  fixe.  On  donne  le  nom  à? hélices  aux  courbes  jouissant 
de  cette  propriété  :  nous  allons  les  étudier  avec  quelques  détails. 

12.  Prenons  donc  une  courbe  G  dont  la  tangente  fasse,  avec 
une  direction  fixe  que  nous  prendrons  comme  axe  des  s,  un  angle 
constant  dont  v  représentera  le  cosinus.  On  a 

dz 

~ds  =T' 
donc 

z  =  y*» 

en  supposant,  comme  il  est  possible,  que  z  =  o  pour  s  =  o. 

En  exprimant  les  coordonnées  x,  y,  z  en  fonction  de  l'arc  s» 

nous  aurons 

x=f(s), 

y  =  ?(*), 

Z   =  7  5, 


et,  puisque 


on  aura 


dx*  -f-  dy2  -h  dz*  =  ds* , 


Considérons  le  cylindre  parallèle  à  O  ;  et  passant  parla  courbe  C. 
Soit  G,  sa  section  droite  :  l'arc  ,v,  de  cette  section  droite  sera 
donné  par  la  formule 

d$\  =  dx*+dy*  —  [/"-(s)  -+-  ®'*(s)]  ds*  =  (1  —  f-) ds*; 

donc,   en  comptant  st  à  partir  du  point  où  l'hélice  rencontre  le 
plan  des  xy, 

s,  =  s  y/i  —  y2. 

Les   cosinus  directeurs  de  la  normale  principale  à  une  courbe 

sont  proportionnels  à 

d-x        d*y        d2z 
ds-  ds-  ds1 

Or  ici  -7-7  ==  o  :   la  normale  principale  sera  parallèle  au  plan 

des  xy  et,  par  suite,  normale  au  cylindre  pro jetant  la  courbe 
sur  ce  plan. 

Soient  M  un  point  de  G  et  M,  sa  projection  sur  G,.  Calculons 
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le  rayon  de  courbure  R  de  C  en  M,  et  celui  R,  de  Gt  en  M,, 

/  d*  y  \  2 


e» 


I 

(d'-.r 

R2 

\T7F 

I 

^2^ 

1 

1 

R? 

V^T  / 

ds* 

d\ys 
ds* 


Puisque  st==  s  \/i  —  y-,  on  a 

fl?2.-r  i         d'1  x  d'-y  i         d-y  # 

^5Ï  '  —  T2    ds'  ds\  l  —  Y2    ds~  ' 

donc 


ou 


R?  (I_T2)2R2 

B. 


Pv 


r 


Les  deux  rayons  de  courbure  sont  dans  un  rapport  constant. 
En  particulier,  si  l'hélice  est  circulaire,  c'est-à-dire  si  la  section 
droite  C,  est  un  cercle,  son  rayon  de  courbure  sera  constant. 

13.  Considérons  la  binormale  en  un  point  quelconque  M  de 
lhélice  :  elle  est  située  dans  le  plan  tangent  au  cylindre  M,  et, 
dans  ce  plan,  elle  est  perpendiculaire  à  la  tangente  MT. 

Elle  fait  donc  un  angle  constant  avec  l'axe  des  s,  et  le  cosinus 
de  cet  angle  est  y/i —  y2.  Or,  une  des  formules  de  Frenet  s'écrit 

±L       1     t 

ds  R        T  ' 

et,  puisque  v'=  o,  nous  avons  ' 

R  _         T  _ 


T 


v/i-T 


const. 


Le  rapport  entre  le  rayon  de  courbure  et  le  rayon  de  torsion 
est  constant  dans  une  hélice. 

M.  Bertrand  a  montré  que,  réciproquement,  toute  courbe,  pour 
laquelle  ~  est  constant,  est  une  hélice.  Les  formules  de  Frenet  vont 
nous  conduire  de  suite  à  ce  théorème.  Des  relations 

dz        a'  dz"        a' 

ds        R  ds        T 
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on  tire 

cla."       d$"       df       R 

da  ~  d$  ~  "^7  _  T  ~"  r" 

X"  désignant,  par  hypothèse,  une  constante. 

Donc 

y!'=  ka  -t-  G, 

G,  G'  et  G"  étant  trois  constantes.  Celles-ci  ne  peuvent  être  nulles 
à  la  fois,  car,  des  équations  précédentes,  on  conclut 

Ga"+C'p"+C"T"=i. 

Multiplions  les  trois  équations  par  da.,  d$,  dy  et  ajoutons  :  il 

vient 

G  dy.  +  G'  d$  -f-  G"  dy  =  o, 

et  enfin 

Ca+  G'pM-G"Y  =  const. 

Ceci  montre  que  la  tangente  à  la  courbe  fait  un  angle  constant 
avec  la  direction  qui  a  pour  cosinus  directeurs 

G  C'  G" 

v/G2+C'2+C"2'     v/G-->H-G'--J-i-C''2>      s/G2-4-G'2-+-G"2* 

/>«  courbe  est  donc  une  hélice  (<). 

li.   Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  considérant  les  courbes 


( ' )   La  fin  du  raisonnement  précédent  suppose  essentiellement  que  la  courbe  soit 
réelle.  C'est  seulement  dans  ce  cas  qu'on  peut  être  assuré  que  la  somme 

C2+C'2  +  C"2 

est  différente  de  zéro.  Considérons,  par  exemple,  les  courbes  dont  le  rayon  de 
courbure  et  dont  le  rayon  de  torsion  soient  constants.  Si  C2-h  C'2+  C"2^  o,  la 
courbe  sera  une  hélice  circulaire.  Mais  plaçons-nous  maintenant  dans  l'hypothèse 

C2  +  C'2+  C"2  =  o.  L'égalité 

(  a"  __  A-  a  y  -h  (  |i"  -  À -g  y  +  (  y"  —  Ày  )2  =  o 
donne 

On  a  donc  A  =  ±i,  {i r  =  \/—  i);  soit,  par  exemple,  /.  =  i.  Il  faudra   que  —  —  i. 

Dans  la  formule 

d/x  a         a" 

~cîs    ~~  ~  ÏÏ  ~"  T  ' 
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tracées  sur  une  sphère.  On  peut  introduire  dans  l'étude  de  ces 
courbes  une  notion  importante,  susceptible  d'ailleurs  d'être  étendue 
à  une  surface  quelconque.  Prenons,  sur  la  courbe  sphérique  C, 
deux  points  M  et  M'  et  menons  les  arcs  de  grand  cercle  tangents 
cala  courbe  en  ces  points.  Soit  £  l'angle  de  ces  deux  arcs  de  grand 
cercle,  angle  voisin  de  zéro  si  M/  est  voisin  de  M.  On  donne  le 
nom  de  courbure  géodésique  à  la  limite  du  rapport 

—         (as  =  arc  MM'), 

As         v  h 

quand  M.'  tend  vers  M.  Si  nous  posons     . 

I  £ 

77  =  lim  —  > 
G  As 

G  sera  dit  le  rayon  de  courbure  géodésique  de  la  courbe  au 
point  M. 

Nous  allons  donc  calculer  lim  —  ,  et  il  est  clair  que  e  représente 

l'angle  des  normales  au  plan  des  deux  grands  cercles. 

Si  donc  a,,  (3,,  y,  désignent  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
au  plan  du  grand  cercle  tangent  en  M  à  la  courbe  C,  on  aura,  en 
raisonnant  comme  dans  le  calcul  du  rayon  de  courbure, 

G2  ds* 

Or  on  a  évidemment 

ai  —  ,  px=    ,  Yl  =   y 

a  a  a 

en  se  rappelant  que  x'2-i- y2-±-  z-  =  a2. 


remplaçons  a    par  sa  valeur  «a  +  C  et  a    par  R  — >  il  vient 

R  *±  -_£. 

ds*  T' 

a  sera  donc  un  polynôme  du  second  degré  en  s,  et  x  sera  par  conséquent  un 
polynôme  du  troisième  degré  en  s.  Il  en  est  de  même  pour  y  et  z,  et  l'on  obtien- 
drait ainsi  une  cubique  gauche  imaginaire,  pour  laquelle  le  rayon  de  cour- 
bure et  le  rayon  de  torsion  sont  constants,  leur  rapport  étant  égal  à  i.  L'exis- 
tence de  cette  cubique  gauche  imaginaire,  ayant  courbure  et  torsion  constantes, 
a  été  signalée  par  M.  Lyon  dans  sa  thèse  Sur  les  courbes  à  torsion  constante, 
1890. 
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11  vient  alors 

i      _  (ydy  —  *  d$ )2 -+-  (z  dx  —  x  dy)* H-  (a?rfp  —  y^a)2 
G2  ~~  «2  rf.Ç2 

(  x*  -+-  jk2  -+-  -s2  )  (  dy?-  -+-  d'^  -+-  d^-  )  —  (x  dx  -h-  ,r  ^ft  H-  -s  ofy)2 

a2  ds2 
ou 

i  i  (a'x  -f-  3'jK-+-  y' s)2 

G2  "~  ÏÏ2  aâR2  ' 

R  étant  le  rayon  de  courbure  de  G  en  M.  Ceci  posé,  considérons 
la  droite  polaire  D  (  fig.  3o),  correspondant  au  point  M  :  elle  passe 

Fi£.  3o* 


évidemment  par  le  centre  delà  sphère;  soit,  d'autre  part,  MIS  la 
normale  principale  rencontrant  la  droite  polaire  en  ],  point  qui 
est  le  centre  de  courbure.   Appelons  enfin  V  l'angle  DOM,   on 

aura 

x'x-\-  S'y  -+-  y'*       ■  •    xr 

— ! —  =  sin  V 

a 

et,  par  suite, 


G2        a2 tan  g*  V 


C'est  la  formule  que  nous  voulions  obtenir  pour  la  courbure 
géodésique.  On  peut  aussi  en  conclure 


G  =  a  tan  g  V  =  —  -, 

S/1  aï—  R2 


formule  simple  reliant  le  rayon  de  courbure  géodésique  au  rayon  de 
courbure  de  la  courbe. 

15.   Cherchons,   comme  application,  les  courbes  de  la  sphère 
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dont  le  rayon  de  courbure  géodésique  est  constant.  D'après  la 
formule  précédente,  ceci  revient  à  chercher  les  courbes  de  la 
sphère  ayant  une  courbure  constante.  Or  nous  avons  vu  que  le 
carré  du  rayon  de  la  sphère  osculatrice  était  donné  en  général  par 
l'expression 

La  sphère  osculatrice  d'une  courbe  tracée  sur  une  sphère  étant 
manifestement  cette  sphère  elle-même,  on  aura,  pour  toute  courbe 
de  notre  sphère, 

Supposons  que  la  courbe  ne  soit  pas  plane,  alors  T  ne  sera  pas 

.    r    .        dR  ,  ! 

constamment  înlini  et  - —  étant  nul,  on  aura 

as 

«2=  R2. 

Or  Ml  =  R  :  il  faudra  donc  que  toutes  les  normales  principales 
de  la  courbe  passent  par  le  centre.  Ces  normales  formant  une  sur- 
face développable,  la  courbe  devra  être  plane,  résultat  contradic- 
toire avec  l'hypothèse  faite.  Par  suite,  les  courbes  cherchées  sont 
des  courbes  planes  :  ce  sont  nécessairement  des  cercles  de  la 
sphère. 


CHAPITRE  XV. 

DES  COURBES  TRACÉES  SUR  UNE  SURFACE. 


I.  —  De  la  courbure  des  courbes  tracées  sur  une  surface. 
Théorèmes  d'Euler  et  de  Meusnier. 

1.  Nous  allons  étudier  la  courbure  des  lignes  tracées  sur  une 
surface  quelconque.  Soit 

~=/0,  y) 

l'équation  de  cette  surface.  Pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  y  que 
nous  considérons,  il  sera  supposé  que  la  fonction  a  des  dérivées 
partielles  du  premier  et  du  second  ordre  déterminées  et  continues. 
Nous  avons  déjà  posé 

âz  _  àz  _  rPz  fPz  _  d*z 

ôx  ,  ôy  <)xl  ôx  ôy  ôy% 

Menons  la  normale  au  point  M(j?,  y,  z)  de  la  surface.  Nous 
définirons  sur  cette  droite  géométrique  une  direction  déter- 
minée Mv,  en  considérant  la  direction  qui  fait  avec  l'axe  Oz  un 
angle  aigu  ;  les  cosinus  des  angles  de  cette  direction  avec  les  axes 
seront 

—  P  —g  +1 

y/l-f-/?2-!-  <?2  \/[-f-/>2-t-  q%  y/l -h/>24- #2 

le  radical  étant  pris  positivement. 

Ceci  posé,  considérons  une  courbe  C  sur  la  surface.  En  désignant 
toujours  par  a,  [3,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  cette 
courbe,  on  a 

d'où  en  différentiant,  pour  un  déplacement  sur  la  courbe,     4 

p  d%  H-  q  dfi  —  dy  H-  a  dp  -+-  ,8  dq  =  o. 
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relation  qui,   en  se  servant  des  premières  formules  de  Frenet  et 
remplaçant  dp   et  dq    par   r  dx  -\-  $  dy   et   sdx-\-tdy,    devient 

Or,  si  8  désigne  l'angle  que  fait  la  normale  principale  MN  à  la 
courbe  avec  la  direction  Mv  de  la  normale  à  la  surface,  on  aura 

cosO  =    '  -^-  , 

y/i  -^  />-  -f-  ^"2 

et  /ioms  avons  alors  la  formule  fondamentale 

cosO        ra2-4-  s#«fl  -+-  *32 


II 


A 


2.  La  relation  précédente  donne  tout  ce  qui  est  relatif  à  la  cour- 
bure des  lignes  tracées  sur  une  surface.  Nous  pouvons  en  déduire 
immédiatement  le  théorème  de  Meusnier  qui  ramène  la  recherche 
de  la  courbure  des  courbes  quelconques  passant  en  un  point  d'une 
surface  à  celle  des  sections  normales  passant  par  ce  point. 

Soient,  en  effet,  deux  courbes  tracées  sur  la  surface,  MC  et  MC, 
ayant  même  tangente  en  M;  nous  aurons 

cosO        cosO' 

R'  et  9'  ayant  les  mêmes  significations  pour  la  seconde  courbe  que. 
R  et  9  pour  la  première. 

Supposons,  déplus,  que  les  deux  courbes  aient  même  plan  oscil- 
lateur :  leurs  normales  principales  coïncideront,  et  l'on  aura 

soit     0  =  6',    ,     soit     ft  —  O'-hr.; 

mais  ce  second  cas  est  impossible,  car  R  et  R1  sont  positifs.  On  a 
donc  0  =  6'  et,  par  suite,  R  =  R'. 

Ainsi,  une  courbe  quelconque  a  en  M  même  rayon  de  courbure 
que  la  section  plane  déterminée  dans  la  surface  par  son  plan  oscil- 
lateur. 

Il  suffira  donc  de  considérer  les  sections  planes  passant  par  M. 
Comparons  d'abord  les  sections  planes  ayant  même  tangente  !WT. 
En  particulier,  soit  une  section  plane  passant  par  MT  et  parla  nor- 
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maie  Mv,  section  que  nous  appellerons  section  normale.  Pour  celte 
section,  on  ne  peut  avoir  que 

6'=o        ou        6' =7i. 

On  aura  6' =  o  si  le  centre  de  courbure  de  la  section  normale 
est  sur  Mv,  et  6'  =  tc  s'il  est  sur  le  prolongement  de  Mv,  Or  on 
peut  toujours  supposer  qu'on  se  trouve  dans  le  premier  cas  en 
choisissant  convenablement  la  direction  positive  de  l'axe  0.3.  On 

a  alors 

cos6         i 
~W  =  R7' 

Cette  formule  exprime  le  théorème  de  Meusnier.  Elle  montre  que 
le  centre  de  courbure  O  de  la  section  oblique  est  la  projection 
sur  le  plan  de  cette  section  du  centre  de  courbure  O'  de  la 
section  normale  ayant  même  tangente. 

3.  Nous  sommes  donc  enfin  ramené  à  l'étude  de  la  variation  du 
rayon  de  courbure  d'une  section  normale  dont  le  plan  tourne  autour 
de  Mv  :  cette  étude  a  été  faite  par  Euler. 

Reprenons  la  formule  fondamentale  du  paragraphe  1.  Puisqu'il 
s'agit  d'une  section  normale,  il  faut  y  faire  9  =  o  ou  9  =  tc.  Pour 
n'avoir  qu'un  cas  à  considérer,  nous  allons  faire  une  convention 
relative  à  R;  jusqu'ici  R  a  toujours  désigné  une  quantité  essen- 
tiellement positive.  Dans  la  suite,  R  va  être  susceptible  cVun 
signe  :  pour  une  section  normale,  R  sera  positif,  quand  l'angle  9 
correspondant  à  cette  section  sera  mil;  il  sera  négatif  quand 
l'angle  9  sera  égal  à  tu.  En  d'autres  termes,  R  sera  positif  si  la 
direction  allant  de  M  au  centre  de  courbure  de  la  section  coïncide 
avec  Mv;  il  sera  négatif  si  cette  direction  coïncide  avec  le  prolon- 
gement de  Mv.  Avec  cette  convention,  on  aura  la  valeur  de  R  en 
faisant,  dans  tous  les  cas,  9  —  o  dans  la  forme  fondamentale. 
Celle-ci  nous  donne  donc,  pour  les  sections  normales, 

i  ra2-+-  *2sa(3  h-  t^- 

Pour  étudier  la  variation  de  — >  prenons  comme  origine  le  point  M, 
la  direction  Mv  comme  axe  des  Z)  le  plan  tangent  en  M  sera  alors 
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le  plan  xy.  On  a  y?  =  q  =  o,  et  la  formule  devient 

-!-  =  ra*4-2$«P  +  *j3*. 

Or,  soit  to  l'angle  de  la  tangente  MT  avee  l'axe  M 3?;  il  vient 

—  =  /*  cos-&>  H-  >.s  cosw  sinco  -h  /  sin2  to. 

On  a  donc  seulement  à  discuter  une  forme  quadratique  en  costo 
t;t  sinco. 

Les  maxima  et  minima  de  —  ont  lieu  pour  des  valeurs  de  to  qui 

annulent  sa  dérivée,  c'est-à-dire,  comme  le  donne  un  calcul  facile, 

pour  les  racines  de  l'équation 

2  s 

tans:  2  w  =  • 

&  /•  —  t 

Cette  équation  donne  pour  to  deux  directions  rectangulaires.  Si 
l'on  prend  pour  axes  des  x  et  des  y  ces  deux  directions,  la  valeur 
de  s  correspondant  à  ces  nouveaux  axes  devra  être  nulle,  puisque 

l'équation  admettra  les  racines  to  =  o,  —  >  et  l'on  aura 


—  =  n  cos2to  -+-  ti  sin2  w. 
R 

En  désignant  par  R,  le  rayon  de  courbure  correspondant  à  la 
section  to  =  o  et  par  R.,  le  rayon  de  courbure  de  la  section  to  =  —, 

onaF  =  i\  et  de  même  =r-  .=  t\ .  Nous  avons  donc  la  relation  due 

à  Euler 

t         cos2  w        sin2w 


R  R,  R2 

Les  deux  sections  normales,  que  nous  venons  de  signaler,  sont 
dites  les  sections  normales  principales.  Ce  sont  les  sections  cor- 
respondant aux  maximum  et  minimum  des  rayons  de  courbure. 
R,  et  R2  sont  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface 
en  M. 

4.  Au  point  de  vue  de  la  forme  de  la  surface  dans  le  voisinage 
de  M,  deux  cas  sont  à  distinguer.  Soit  d'abord  R,  et  R..  de  même 
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signe;  R  a  un  signe  invariable.  La  surface  est  alors  dans  le  voisi- 
nage de  M,  d'un  même  côté  de  son  plan  langent;  les  centres  de 
courbure  des  sections  normales  sont  compris  entre  les  deux  centres 
de  courbure  0|  et  02  des  sections  principales. 

Il  en  est  tout  autrement  si  R,  cl  R2  sont  de  signes  contraires  : 
R  a  un  signe  variable.  Les  deux  valeurs  de  u),  correspondant  à 


tan  g  10  =  zt 


i/-È- 


donnent  —  =^o,  et  les  deux  sections  normales,  correspondant  à  ces 

tangentes,  ont  en  M  une  inflexion.  La  surface  n'est  pas  tout  entière 
d'un  même  côté  de  son  plan  tangent  dans  le  voisinage  de  M  :  elle 
est  dite  alors  à  courbures  opposées  au  point  M.  Un  hyperboloïde 
à  une  nappe  nous  offre,  en  un  quelconque  de  ses  points,  l'exemple 
d'une  telle  surface. 

Un  cas  intermédiaire  est  celui  où  l'une  des  deux  quantités  —  ,  — - 

serait  nulle;  on  aurait,  par  exemple, 


i         sin-w 


R  R> 


R  serait  de  signe  invariable,  s'annulant  seulement  pour  co  =  o. 
Signalons  encore  le  cas  particulier  où  R,  =  R2  :  on  aura 


î  i 

R  =  R 


Toutesles  sections  normales  ont  alors  même  courbure;  le  point  est 
dit  un  ombilic  de  la  surface.  En  un  tel  point,  les  sections  princi- 
pales sont  indéterminées. 

Si,  sans  particulariser  les  axes  des  x  et   y,  nous  revenons  à  la 

formule 

i 
ÏÏ 


=  /-a2-i-2  5afi  4-  trp, 


les  deux  grandes  distinctions  que  nous  avons  faites  correspondent 
h  s2  —  ri  <^  o  et  à  s2 —  r/  >>  o.  Dans  cette  dernière  hypothèse,  les 
directions  de  tangentes,  pour  lesquelles  la  section  normale  corres- 
pondante a  une  inflexion,  sont  données  par  l'équation 

rx2  •+•  2  sxy  -+-  ty2  =  o. 
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Les  tangentes  des  sections  normales  pour  lesquelles  —  =  o  sont 
appelées  les  tangentes  principales  de  la  surface  en  M.  Il  ne  faut 
pas  confondre,  comme  on  voit,  les  tangentes  principales  avec  les 
tangentes  des  sections  normales  principales. 

Les  tangentes  principales  peuvent  être  définies  d'une  autre 
manière.  Considérons,  en  effet,  le  développement  de  z  suivant  les 
puissances  de  x  et  y,  d'après  la  formule  de  Tajlor;  on  aura 

z  —  — -  (  rx-  4-  2 s  xy  ■+-  ty%  )-+-..., 

les  termes  non  écrits  étant  de  degrés  supérieurs  à  deux.  Coupons 
la  surface  par  le  plan  z  =x "o,  l'équation  de  la  section  sera 

o  =  rx~-\-  isxy  -t-  ty--+- .  . . , 

ce  qui  montre  qu'elle  a  en  M  un  point  double,  et  les  tangentes  en 
ce  point  double  sont  les  tangentes  principales.  Ainsi  les  tangentes 
principales  à  une  surface  en  un  point  M  sont  les  tangentes,  en  ce 
point,  de  la  section  plane  déterminée  dans  la  surface  par  le  plan 
tancent  en  M. 

Prenons,  par  exemple,  un  point  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe; 
les  deux  tangentes  principales  en  ce  point  sont  les  deux  généra- 
trices rectilignes  qui  y  passent. 

O.   Revenons  à  la  formule  générale 


les  axes  de  coordonnées  étant  quelconques,  mais,  bien   entendu, 

rectangulaires.  Cherchons  l'équation  du  second  degré  en  -  déter- 

P 

minant  les  I  races  des  sections  principales  sur  le  plan  tangent.  Nous 
savons  qu'elles  correspondent  au  maximum  et  au  minimum  de  -^ 

i  •         i     \A+/>2-+-  q% 
ou  bien  de % —  • 

Nous  devons  égaler  à  zéro  la  différentielle  de  cette  expression, 
ce  qui  donne 

( i )  ra  cl*  -h  «(a  d$  H-  f3  d%  )  -+-  *{J  d$  =  o. 
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Or  a  et  p  sont  liées  par  la  relation 

a2  +  (32  +  (p a-hq$y=  i  (puisque  y  =  pa.  -+-  qfi); 

en  différenciant  cette  dernière  relation,  il  vient 

(  i  )  a  doL  -+-  $  dfi  -h  (p  a  -t-  q  jâ  )  (p  d%  -h  q  dfi  )  =  o. 

On  aura  donc,  en  éliminant  dv.  et  dfi  entre  (i)  et  (2), 
a*[*(i+  p*)  —  pqr]-+-z$[t(i  -+- />2)  —  r(i  H-  g'2)]—  P2  [5(1  H-  ?2  )  —  y^J  =0. 

Telle  est  l'équiation  faisant  connaître  les  deux  tangentes  aux  sections 
normales  principales  en  un  point  {x,y,  z)  de  la  surface. 

Cherchons,  en  particulier,  les  équations  qui  caractériseront  un 
ombilic.  En  un  tel  point,  les  sections  normales  principales  sont 
indéterminées;  l'équation  précédente  doit  être  identiquement  véri- 
fiée, ce  qui  entraîne 

r  s  t 


\-\-p-       pq        i-h<7"- 

II  y  a  donc  deux  conditions  pour  exprimer  qu'un  point  est  un 
ombilic. 

6.  Cherchons  maintenant  l'équation  du  second  degré  donnant 
les  deux  rayons  de  courbure  principaux.  L'élimination  de  dcn  et  dp 
entre  les  équations  (1)  et  (2)  nous  a  conduit  à  l'équation 

a(i-t-/>2)-+-py  [3  __   p(i-h  g*)-+-pgz 

ra.  -\-  s[i  s<x-h  tft 

que  j'ai  donnée  plus  haut,  sous  forme  entière;  on  peut  encore 
écrire,  comme  valeur  commune  de  ces  rapports,  en  multipliant  les 
deux  termes  du  premier  rapport  par  a  et  les  deux  termes  du  second 


par  p, 


c'est-à-dire  — r 7, ttt.  ou 


a2(i+/)2)-t-2yPffaj3-4-  ft2(iH-  g*) 
ra2-f-  isa.$  H-  t[^ 

R 


Posant  donc 


Q  = 


v/i  +y^2-+-  q'2 


R 
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nous  aurons 

ra-hsB  Ja  +  /B 

P  - 


y.  (  i  -+-  p1  )  -+-  /?<7  p       p(  i  h-  <72)  -\-pq* 

L'élimination  de  77  entre  ces  deux  équations  conduit  à  l'équation 

r 
cherchée 

p*(l  -h y>2  +  y2)—  p[/'(i  +  72J  4-  *(l4-jD2)  —  »/>?*]  +  rt  —  s*  =  o, 


qui  donne,  en  remplaçant  p  par ^ —  >  les  deux  rayons  de 

courbure  principaux  au  point  considéré. 

Cette  équation  en  p  aura  toujours  ses  racines  réelles;  si  elles 
sont  de  même  signe,  la  surface  est  convexe  dans  le  voisinage  du 
point  (#,  y,  z);  elle  est  à  courbures  opposées,  dans  le  cas  con- 
traire. Le  signe  de  rt —  s'2  permet  donc  de  décider  de  la  nature  de 
la  surface  dans  le  voisinage  d'un  point. 

On  peut,  avec  l'équation  précédente,  exprimer  qu'un  point  est 
un  ombilic  :  il  suffira  d'écrire  qu'elle  a  une  racine  double.  Il 
semble  donc,  au  premier  abord,  qu'il  y  ait  contradiction  avec  le 
résultat  obtenu  plus  haut,  où  nous  avons  trouvé  deux  équations, 
tandis  qu'ici  une  seule  équation  exprimera  que  les  deux  valeurs 
de  p  sont  égales.  L'explication  est  facile  :  le  discriminant  de 
l'équation  en  p,  on  le  vérifiera  aisément,  est  une  somme  de  deux 
carrés,  et,  comme  la  surface  est  supposée  réelle,  il  faut  annuler 
chacun  des  carrés,  ce  qui  donne  les  équations  précédemment 
trouvées. 


II.  —  Lignes  de  courbure.  —  Propriétés  et  équations  générales. 

7.  En  étudiant  les  congruences  de  droites  (Ghap.  XII,  n'  lo), 
nous  avons  déjà  défini  incidemment  les  lignes  de  courbure  d'une 
surface.  Les  normales  à  une  surface  forment  une  congruence. 
Soient  M  un  point  quelconque  de  la  surface  et  MN  la  normale  en 
ce  point;  par  MN  passent  deux  surfaces  développables  ayant  pour 
génératrices  des  normales  à  la  surface.  Ces  deux  surfaces  se  coupent 
à  angle  droit.  Nous  en  avons  conclu  que  par  chaque  point  M 
d'une  surface  passent  deux  courbes  sur  la  surface,  telles  que  les 

PICARD.    —    T.    t.  33 
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normales  aux  divers  points  de  ces  courbes  forment  deux  surfaces 
développables  :  ces  deux  courbes,  qu'on  appelle  lignes  de  cour- 
bure de  la  surface,  sont  à  angle  droit.  Pour  les  trouver,  il  faut 
intégrer  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  et  du  second 
degré. 

Traitons  la  question  directement.  Les  équations  de  la  normale  à 
la  surface  au  point  (x,  y,  z)  sont 

X  =  —  pZ  -+-  x  -h  p z, 
Y  = — qZ-+-y-hqz. 

Cette  droite  engendrera  une  surface  développable  si 

d(x  -4- pz)  __  d(y  H-  q  z  ) 
dp  dq 

ou  bien 

dx  -4-  p  dz        dy  H-  q  dz 
dp  dq 

et,  en  remplaçant  dz  par  p  dx  -\-  p  dy, 

( i  -h  /?2  )  dx  -+- pq  dy  _     pq  dx  +  (i  +  ^2)  dy 
r  dx  -t-  s  dy  s  dx  -+-  t  dy 

//y 

Cette  équation  du  second  degré  en  -j-  est  l'équation  différen- 
tielle des  projections  des  lignes  de  courbure  sur  le  plan  des  xy. 
Nous  en  déduisons  un  théorème  très  important  :  la  relation  précé- 
dente coïncide,  en  effet,  avec  l'équation  en  a  et  (3  trouvée  plus  haut 
relative  aux  tangentes  des  sections  normales  principales.  On  en 
conclut  que  les  lignes  de  courbure  en  chaque  point  sont  tan- 
gentes aux  sections  normales  principales. 

Voici  une  seconde  propriété  fondamentale  des  lignes  de  cour- 
bure. Soit  C  une  ligne  de  courbure  de  la  surface  :  les  normales 
menées  à  la  surface  par  tous  les  points  de  cette  ligne,  formant  une 
surface  développable,  sont  tangentes  à  une  courbe  gauche.  Cher- 
chons le  point  de  contact  de  l'une  d'elles  avec  son  enveloppe;  les 
coordonnées  de  ce  point  vérifient  les  équations  de  la  normale  en 

M,  (x,  y,  z), 

X  =  — pZ  -h  x  -\- pz, 

Y  =  —  qZ  -hy  +  qz 
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et  les  deux  équations  obtenues  par  différentiation 

—  dp  Z  -h  dx  -h  p  dz  -h  z  dp  —  o, 

—  dq  Z  -h  dy  -h  q  dz  -f-  z  dq  =  o. 

Ces  quatre  équations  sont  compatibles,  d'après  la  définition  même 
de  C,  et  l'on  a 


" 


dx  -+-  p  dz        dy  -h  q  dz 
dp  dq 

Or  dx  et  dy  sont  proportionnels  aux  cosinus  a  et  fi  relatifs  à  la 
tangente  d'une  des  sections  principales  en  M.  On  a  donc 

7       _  _  a(  i-h/?2)  -h  pg  [3  _    /?ffq  -4-  (  i  -h  ff2)(3 
/'  a  -t-  s  (3  sot-\-  tfi 

et,  par  conséquent,  d'après  une  combinaison  faite  plus  haut, 

Z  —  x 


ra2+  2safi  -+-  t$- 


Mais  R  désignant  le  rayon  de  courbure  principal,  correspondant 
à  (a,  ^),  le  second  membre  est  égal  à  ;  on  a,  par  suite, 

R 


v/l  4-/>2+  ?2 

ce  qui  montre  que  le  point  de  contact  considéré  est  au  centre  de 
courbure  principal  ou,  sous  une  autre  forme,  la  normale  en  tout 
point  d'une  surface  touche  les  deux  nappes  de  la  surface  focale 
de  la  conçruence  des  normales  aux  deux  centres  de  courbure 
principaux  relatifs  à  ce  point. 

8.  L'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure  est  susceptible 
de  formes  diverses.  Des  formules  intéressantes,  équivalentes  à  cette 
équation  différentielle,  ont  été  données  par  Olinde  Rodrigues. 
Désignons  par  «,  6,  c  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  en  un 
point  arbitraire  d'une  surface,  et  soit  R  le  rayon  de  courbure  prin- 
cipal correspondant  à  une  des  sections  principales,  les  coordonnées 
du  centre  de  courbure  seront 

x  h-  Ra,        y-±-\\b,         z  -+-  Kc. 
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Pour  un  déplacement  sur  la  ligne  de  courbure  tangente  à  la  section 
principale,  on  aura  donc 

d(x-hRa)        d(y-+-Rb)        d(z-hRc) 


a 


ce  qui  exprime  que  le  centre  de  courbure  décrit  une  courbe  tan- 
gente à  la  normale  de  la  surface.  Ces  équations  peuvent  s'écrire 

dx  -h  R  da        dy  -h  R  db        dz  -h  R  de 
a  b  c 

et  la  valeur  commune  de  ces  rapports  sera  zéro,  comme  on  le  voit 
en  les  multipliant  respectivement  par  «,  b,  c.  On  a  donc 

dx  -+-  R  da  =  o, 
dy  -+-  R  db  =  o, 
dz  H-  R  de  =  o. 

Telles  sont  les  formules  de  Rodrigues.  Elles  se  réduisent  à 
deux,  puisqu'en  les  multipliant  respectivement  par  a,  b,  c,  et 
ajoutant,  on  obtient  une  identité.  Comme  elles  renferment  R,  elles 
sont  équivalentes  à  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure. 
Leur  intérêt  provient  de  leur  symétrie  et  de  ce  qu'elles  font  connaître 
en  même  temps  une  expression  simple  de  R. 

Si  l'on  veut  en  tirer  l'équation  différentielle,  trouvée  plus  haut, 
des  lignes  de  courbure,  il  suffit  d'éliminer  R  entre  les  deux  pre- 
mières, ce  qui  donne 

dx  db  —  dy  da  ==  o. 
Or 

a  =     .  j  b  — 


V/ 'l  -+-  p%  H-  q%  \/  i  -\-  p'1  H-  q2 

donc,  en  substituant, 

( dp  dy  —  dq  dx  )  ( i  -+-  p-  -+-  q2  )  -f-  (p  dy  —  q  dx)  (p  dp  H-  q  dq)  =  o. 

L'équation  étant  écrite  sous   cette    forme,   on   peut  en  conclure 
immédiatement  une  remarque  intéressante.  La  courbe  imaginaire 

donnée  par  l'équation 

i  -i-/>2+  q2=  o 

est  une  ligne  de  courbure,  puisqu'on  a  pour  elle  p  dp  -f-  q  dq  —  o. 
On  peut  donc  toujours  trouver  sur  une  surface  une  ligne  de 
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courbure,  sans  aucune  intégration  :  cette  ligne  de  courbure  est 
d'ailleurs  imaginaire.  Ce  résultat  est  dû  à  M.  Darboux  (*),  qui  y 
est  arrivé  de  la  manière  la  plus  simple  en  considérant  sur  la  surface 
les  points  où  le  plan  tangent  est  parallèle  à  un  plan  tangent  au  cône 
asymptote  de  la  sphère.  Le  lieu  de  ces  points  forme  bien  la  courbe 
obtenue  plus  haut. 

Considérons,  par  exemple,  l'ellipsoïde 

x*       jk2       z*-  _ 
â*  +  ~F-  +  c*  ~  l' 

En  exprimant  que  le  plan  tangent  en  un  point  (r,  j',  z)  est 
parallèle  aux  plans  asymptotes  de  la  sphère,  on  trouve 

X2  JK2  -S2    _ 

a*         bk  ~1~  c'* 

Ce  cône  coupe  la  surface  suivant  une  ligne  imaginaire,  qui  est 
une  ligne  de  courbure  de  l'ellipsoïde.  Cette  ligne  de  courbure  est 
la  limite  de  l'intersection  de  l'ellipsoïde  donné  avec  l'ellipsoïde 


x*-  JK2 


=  I 


a2 -h  À        è2+l        c2- 
quand  À  tend  vers  zéro. 

9.  L'équation  des  lignes  de  courbure  peut  encore  se  mettre 
sous  la  forme  suivante,  très  utile  dans  les  applications.  Désignons 
par  w,  p,  w,  non  plus  les  cosinus  directeurs  de  la  normale,  mais 
seulement  des  quantités  proportionnelles  à  ces  cosinus,  et  considé- 
rons une  lione  de  courbure. 

o 

Soient 

X  =  X  h-  ul} 

Z  =  z  -+-  wl 

les  coordonnées  du  point  où  la  normale  touche    son  enveloppe. 

On  aura 

d(x  -\-  ul)        d(y-+-v/\        d(z-hwl) 


(  '  )  G.  Darboux,  Comptes  rendus  et  Annales  de  l'École  Normale,  1864. 
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équations  qui  reviennent  à 

dx  -f-  /  du        dy  H-  /  dv        dz  -+-  l  dw 


u  v  w 


d'où,  en  désignant  par  — -  /'  la  valeur  de  ces  rapports. 

dx  -+-  /  du  -h  ul'  =  o, 
dy  -h  /  d\>  -h  vl'  —  o, 
dz  -\-  l  dw  h-  w  V  =  o, 


et,  en  éliminant  /  et  /', 

dx 

u 

du 

dy 

V 

dv 

dz 

w 

dw 

='  o. 


C'est,  dans  toute  sa  généralité,  Y  équation  différentielle  des 
lignes  de  courbure.  Si,  par  exemple,  les  coordonnées  #,  y,  z 
d'un  point  quelconque  de  la  surface  sont  données  en  fonction  de 
deux  paramètres  a  et  jj,  on  pourra  prendre  pour  w,  c,  w  les  trois 
déterminants  fonctionnels 

D(>,  z)        D(z,  x)        "D(x, y) 
D(a,p/      D(a,  f)  *      D(>,  p)1 

et,  en  substituant,  on  aura  l'équation  différentielle  en  -~  des  lignes 
de  courbure  de  cette   surface. 

10.  La  recherche  des  lignes  de  courbure  d'une  surface  revient, 
d'après  ce  qui  précède,  à  la  détermination  de  l'intégrale  générale 
d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre;  nous  indiquerons 
seulement,  pour  le  moment,  deux  classes  de  surfaces  dont  on 
obtient  immédiatement  les  lignes  de  courbure. 

Sur  une  surface  de  révolution,  les  lignes  de  courbure  sont  les 
parallèles  et  les  méridiens.  En  effet,  les  normales  à  la  surface 
menées  aux  différents  points  d'un  méridien  sont  situées  dans  un 
même  plan  et  forment,  par  suite,  une  développable;  d'autre  part, 
les  normales  en  tous  les  points  d'un  parallèle  forment  un  cône  de 
révolution  qui  est  aussi  une  surface  développable.  On  trouverait 
facilement  le  même  résultat  par  le  calcul,  en  prenant  l'équation  de 
la  surface  sous  la  forme 
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l'axe  des  z  étant  Taxe  de  la  surface.  On  n'a  qu'à  substituer,  dans 
l'équation  du  paragraphe  précédent, 

u  =  2xf'(x*  +  yi)i         v  =  2r/'(^+j2),         w  =  — i; 

le  déterminant  se  réduit  à  l'équation 

(  x  dx  -+-  y  dy  )  (  x  dy  —  y  dx  )  ==  o , 

qui  donne  les  parallèles  et  les  méridiens. 

Considérons,  en  second  lieu,  une  surface  développable.  Les  géné- 
ratrices rectilignes  de  celte  surface  constituent  un  premier  système 
de  lignes  de  courbure,  car,  le  plan  tangent  étant  le  même  en  tous 
les  points  d'une  génératrice,  les  normales  à  la  surface  en  tous  les 
points  de  celle-ci  sont  toutes  dans  un  même  plan.  Le  second  sys- 
tème est  formé  par  les  trajectoires  orthogonales  des  génératrices, 
c'est-à-dire  par  les  développantes  de  l'arête  de  rebroussement. 

Cherchons  les  rayons  de  courbure  principaux  en  un  point  P 
dune  surface  développable.  L'un  de  ces  rayons  est  manifeste- 
ment infini,  puisqu'une  des  sections  normales  principales  est  une 
ligne  droite.  Menons  la  génératrice  passant  par  le  point  P  et  soit 
M  le  point  où  elle  touche  l'arête  de  rebroussement.  Désignons 
par  (x{ ,  y{ ,  Z\  )  les  coordonnées  de  P  et  par  a { ,  bK ,  c(  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  en  P  à  la  surface;  soit  enfin  R,  le  second 
rayon  de  courbure  principal  cherché.  On  a,  d'après  les  formules 

de  Rodrigues, 

Rdx\ 
da^ 

les  différentielles  étant  relatives  à  un  déplacement  sur  la  seconde 
ligne  de  courbure.  En  appelant  (#,  y,  z)  les  coordonnées  de  M  et 
adoptant  pour  l'arête  de  rebroussement  nos  notations  habituelles, 
on  a 

x^x-h/y.         (/  =  MP), 
«i  =  a". 

Or,   quand  on  se   déplace  sur  une  trajectoire  orthogonale  des 
génératrices,  dxt  =  l dy.  puisque  ds  -f-  dl  =  o. 
Par  conséquent, 

'M  — 7-7/  ' 

dy. 
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d%  T 

Les  formules  de  Frenet  donnant  -j-g  =  77  »  nous  avons   finale- 

aa  K 

ment 

T 
Rt  =  -Ig, 

T  et  R  désignant  les  rayons  de  torsion  et  de  courbure  en  M  de 
l'arête  de  rebroussement. 


III.  —  Théorème  de  Joachimstal.  —  Théorème  de  Dupin. 

11.  On  doit  à  Joachimstal  une  proposition  élégante  relative  à 
deux  surfaces  ayant  une  ligne  de  courbure  commune.  Nous  allons 
montrer  que,  si  deux  surfaces  ont  une  ligne  de  courbure  com- 
mune, elles  se  coupent  sous  le  même  angle  en  tous  les  points  de 
cette  courbe. 

En  un  point  quelconque  M  de  cette  courbe  commune  L,  menons 
les  normales  MN  et  MN'  aux  deux  surfaces  S  et  S',  et  soit  Mv  la 
normale  principale  à  la  courbe  L.  Si  o  et  ©'  désignent  les  angles 
de  Mv  avec  MN  et  MN',  on  aura  (Chap.  XIV,  n°  9) 

©'  =  x  -+-  G' 

(C  et  C  étant  des  constantes),  puisque  les  normales  MN  et  les 
normales  MN'  restent  tangentes  à  deux  développées  de  la  Courbe, 
conséquence  immédiate  de  ce  que  L  est  une  ligne  de  courbure 
de  S  et  de  S'. 

On  a  donc 

œ'  —  ap  —  G' —  C  : 

l'angle  cp'—  cp  de  MN  et  de  MN7  est  constant. 

A  ce  théorème  on  peut  joindre  une  réciproque  :  Si  deux  sur- 
faces se  coupent  sous  un  angle  constant  en  tous  les  points  d  une 
courbe  L  qui  soit  une  ligne  de  courbure  pour  la  première  sur- 
face, elle  sera  aussi  ligne  de  courbure  pour  la  seconde.  En  effet, 
l'angle  NMN'  étant  constant,  on  aura 

?'-cp  =  C" 
(C"  étant  une  constante)  ;  or,  puisque,  pour  la  surface  S,  la  ligne  L 
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est  une  ligne  de  courbure,  la  normale  MN  restera  tangente  à  une 
développée  de  cette  courbe.  Donc 

©  =.T  -+-  G 

i 

et.  par  suite, 

C  étant  une  constante,  c'est-à-dire  que  MN'  reste  tangente  à  une 
courbe  gauche.  La  ligne  L  est  alors  une  ligne  de  courbure  pour  la 
surface  S'. 

L'application  de  ces  théorèmes  est  particulièrement  intéressante 
pour  les  lignes  planes  et  sphériques. 

Toute  ligne  plane  est  une  ligne  de  courbure  de  son  plan  et  toute 
ligne  tracée  sur  une  sphère  est  une  ligne  de  courbure  de  cette 
sphère.  Donc,  si  un  plan  ou  une  sphère  coupe  une  surface  suivant 
une  de  ses  lignes  de  courbure,  l'intersection  a  lieu  sous  un  angle 
constant  tout  le  long  de  cette  ligne. 

Réciproquement,  si  un  plan  ou  une  sphère  coupe  une  surface 
sous  un  angle  constant  tout  le  long  d'une  ligne,  celle-ci  sera  une 
ligne  de  courbure  pour  la  surface. 

12.  Passons  maintenant  à  un  théorème  célèbre  dû  àDupin  et  qui 
a  été  l'origine  d'une  théorie  considérable,  celle  des  surfaces  ortho- 
gonales. Nous  considérons  trois  familles  de  surfaces  dont  les  équa- 
tions renferment  chacune  un  paramètre  arbitraire  : 

f(x,y,  *)  =  ^, 

X,  p,  v  étant  les  trois  constantes  arbitraires.  Par  un  point  quel- 
conque de  l'espace  passe  une  surface  de  chacune  de  ces  familles. 

Supposons  que  deux  surfaces  quelconques  prises  dans  ces  trois 
familles  se  coupent  à  angle  droit  :  on  dit  que  ces  surfaces  forment 
un  système  triple  orthogonal. 

Le  théorème  de  Du  pin  s'énonce  ainsi  : 

Les  surfaces  d'un  système  triple  orthogonal  se  coupent  sui- 
vant leurs  lignes  de  courbure. 
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13.  La  démonstration  de  ce  théorème  va  résulter  de  quelques 
identités  que  je  commence  par  établir. 

Soient  P  un  point  quelconque  de  l'espace,  et  PL,  PM,  P\  les 
trois  normales  aux  surfaces  précédentes  passant  en  P  :  PL  est 
normal  à  la  surface  /=X,  et  ainsi  des  autres  {fig.  3i).  Ces  trois 


droites  forment,  par  hypothèse,  un  trièdre  trirectangle;  de  plus, 
chacune  d'elles  sera  évidemment  tangente  à  l'intersection  des  deux 
surfaces  auxquelles  elle  ne  correspond  pas.  Nous  désignerons 
par  (X)  l'intersection  des  surfaces  m  =  a,  'l  =  v  :  la  courbe  (X)* 
sera  tangente  à  PL;  et  pareillement  pour  les  autres. 

Ceci  posé,  les  équations  du  système  triple  orthogonal  permettent 
d'exprimer  j;,  y,  z  en  fonction  de  X,  |jl,  v.  Si,  dans  ces  expressions, 
on  donne  à  pi  et  v  les  valeurs  correspondant  au  point  P,  et  qu'on 
fasse  varier  X,  le  point  (r,y,  z)  décrira  la  courbe  (X).  L'orthogo- 
nalité  du  système  sera  alors  exprimée  parles  identités 

■^  dx  dx 
2dà\  dû. 

(3)  |2 


,    .i  n  i  v^  dx  dx  ! 

ou  il  faut  entendre  par    >  -r-  —  la  somme 

dx  dx        dy  dy        dz  dz 
d~k   du.        d\  du.        d~k  du. 

Ces  trois  identités  expriment  que  les  tangentes  aux  courbes  (X). 
(m.)  et  (v)  sont  deux  à  deux  rectangulaires. 


dx 

dx 



___ 

— 

0, 

d\ 

du. 

> 

dx  dx 





— 

o. 

du. 
dx 

dv 
dx 

1 

— 

— 

— 

o. 

dv 

dl 
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En  différentiant  respectivement  par  rapport  à  v,  X  et  jjl  les  iden- 
tités (3),  nous  avons 


àx    àîx 


àx    à2  x 


■^  àx    à'2  x 

'  2uo\X    à\  &> 


^1  OX     o 

Àào~\x  5v 

2 


ôx    à2  x 


d\x  àv  àl 

àx    à~x 
àK/   à\  à\x 


^1  ox     o-x 
JL  àv    à \x  àk~ 


-^  àx    à'1  x 
wà  àk  dv  dp 


=  o. 


On  en  conclut  de. suite 


àx    à2x        ^  àx    à'2x        ^  àx     à2x 
Jk  dix  à/  ~~ \Ldo~\x  à\  (h  ~~  Zdlh   à\  à  ix  " 


Remarquons  encore,  pour  avoir  sous  les  yeux  tous  les  résultats 
nécessaires  à  la  démonstration,  que,  d'après  les  identités  (3),  les 

expressions 

D(y,  z)        D(z,  x)        Dix,  y) 
D(X,  O'      D(X,  v)  '       D(X,  v) 


sont  proportionnelles  à 


àx        ày        àz 
à\x        à\x        à\x 


i  i.  Ces  remarques  faites,  la  démonstration  est  immédiate.  Mon- 
trons, par  exemple,  que  la  courbe  (X)  est  une  ligne  de  courbure 
pour  la  surface  <]>(#,  y,  z)  =  v.  En  appelant  «,  c,  tv  des  quantités 
proportionnelles  aux  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  cette  sur- 
face, nous  pouvons  prendre 


h 


àx 


v  = 


ày_ 

dv 


w  = 


àz 
dvJ 


or,  d'après  le  paragraphe  9,  il  nous  faut  vérifier  que 


dx  a  dit 
dy  v  dv 
dz      w     d\v 


=  o, 


le  cl  étant  relatif  à  la  variation  de  a  puisqu'il  s'agit  de  la  courbe  (X). 
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Nous  devons  donc  avoir 

dx     dx      d2  x 


d\  du  (h  àl 

dy  dy  <f-y 

yx  T>  JTàï 

dz  ôz  0'2z 


=  o. 


OX      (h      dv  ô\ 

Mais,  cette  égalité  se  réduit  à 

"^   02x    dx 
Âddûdï  Jiî.  " 

C'est  une  des  identités  établies  plus  haut.  Le  théorème  de 
Dupin  est  démontré. 

14  bis.  Considérons  maintenant  une  surface  S  quelconque,  et  les 
surfaces  parallèles  (S),  on  a  une  première  famille.  Considérons 
ensuite  les  surfaces  développables  engendrées  par  les  normales  à  S 
aux  points  d'une  même  ligne  de  courbure  :  on  a  ainsi  une  deuxième 
famille  (S<)  lorsque  la  ligne  de  courbure  varie  dans  le  premier 
système  et  une  troisième  famille  (S2)  lorsque  la  ligne  de  courbure 
varie  dans  le  deuxième  système.  Les  trois  familles  (S),  (S{),  (S2) 
forment  un  système  triple  orthogonal  qui  découpe  sur  S  les  lignes 
de  courbure  de  S. 

Effectuons  une  inversion  quelconque;  S  devient  S',  la  famille  (S) 
devient  la  famille  (S'),  (S,)  devient  (S't)  et  (S2)  devient  (S'2). 
L'inversion  conserve  les  angles.  Donc  le  système  (S'),  (S'j  )  et  (S'2) 
est  un  système  triple  orthogonal.  Donc  les  deux  familles  (S,)  et 
(2'2)  découpent  sur  S'  les  lignes  de  courbure  de  S'  et  évidemment 
ces  lignes  sont  les  inverses  des  intersections  de  (S,  )  et  (S2)  avec  S, 
c'est-à-dire  des  lignes  de  courbure  de  S. 

On  voit  donc  que  les  lignes  de  courbure  de  S  deviennent,  par 
une  inversion  qui  transforme  S  en  S',  les  lignes  de  courbure  de  S', 
ce  qu'on  exprime  brièvement  en  disant  :  V inversion  conserve  les 
lignes  de  courbure. 

15.  Les  surfaces  homofocales  du  second  degré  offrent  l'applica- 
tion la  plus  simple  du  théorème  de  Dupin. 
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Considérons  les  surfaces  homofocales  du  second  degré  repré- 
sentées par  l'équation 

<«  ^T  +  F^1x  +  ^T  =  >       («>*>?)■ 

Par  un  point  quelconque  de  l'espace  passent  trois  de  ces  sur- 
faces; on  vérifie  facilement,  en  effet,  que  celte  équation  du  troisième 
degré  en  X  admet  trois  racines  réelles  séparées  par  — «2,  — 62, 
—  c'1  et  +-  oo,  et  auxquelles  correspondent  respectivement  un 
hyperboloïde  à  deux  nappes,  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  un 
ellipsoïde.  Nous  formons  donc  ainsi  trois  familles  de  surfaces;  elles 
rentrent  dans  le  même  type  analytique,  mais  elles  sont  géométri- 
quement distinctes  et  par  chaque  point  de  l'espace  passe  une  sur- 
face de  chacune  des  familles.  Ce  système  triple  est  orthogonal,  car 
deux  surfaces  homofocales  quelconques,  les  surfaces  (4)  et  (5)  par 
exemple 

X*  r2  z2 

(5) 


a"1  -t-  (X  62  -h  \X  C2  -h   ]X 

se    coupent   à   angle  droit.   En    retranchant    en    effet   membre   à 
membre  les  équations  (4)  et  (5),  on  obtient  la  relation 

x2  r2  z2 

-H  t— : r-r-- =  O, 


(a2+À)(a2  +  \x)        (&*H-X)(&2-h  fx)        (c2+  A)  (c2  -h  \x  ) 

qui  exprime  précisément  l'orthogonalité  des  surfaces  en  un  point 
commun  (#,  y,  z). 

Il  est  facile  maintenant  de  trouver  les  lignes  de  courbure  de 
l'ellipsoïde 

X~  JK2 

Ô*    +    62     "*"    ^ 


:2 

=  I 


Ce  seront  les  intersections  de  cette  surface  avec  l'hyperboloïde 
à  deux  nappes 

r2  1/2  r2 

=  1  (—  «2<À<—  62), 


a2+X        62-hX        c2h-à 

et  avec  l'hyperboloïde  à  une  nappe 

x-  y2  z- 

— \--rf h- =  1  (— 62<;J.<-C2). 

a1  h-  (x        62  -h  |x        c2  -f-  [x  ' 
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Je  n'indiquerai  pas  d'autres  systèmes  triplement  orthogonaux. 
Cette  théorie  a  fait  l'objet  de  travaux  considérables.  Après  les 
quadriques,  le  système  orthogonal  le  plus  simple  est  formé  de 
surfaces  du  quatrième  degré  ayant  pour  ligne  double  le  cercle 
imaginaire  de  l'infini  :  il  a  été  découvert  par  Moutard  et  par 
Darboux.  On  consultera  avec  grand  intérêt,  sur  cette  question, 
l'Ouvrage  de  Darboux  :  Sur  une  classe  de  surfaces  algé- 
briques (Paris,  Gauthier- Villars,  187.3). 


IV.  —  Surface  enveloppe  de  sphères.  —  Gyclide  de  Dupin. 

16.  Considérons  une  surface  enveloppe  d'une  sphère  dépendant 
d'un  paramètre  arbitraire,  soit 

(x  —  a)*-+-{y  —  b)*-h(z  —  c)2=  R2, 

a,  6,  c  et  R  étant  fonctions  d'un  paramètre  a.  La  caractéristique 
de  cette  sphère  est  évidemment  un  cercle.  La  surface  peut  donc 
être  considérée  comme  engendrée  par  une  circonférence  mobile. 
Ces  circonférences  forment  un  système  de  lignes  de  courbure  de 
la  surface,  car  les  normales  à  la  sphère  en  tous  les  points  de  sa 
caractéristique  sont  aussi  des  normales  à  la  surface;  celles-ci 
forment,  par  suite,  une  surface  développable.  Nous  obtenons  donc 
ainsi  une  surface  dont  un  des  systèmes  de  lignes  de  courbure  est 
circulaire. 

Réciproquement,  toute  surface  ayant  un  système  de  lignes  de 
courbures  circulaires  est  l'enveloppe  d'une  sphère  dépendant  d'un 
paramètre  arbitraire.  En  effet,  si  C  représente  un  de  ces  cercles, 
son  plan  fera,  avec  la  surface,  un  angle  constant,  d'après  le  théo- 
rème de  Joachimstal;  les  normales  à  la  surface  en  tous  les  points 
de  C  iront  donc  toutes  passer  par  un  même  point  O.  La  surface 
sera  l'enveloppe  de  la  sphère  ayant  O  pour  centre  et  passant 
par  C  :  cette  sphère  dépend,  comme  le  cercle  C  lui-même,  d'un 
paramètre  arbitraire. 

En  général,  dans  la  congruence  des  normales  à  une  surface, 
comme  dans  toute  congruence  de  droites,  il  existe  une  surface 
focale  formée  de  deux  nappes.  Pour  la  surface  que  nous  venons 
d'étudier,  l'une  de  ces  nappes  se  réduit  à  une  courbe.  Toutes  les 
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normales  à  la  surface  rencontrent,  en  effet,  la  courbe  lieu  du 
centre  O  de  la  sphère;  cette  courbe  est  donc  une  des  nappes  de 
la  surface  focale  de  la  congruence  des  normales. 

Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  le  rayon  R  de  la 
sphère  est  constant;  la  surface  est  dite  une  suif  ace  canal.  Le 
plan  de  la  caractéristique  passera  alors  constamment  par  le  centre 
de  la  sphère  correspondante  et  sera  normal  à  la  trajectoire  de  ce 
centre.  La  surface  possédera  la  propriété  remarquable  d'avoir,  en 
chaque  point,  un  de  ses  rayons  de  courbure  principaux  constant; 
cette  valeur  constante  sera  évidemment  égale  à  R. 

Montrons  que,  réciproquement,  toute  surface  ayant  un  de  ses 
rayons  de  courbure  principaux  constant  est  une  surface  canal.  En 
effet,  considérons  une  ligne  de  courbure  G  correspondant  au 
rayon  de  courbure  principal  constant;  la  développée  de  cette 
courbe,  enveloppe  des  normales  à  la  surface  en  tous  ses  points, 
devra  se  réduire  à  un  point  puisque  son  arc  aura  une  longueur 
nulle.  Soit  O  ce  point,  la  sphère  ayant  O  pour  centre  et  passant 
par  C  sera  tangente  à  la  surface  en  tous  les  points  de  C  :  la  surface 
est  donc  l'enveloppe  d'une  sphère  de  rayon  constant  dépendant 
d'un  paramètre  arbitraire. 

17.  Cherchons  si  une  surface  peut  avoir,  en  chaque  point,  ses 
deux  rayons  de  courbure  principaux  constants.  Nous  supposerons 
d'abord  ces  deux  rayons  différents.  D'après  le  raisonnement  fait 
plus  haut,  la  surface  pourra  être  considérée  de  deux  manières 
différentes  comme  une  surface  canal.  La  surface  focale  de  la  con- 
gruence des  normales  se  composera  de  deux  courbes  F  et  F'. 
Soient  O  et  O'  les  centres  de  courbure  correspondant  à  un  point  M 
de  la  surface;  les  courbes  T  et  r'  seront  normales  à  00'  et,  de 
plus,  leurs  tangentes  en  O  et  O'  doivent  être  à  angle  droit,  puisque 
ces  tangentes  sont  perpendiculaires  aux  plans  des  deux  lignes  de 
courbure  circulaires  de  la  surface  passant  en  M.  Or  cela  est  impos- 
sible, car,  00'  étant  constant,  les  deux  lignes  F  et  T'  sont  paral- 
lèles. Il  ne  peut  donc  y  avoir  de  surface  ayant  ses  deux  rayons  de 
courbure  principaux  constants  et  différents  (  '  ). 

(')    Voir,  pour  le   même  théorème,   Bertrand,   Traite  de  Calcul  différentiel, 

p.    ~2\. 
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Nous  avons  maintenant  à  supposer  que  les  deux  rayons  de  cour- 
bure principaux  sont  égaux. 

Montrons,  d'une  manière  plus  générale,  avec  Monge,  qu'une 
surface  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics  est  nécessairement 
une  sphère.  Nous  devons  avoir,  pour  tous  les  points  de  la  surface 
cherchée, 

(6)  _L_  =  _L  =  _Ï_. 

i-h/>2       pcj        i  h-  g*2 
Or  désignons  par  X,  Y  ,  Z  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 

Y=  -1         .  Z  = 


^i-+-p--\-q2  y/n-/?2-+-^2  \/i~-p2^-q 

On  a,  comme  conséquence  immédiate  des  équations  (6), 


dX 

dY 

àX 

ÔY 

àï~°' 

to-°' 

dx 

dy 

àX 
11  en  résulte  que  X  ne  dépend  que  de  a?,  et  Y  de  y\  donc  — 

et  — -,  qui  sont  fonctions,  l'une  de  #,  l'autre  dejK,  ne  peuvent  être 
identiques  que  si  leur  valeur  commune  est  une  constante;  dési- 


«nons-la  par  —  •  On  aura  donc 


X  ==  x~~x\  y=  ^  ~r°, 

a  a 

#o  etjKo  étant  des  constantes.  Le  cosinus  Z  sera,  dès  lors, 
Z  =  -\/a*  —  (a?-—  xqY  —  {y—  y0)K 

Maintenant  les  valeurs  de  p  et  cj  étant  —  -->  —  y>  la  formule 

dz  =■  p  dx  -4-  q  dy 
devient 

C  a?  —  x0  )  dx  -h  C  y  —  y0  )  dy 

dz  =  ■ '  ) 

sj a"-  —  (x—x0y~  (y  —  jo)'2 
et  enfin 

z  —  z0  =  sj a*1 —  (  x  —  x0y —  (y  — JKo)2         (^o  étant  une  constante) 

ou 

(x  —  2-0)2  +  (jK—  y0y~+(z  —  z0y  =  «2, 

ce  qui  est  bien  l'équation  d'une  sphère. 
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18.  Nous  avons  étudié  les  surfaces  dont  un   des   systèmes  de 
lignes  de  courbure  est  circulaire.  Cherchons  maintenant  les  sur- 
faces dont  les  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  sont  circu- 
laires. Ces  surfaces  remarquables  ont  été  étudiées  par  Dupin. 

Considérons  donc  une  surface  ayant  toutes  ses  lignes  de  cour- 
bure circulaires.  Elle  sera  d'abord  (n°  16)  l'enveloppe  d'une  pre- 
mière famille  de  sphères  correspondant  au  premier  système  de 
lignes  de  courbure  circulaires;  mais  elle  pourra  aussi,  dune  autre 
manière,  être  regardée  comme  l'enveloppe  d'une  seconde  famille 
de  sphères  correspondant  au  second  système  de  lignes  de  cour- 
bure. Or  une  sphère  quelconque  de  la  première  famille  est  tan- 
gente à  une  sphère  quelconque  de  la  seconde,  car,  si  l'on  considère 
deux  lignes  de  courbure  de  systèmes  différents  se  coupant  en  un 
point  M,  les  deux  sphères  correspondantes  seront  évidemment 
tangentes  en  M.  Si  donc  on  prend  trois  sphères  quelconques  de 
la  première  famille,  les  sphères  de  la  seconde  lui  étant  tangentes, 
nous  pouvons  dire  que  la  surface,  si  elle  existe,  est  Y  enveloppe 
d'une  sphère  restant  tangente  à  trois  sphères  données. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  étudier  la  surface  enveloppe  d'une 
sphère  tangente  à  trois  sphères  données.  La  position  de  cette  sphère 
ne  dépend  que  d'un  seul  paramètre  arbitraire  :  c'est  ce  qu'on  voit 
de  suite  en  cherchant  le  lieu  de  son  centre.  Soient  C,  C,  C"  les 
centres  de  trois  sphères  données  S,  S',  S",  et  O  le  centre  d'une 
sphère  S  tangente  à  ces  trois  sphères.  Le  point  O  sera  sur  un 
hyperboloïde  de  révolution  obtenu  en  faisant  tourner  autour  de  CC 
une  hyperbole  convenable  ayant  C  et  C  pour  foyers;  de  même  le 
point  O  sera  sur  un  hyperboloïde  de  révolution  obtenu  en  faisant 
tourner,  autour  de  CC';,  une  hyperbole  ayant  C  et  G"  pour  foyers. 
Ces  deux  hyperboloïdes  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes, 
conséquence  immédiate  de  ce  que,  F  étant  un  foyer  commun  des 
hyperboles  méridiennes,  les  deux  surfaces  sont  tangentes  le  long 
d'une  ligne  à  la  sphère  de  rayon  nul  ayant  pour  centre  F.  Le  lieu 
du  centre  O,  pour  une  surface  irréductible  enveloppe  d'une  sphère 
restant  tangente  à  trois  sphères  données,  sera  donc  une  conique  F. 
Remarquons,  de  plus,  que  les  cônes  ayant  pour  sommets  respec- 
tifs C,  C,  C"  et  passant  par  V  sont  de  révolution.  On  sait,  en  effet, 
que,  quand  on  fait  tourner  une  conique  autour  de  son  axe.  le  cône 
ayant  pour  sommet  un  foyer  situé  sur  cet  axe  et  pour  directrice 

PICARD.    —    T.    I.  •>'* 


53o  APPLICATIONS    GÉOMÉTItIQUES    DU    CALCUL    INFINITÉSIMAL. 

une  section  plane  quelconque  de  la  surface  de  révolution  ainsi 
•engendrée  est  de  révolution. 

Ces  remarques  faites,  il  est  nécessaire  de  rappeler  les  propriétés 
de  la  conique  focale  d'une  autre  conique.  Etant  donnée  une 
conique  T,  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  passant 
par  cette  conique  est  une  seconde  conique  V  dite  focale  de  la 
première,  et  il  y  a  réciprocité  entre  ces  deux  coniques.  Le  cône 
ayant  pour  sommet  un  point  O  de  Y  et  passant  par  V  a,  pour  axe 
de  révolution,  la  tangente  en  O  à  la  conique  Y.  Je  ne  crois  pas 
utile  d'insister  sur  ces  théorèmes  classiques,  dont  la  démonstra- 
tion n'offre  d'ailleurs  aucune  difficulté. 

19.  Revenons  maintenant  à  la  cyclide  de  Dupin.  La  caractéris- 
tique de  S  est  une  circonférence  passant  par  les  points  de  contact 
de  S  avec  les  sphères  S,  S',  S",  car  la  caractéristique  d'une  surface 
mobile  restant  constamment  tangente  à  une  surface  fixe  passe  évi- 
demment par  le  point  de  contact.  Le  cône  ayant  O  pour  sommet 
et  passant  par  la  caractéristique  de  X  sera  de  révolution;  son  axe 
sera  la  tangente  en  O  à  la  conique  T  et,  de  plus,  il  contiendra  les 
droites  OC,  OC  et  OC  Or  le  cône  ayant  O  pour  sommet  et  pas- 
sant par  la  focale  T!  de  la  conique  Y  est  aussi  de  révolution;  il  a  le 
même  axe  que  le  précédent  et  passe  aussi  par  OC,  OC  et  OC'7, 
puisque,  d'après  ce  que  nous  avons  fait  remarquer  à  la  fin  du  para- 
graphe 18,  les  trois  points  C,  G',  G7  appartiennent  à  la  conique  Y  . 
Ces  deux  cônes  coïncident  donc  nécessairement.  Une  conséquence 
importante  en  résulte  :  toutes  les  normales  de  la  cyclide  ren- 
contrent la  conique  Y'  focale  de  Y .  La  seconde  nappe  de  la  sur- 
face focale  de  la  congruence  des  normales  se  réduit  donc  aussi  à 
une  courbe,  la  courbe  Y'.  A  cette  seconde  courbe  Y'  rencontrée 
par  toutes  les  normales  correspond  le  second  système  de  lignes  de 
courbures,  et,  d'après  le  raisonnement  fait  plus  haut,  ce  second 
système  sera  nécessairement  formé  de  cercles.  Nous  avons  donc 
démontré  que  la  cyclide  de  Dupin  a  ses  deux  systèmes  de  lignes 
de  courbure  circulaires. 

On  peut  présenter  la  démonstration  d'une  manière  plus  intui- 
tive encore  par  une  inversion  qui  ramène  la  cyclide  à  un  tore  ou 
un  cône  de  révolution  (Matnjvheim,  Nouvelles  Annales  de  Mathé- 
matiques, 1860).  Considérons  les  trois  sphères  S,  S',  S"  et  leurs 
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grands  cercles  de  section  par  le  plan  des  centres.  Soit  co  le  centre 
radical  de  ces  trois  cercles,  qui  a  même  puissance  par  rapport  à 
ces  trois  cercles.  Si  cette  puissance  est  positive,  <x>  est  le  centre 
d'un  cercle  réel  G  orthogonal  aux  trois  sphères  S,  S',  S"  (premier 
cas).  Si  cette  puissance  est  négative,  w  est  intérieur  aux  trois  sphères 
et  ces  trois  sphères  ont  deux  points  réels  communs  sur  la  perpen- 
diculaire en  u)  au  plan  des  centres  (deuxième  cas). 

Dans  le  premier  cas,  faisons  une  inversion  dont  le  pôle  soit  sur 
le  cercle  G.  Ce  cercle  devient  une  droite  A  et  les  sphères  S,  S',  S" 
deviennent  des  sphères  orthogonales  à  A,  c'est-à-dire  ayant  leurs 
centres  sur  A  :  je  les  appelle  S|,  S'^,  S,.  Les  sphères  S  tangentes 
à  S,  S',  S"  deviennent  les  sphères  S,  tangentes  à  S<,  Sn  S,  :  toutes 
ces  sphères  S,  se  déduisent  de  l'une  d'elles  par  rotation  autour 
de  A  et  elles  enveloppent  un  tore  d'axe  A  qui  est  V inverse  de  la 
cyclide  enveloppe  des  sphères  S.  Les  lignes  de  courbure  de  l'enve- 
loppe des  sphères  S  deviennent  les  lignes  de  courbure  de  l'enve- 
loppe des  sphères  2\  (Chap.  X\  ,  n°  14  bis)  car  l'inversion  conserve 
les  lignes  de  courbure  :  or  les  lignes  de  courbure  du  tore  sont  les 
méridiens  et  les  parallèles,  ce  sont  des  cercles,  celles  de  la  cyclide 
seront  donc  aussi  des  cercles,  car  l'inversion  change  les  cercles  en 
cercles. 

Dans  le  deuxième  cas,  faisons  une  inversion  dont  le  pôle  soit  un 
des  points  réels  communs  aux  trois  sphères  S,  S',  S".  Ces  trois 
sphères  deviennent  des  plans  S1?  S'n  S"  et  les  sphères  S  deviennent 
les  sphères  S,  tangentes  à  ces  trois  plans.  Les  sphères  S,  enve- 
loppent un  cône  de  révolution  inscrit  dans  le  trièdre  formé  par  les 
trois  plans  et  ce  cône  est  l'inverse  de  la  cyclide  enveloppe  des 
sphères  2. 

Les  lignes  de  courbure  du  cône  de  révolution  sont  les  généra- 
trices et  les  cercles  ayant  pour  axe  l'axe  du  cône.  La  cyclide  a  alors 
deux  points  coniques  qui  sont  les  deux  points  communs  à  S, 
S',  Sr/  :  la  première  famille  de  lignes  de  courbure  sera  formée  de 
cercles  passant  par  ces  deux  points,  la  deuxième  famille  sera  formée 
des  cercles  orthogonaux  à  ceux-là. 

20.  On  peut,  a  priori,  considérer  une  congruence  formée  de 
droites  rencontrant  deux  coniques  Y  et  V  focales  l'une  de  l'autre. 
Soient  O  un  point  quelconque  de  F,  et  O'  un.  point  quelconque 
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de  T';  nous  allons  voir  sans  peine  que  les  droites  00'  restent  nor- 
males à  une  même  surface.  Cherchons  en  effet  les  plans  focaux 
correspondant  à  la  droite  00'  de  la  congruence.  Les  deux  déve- 
loppables  appartenant  à  la  congruence  et  passant  par  00'  sont 
évidemment  le  cône  de  sommet  O  et  de  directrice  P,  puis  le  cône 
de  sommet  O'  et  de  directrice  T.  Les  droites  considérées  appartien- 
dront à  la  congruence  si  ces  deux  cônes  se  coupent  orthogonale- 
ment  (Ghap.  XII,  n°  14).  Or  on  voit  de  suite  qu'il  en  est  ainsi  :  si, 
en  effet,  OT  désigne  la  tangente  en  O  à  la  conique  T,  le  second 
cône  aura,  pour  plan  tangent,  le  plan  O'OT,  et  ce  plan  est  évidem- 
ment normal  au  premier  cône  puisqu'il  passe  par  son  axe  OT. 
Ainsi,  les  droites  00'  resteront  tangentes  à  une  série  de  surfaces 
parallèles.  Ces  surfaces  ont  manifestement  leurs  deux  systèmes  de 
lignes  de  courbure  circulaires. 


V.  —  Généralités  sur  les  lignes  asymptotiques. 
Quelques  exemples. 

21.  On  appelle  ligne  asymptotique  d'une  surface  une  courbe 
de  cette  surface,  dont  le  plan  osculateur  est  en  chaque  point  tan- 
gent à  la  surface.  Ecrivons  la  relation  différentielle  qui  exprimera 
cette  propriété.  Soit 

Z-z=p(X-x)  +  q(Y-y) 

l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  au  point  (#,  y,  z).  Les 
conditions  exprimant  que  ce  plan  est  osculateur  à  une  certaine 
courbe  de  la  surface,  lieu  du  point  (#,  y,  z),  sont 

p  dx    -+-  q  dy    —  dz    =  o, 
p  d2  x  -t-  q  d2y  —  d1  z  —  o. 

La  première  équation  est  toujours  vérifiée.  La  seconde  est  la  con- 
dition cherchée,  mais  elle  se  transforme  de  suite,  car,  en  différen- 
tiant  la  première  et  retranchant,  il  reste 

dp  dx  -+-  dq  dy  =  o. 

On  peut  encore  écrire,  en  remplaçant  dp  et  dq  par  r  dx -\- s  dy 

et  s  dx-\-  t  dy, 

r  dx^  -h  2  s  dx  dy  -+-  t  dy*  =  o. 
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Cette  équation  homogène  et  du  second  degré  en  dx  et  dy  donne, 
pour  -~-j  deux  valeurs  fk  (x,  y)  et  f2(x,  y).  On  a  donc  deux  équa- 
tions du  premier  ordre  : 

J  =■/.(«,  r).       &-M*.rt 

Elles  montrent  qu'en  général  par  chaque  point  M  d'une  surface 
passent  deux  lignes  asymptotiques.  Nous  avons  déjà  appelé  l'atten- 
tion sur  les  deux  directions  qui  sont  les  tangentes  des  lignes 
asymptotiques  passant  par  M  :  ce  sont  les  tangentes  principales. 
Pour  s'en  assurer,  il  suffît  de  se  reporter  à  la  formule  (n°  3) 


v/r  +  »2- 


R 


il  =  ra2+2sa(3  -h  t$*. 


Pour  les  tangentes  des  lignes  asymptotiques,  le  second  membre 

sera  nul  et,  par  suite,  on  aura  •=-  =  o,  c'est-à-dire  que  les  sections 

normales  correspondant  à  ces  tangentes  ont  un  rayon  de  courbure 
infini.  On  peut  encore  dire  que  les  tangentes  aux  lignes  asympto- 
tiques sont  les  tangentes,  au  point  de  contact,  de  la  section  plane 
déterminée  dans  la  surface  par  le  plan  tangent. 

Il  n'en  est  pas  des  lignes  asymptotiques  comme  des  lignes  de 
courbure.  Par  un  point  réel  arbitraire  de  la  surface  passent  deux 
lignes  de  courbure  réelles;  les  lignes  asymptotiques  en  un  point 
sont  seulement  réelles  quand  la  surface  est  en  ce  point  à  courbures 
opposées.  Ainsi,  sur  une  ellipsoïde,  les  lignes  asymptotiques  sont 
imaginaires;  sur  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  les  lignes  asymp- 
totiques sont  réelles,  et  ce  sont  évidemment  les  deux  systèmes  de 
génératrices  rectilignes. 

22.  La  propriété  des  lignes  asymptotiques  est  essentiellement 
projective,  c'est-à-dire  que,  si  l'on  effectue  sur  une  surface  une 
transformation  homographique  quelconque,  les  transformées  des 
lignes  asymptotiques  de  la  surface  seront  les  lignes  asymptotiques 
de  la  transformée  de  la  surface.  C'est  là  une  remarque  évidente, 
car,  par  une  transformation  homographique,  un  plan  tangent  se 
transforme  en  un  plan  tangent,  et  le  plan  osculateur  dune  courbe 
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qui  est  la  limite  d'un  plan  passant  par  trois  points  infiniment 
voisins  devient  le  plan  osculateur  de  la  eourbe  transformée. 

En  particulier,  étant  donnée  l'équation  d'une  surface  en  coor- 
données rectilignes 

/(#,  y,  *)  =  o, 

l'équation 

dp  dx  -4-  dq  dy  =  o 

sera  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  de  la  surface, 
quels  que  soient  les  axes  0.r,  Oy,  O^,  rectangulaires  ou  obliques, 
auxquels  on  rapporte  la  surface.  Deux  surfaces  ayant  la  même 
équation  et  rapportées  à  des  axes  différents  sont,  en  effet,  la  trans- 
formée l'une  de  l'autre  par  une  transformation  homographique. 

22  bis.  Une  liaison  remarquable  a  été  introduite  par  S.  Lie 
entre  les  lignes  de  courbure  et  les  lignes  asymptotiques.  Etant 
donnée  une  surface  S  décrite  par  un  point  M  de  coordonnées  x, 
y,  £,  de  façon  que  l'équation  du  plan  tangent  en  M  à  S  soit 

^  —  z=p(^  —  x)-hq(ri-y);  P  =  ^      CJ  =  JZ  ' 

S.  Lie  a  montré  qu'on  peut  déterminer  cinq  fonctions 

X  =  ?,(#,  y,  z,  p,  q), 

Y=  F2(^5ri  z,  p>  q), 

Z  ==■  F3(x,y,  z,p,  g), 

P  =  Fk{x,y,  z,  p,  q), 

Q=  F5(x,y,  z,  p,  q), 
telles  que  : 

i°  Lorsque  le  point  M  décrit  S,  le  point  [a(X,  Y,  Z)  décrira  une 
surface  2,  dont  le  plan  tangent  en  jji  aura  pour  coefficients  direc- 
teurs précisément  P,  Q,  —  i 

et  cela  quelle  que  soit  la  surface  S  décrite  par  M;  la  transforma- 
tion qui  fait  passer  de  M  à  {i.  est  dite  transformation  de  contact. 
2°  Lorsque  le  point  M  décrit  une  droite,  le  plan  (/?,  q,  —  i) 
passant  par  cette  droite,  [ji  décrit  une  sphère  de  façon  qu'à  deux 
droites  concourantes  correspondront  deux  sphères  tangentes. 
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Dans  ces  conditions  : 

i°  Lorsque  M  décrit  une  tangente  à  S,  u.  décrit  une  sphère 
tangente  à  S. 

2°  A  deux  tangentes  infiniment  voisines  d'une  ligne  asympto- 
tique  A  de  S  correspondent  deux  sphères  tangentes  à  S  et  tangentes- 
entre  elles.  Lorsque  M  décrira  une  ligne  asymptotique  A  de  S? 
le  plan  (/?,  q,  — i)  étant  le  plan  tangent  à  S  en  M,  le  point  pt. 
décrira  une  ligne  C  de  2;  aux  tangentes  à  l'asymptotique  A  corres- 
pondront des  sphères  tangentes  à  S  aux  points  de  C  et  telles  que 
deux  sphères  infiniment  voisines  soient  tangentes.  Cette  dernière 
propriété  ne  peut  se  réaliser  que  si  C  est  une  ligne  de  courbure. 

La  transformation  précédente,  dite  transformation  de  Lie  ('),, 
transforme  les  lignes  asympto tiques  de  S  en  lignes  de  cour- 
bure de  2.  Par  la  voie  de  cette  transformation  on  relie  aussi  les 
deux  propriétés  suivantes  : 

i°  Une  homographie  quelconque  conserve  les  lignes  asympto- 
tiques  (c'est-à-dire  transforme  les  asymptotiques  d'une  surface 
clans  celles  de  la  surface  transformée). 

2°  Une  inversion  quelconque  conserve  les  lignes  de  courbure. 

23.  Cherchons,  sous  sa  forme  la  plus  générale,  l'équation  diffé- 
rentielle des  lignes  asymptotiques.  Nous  supposerons  la  surface 
définie  par  les  trois  équations 

Soit 

A(X  —  ,r)-t-B(Y—  j)h-G(Z  —  z)  =  o 

l'équation  du  plan  tangent  au  point  (#,  y:  z).  On  a  donc 

(7)  A-f-  +B-^  -f-G-^-  =  o,  A-f-+-B-X+GTî-  =  o. 

au  au  du  uv  av  av 

Pour  que  le  plan  soit  oscillateur  à  la  courbe  correspondant  à  une 
certaine  relation  entre  u  et  v,  il  faut  que 

A  dx    -+-  B  dy    -h  G  dz    =  o, 
A  d'-x  -b  B  d\y  h-  G  d2  z  =  o. 

(')    Voir  Darboux,   Théorie  des  surfaces,  t.  I,  2°  édition,  nos  157  et  169. 
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La  première  de  ces  équations  est  vérifiée  en  vertu  des  deux  précé- 
dentes. La  seconde  se  réduit  à 


(8) 


~  d°-  f                   <fi  f                      àîf 
—4  du*-  4-  2  —4-  du  dv  +  —4  dv* 
ou2                 ou  av                    dv1 

ou1                  Ou  ov                     dv1 

~d*ty   .              d*<b     ,      _         d*<l>    .  a 
-—^  du?  -h  2  - — f-  au  «p  h — ~  dv2 

}=° 


Pour  avoir  l'équation  différentielle  cherchée,  il  n'y  a  qu'à  éli- 
miner A,  B,  C  entre  les  équations  (7)  et  (8).  On  a  ainsi 


d\f 
lu* 


dit1 


=  o, 


-r-4-  û?"  ^  "H    t4  ^2 

0//  <7P  cw2 

EL 

du 

dl 
dv 


la  deuxième  et  la  troisième  colonne  se  déduisant  delà  première  en 
remplaçant/  successivement  par  o  et  <k 

24.  Dans  les  surfaces  réglées,  un  premier  système  de  lignes 
asymptotiques  s'aperçoit  immédiatement  :  ce  sont  les  génératrices 
rectilignes.  La  section  normale  correspondant  à  une  génératrice 
étant  cette  génératrice,  a,  en  effet,  Lin  rayon  de  courbure  infini. 
Nous  reviendrons  tout  à  l'heure  slit  la  détermination  du  second 
système  de  lignes  asymptotiques  d'Line  surface  réglée.  Pour  le 
moment,  bornons-nous  aux  surfaces  réglées  dont  toutes  les  géné- 
ratrices rencontrent  deux  droites  fixes  D  et  D,.  On  peut  d'abord 
faire  une  transformation  homographique,  telle  que  la  droite  Dt  soit 
rejetée  à  l'infini  parallèlement  à  un  plan  fixe  P.  La  transformée  de 
la  surface  est  alors  un  conoïde  admettant  le  plan  P  pour  plan  direc- 
teur; nous  sommes  donc  ramené  à  la  recherche  des  lignes  asymp- 
totiques d'un  conoïde. 

Si  l'on  prend  le  plan  directeur  pour  plan  des  xy  et  la  droite  D 
pour  axe  des  ,3,  l'équation  du  conoïde  est  de  la  forme 


-M 
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On  peut  poser 

oo=u,         y=uv,         z=f(v). 

En  substituant  dans  l'équation  du  paragraphe  précédent,  on 
trouve,  en  supprimant  le  facteur  dv  qui  correspond  aux  généra- 
trices du  conoïde, 

d'où,  en  intégrant, 

i*»=c/V), 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Dans  les  projections,  les  lignes 
asjmptotiques  du  conoïde  sur  le  plan  des  xy  ont  pour  équation 


-=-<v(£) 


2o.  Voici  une  seconde  classe  assez  étendue  de  surfaces  dont  on 
peut  trouver,  par  des  quadratures,  les  lignes  asjmptotiques.  Elle 
a  été  signalée  par  M.  Jamet  (').  Il  s'agit  des  surfaces  représentées 
en  coordonnées  homogènes  par  l'équation 

f{x,y)  =  ¥{z,  t), 

où/  est  une  fonction  homogène  de  x  et  y,  et  F  une  fonction  homo- 
gène de  z  et  de  £,  les  degrés  d'homogénéité  étant,  bien  entendu, 
les  mêmes.  Les  surfaces  considérées  par  M.  Jamet  se  ramènent 
immédiatement  aux  surfaces  représentées  par  V équation 

(S)  */(l)  =  F(*). 

Les  lignes  asjmptotiques  de  cette  surface  s'obtiennent  sans 
peine.  Si  l'on  pose  —  =  u,  on  a 

/(u)-uf(u)  F(z) 

p~       ■?'(,)       '      x~7Uô' 

a  -  -fllll  v  _  "FW. 


(')  V.    Jamet,    Sur   les   courbes   et   les   surfaces    létraédrales    (Annales   de 
l'Ecole  Normale  supérieure,  1887). 
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en  substituant  dans  l'équation 

dp  dx  -t-  dq  dy  =  o, 
on  trouve  de  suite 


y  f(z)        y  f(u) 


La  recherche  des  lignes  asymptotiques  est  donc  ramenée  à  des 
quadratures. 

Une  application  intéressante  du  résultat  précédent  consiste  à 
rechercher  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  tétraédrale 

Nous  ne  diminuerons  pas  la  généralité  en  prenant  la  surface 
sous  la  forme 

qui  n'est  qu'une  transformée  homographique  de  la  précédente  : 
elle  rentre  évidemment  dans  le  type  (S).  En  appliquant  la  formule 
trouvée,  nous  aurons,  pour  les  lignes  asymptotiques, 

m  tu 

u 2        du        z %        dz 


I  -+-  um 


et,  si  l'on  pose  u2  =  u\  z2  =  v\  l'équation  devient 

du'  dv' 

\-\-  u'-        I  -h  v'2 

ou 

u'—  v' 
— -  =  const.. 


i-t-  u  v 


relation  algébrique  entre  -3  et  u  (on  suppose  m  entier  ou  fraction- 
naire). Les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  tétraédrale  sont 
donc  algébriques,  comme  l'avait  déjà  signalé  par  une  autre  voie 
Sophus  Lie. 

On   trouverait  aussi  aisément  les  lignes   asymptotiques    de    la 

surface 

xmynzi'=  I, 

dont  l'équation  rentre  dans  le  type  (S). 
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Je  signalerai  encore  à  titre  d'exercices  et  comme  types  de  surfaces 
dont  on  peut  trouver  par  quadratures  les  lignes  asymptotiques,  les 
surfaces  suivantes  indiquées  encore  par  M.  Jamet.  Soient  x,  v,  s 
définies  en  fonction  de  u  et  v  par  les  équations 

.  r  f(u)du       ry(v)dv 

logo?=    /    * 1-    /    ■L—L , 

*J       J      b  -+-  u         J      b  h-  v 

J  C  -±-  U  J  C  +  P 

y  et  ep  étant  deux  fonctions  arbitraires,  et  #,  6,  c  trois  constantes. 
Citons  aussi  la  surface  connue  en  stéréotomie  sous  le  nom  de 
surface  de  l'arrière-voussure  Saint-Antoine.  Elle  est  repré- 
sentée par  l'équation 

x2        j2        z2  x*y2 

«2    "^   ~frl    +    ^7   =  I_l~    a2£2  ' 

M.  Rouché  (*)  a  montré  qu'en  posant 

x  —  a  y  —  b        u 

—  hv,  -^ T  =  -, 

x  -h  a  y  -+-  b         v 

l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  est  l'équation 
qu'on  appelle  Y  équation  d )  Euler  dans  la  théorie  des  intégrales 
elliptiques,  pour  le  cas  où  le  carré  du  module  k2  est  égal  à  ~. 


VI.  —  Lignes  asymptotiques  de  certaines  surfaces  réglées. 

26.  Nous  avons  dit  qu'un  système  de  lignes  asymptotiques  d'une 
surface  réglée  était  formé  par  les  génératrices  rectilignes.  La 
recherche  du  second  système  se  ramène  à  l'intégration  d'une  équa- 
tion célèbre,  dont  nous  aurons  plus  tard  à  faire  une  étude  appro- 
fondie. 

Traçons  sur  la  surface  réglée  considérée  une  courbe  arbitraire 
et  désignons  par  (.rl7  yt,  zs)  les  coordonnées  d'un  point  variable 

(*)  E.  Roughk,  Sur  les  lignes  asymptotiques  d'une  surface  du  quatrième 
degré  {Comptes  rendus,  5  mars  1877). 
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de  cette  courbe  qui  seront  des  fonctions  d'un  paramètre  t,  et  soient 
a,  p,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  génératrice  passant  en  (#,,y4,  zt) 
qui  seront  des  fonctions  de  t.  Nous  aurons,  pour  un  point  quel- 
conque de  la  surface, 

l  désignant  la  distance  du  point  (je,  y,  z)  au  point  (#,,  yK,  zt).  Les 

coordonnées  *r,  y,  z  d'un  point  arbitraire  de  la  surface  sont  donc 

des  fonctions  des  deux  paramètres  /  et  t. 

L'équation  différentielle  des   lignes   asjmptotiques   sera   donc 

(n°23) 

(Pi 
IF 


dt* 


I 


.  „  daL    ,,    , 

dt*-+-  i  —  dl  dt 
dt 


.  dot. 
dt  dt 


la  seconde  et  la  troisième  colonne  se  déduisant  de  la  première  en 
remplaçant  a  et  xK  par  (3  et y{,  puis  par  y  et  zK. 

En  supprimant  le  facteur  dt,  qui  correspond  aux  génératrices 
rectilignes,  nous  obtenons  l'équation 


P,  Q,  R  étant  des  fonctions  déterminées  de  t.  Une  telle  équation 
différentielle  est  connue  sous  le  nom  d'équation  de  Riccati. 

De  la  forme  de  l'équation  précédente,  nous  allons  déduire  une 
propriété  des  lignes  asjmptotiques  de  la  surface. 

Considérons  quatre  solutions  quelconques  /<,  Z2>  h,  l\  de  cette 
équation;  on  aura 


dix 
~dt 

dl» 
~dt 

dlz 
dt 

dlk 
~dt 


-f-P/f  H-Q/,+  R  =  o, 
-*-P/i+Q/2+  R  =  o, 
+  P/|+Q/î+R  =  o) 
-hP/|H-Q/4+R  =  o. 
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En  éliminant  P,  Q,  R  entre  ces  quatre  équations,  il  vient 


^1     1»     l      , 

dt      l*     ll 


54  « 


dt 

dh 
dt 

dh 
dt 


Il     U     i 


l\   h   I 


Il    h    1 


o. 


Or  le  premier  membre  est  la  dérivée  de 
On  aura  donc 


l\  —  h     *3  —  U 

l\  — -  i-2  ,  '3  —  li 
h  —  h     '3 —  h 


=  coast. 


Cette  expression  représente  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  de  rencontre  d'une  génératrice  de  la  surface  avec 
les  quatre  lignes  asjmptotiques  considérées.  Par  conséquent,  ce 
rapport  anharmonique  est  constant,  quelle  que  soit  cette  généra- 
trice. 


27.  Nous  allons  nous  borner  maintenant  au  cas  où  l'on  connaî- 
trait sur  la  surface  deux  lignes  asjmptotiques.  Il  est  facile  de  voir 
que,  dans  ce  cas,  une  seule  quadrature  est  nécessaire  pour  trouver 
toutes  les  lignes  asjmptotiques  de  la  surface.  On  peut  procéder 
de  la  manière  suivante  : 

Désignons  par  p.  le  paramètre  dont  dépend  la  position  d'une 
génératrice.  Soient  alors,  en  emplojant  les  coordonnées  homo- 
gènes, 

x=Mu        jr  =  M2,        *  =  M|,         t  =  M4 

les  équations  de  la  première  ligne  asjmptotique,  les  M  étant  des 
fonctions  de  u.  Soient  de  même 

a?  =  Ni.        j  =  N2,        *=N3,        t  =  Nv 

les  équations  de  la  seconde  ligne  asjmptotique,  les  N  étant  aussi 
des    fonctions  de  u.   La    position  d'un    point  quelconque   sur  la 
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génératrice  peut  être  fixée  par  Les  équations 

ar  =  M1H-vNi,        jK  =  M2-f-vN2,         2  =  M3+vN3)         *  =  M4-4-vN4. 

La  relation  différentielle  entre  jjl  et  v  donnant  les  lignes  asym- 
ptotiques  de  la  surface  pourra  s'écrire 


dMi  dNt 

d\x  a\i 


M,     N2 


dm., 


dN< 


d^  d\i 


M3     N3     f*«i  +,<**• 


d\i 


d\x 
dN4 


dM4 
M4      N4      -j-i  4-  v 

ajj.  d\x 


a?2M3 
f/fJl2 


rfv   r/N,  d'-Nt 


d\x    d[j 
dv  dN, 


d\j.    d\x 

<h  dNs 

<l'j.    d\x 

dj_  dNj 
d\x-  d\x    d\x 


d\xl 
d\& 

dy* 

af2N4 
d^ 


=  o. 


Les  hypothèses  faites  sur  les  lignes  M  et  N  permettent  de  la 
simplifier.  On  a,  en  effet, 


M,  N! 

M2  N2 

M3  N3 

M4  N4 


dm,     d2Mi 


d\x        d\x- 


d\x  d\x* 

d\h  d*M3 

d\x  d\x- 

dMj  d*Mk 

d\x  d^2 


=  o 


et 


Mi      Ni 
M2     N2 

M3     N3 


M4     N4      ^ 


dNt  (/2Nt 

d\x  .  d\x^ 

dît*  r/2N2 

d\x  d[x2 

rfNt  r/2Nv 


f/fJL  t/uJ 


L'équation  différentielle  se  réduit  alors,  comme  on  le  voit  très 
aisément,  à 


dix 


Mt     Ni 


M2     N2 


M*         N; 


Mv     N4 


rf(M,+  Ni)        rf*(M,  +  NO 


<i|j 


dp.2 


d(M2-+-N2)        c?2(M2+N2) 


rfH 


^ 


d(M3-+-N3)        rf»(M3-+-N8) 


<i|JL 


dix- 


d(Mi-hNk)       d2(M4+N4) 


<i[j 


<:/p.! 


d\ 


Mt  Ni 

M2  N2 

M3  N3 

M4  N4 


r/M,      d\j 
d^       d^ 

r/M2      r/\2 


dp.         d\x 

d\lj     dNk 

dix        d'x 


La  recherche  des  lignes  asymptotiques  est  donc  ramenée  à  une 
seule  quadrature. 


l28.   Une  classe  particulière  de  surfaces  réglées  va  nous  donner 
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l'occasion  d'appliquer  les  remarques  précédentes.  Considérons 
les  surfaces  réglées  dont  les  génératrices  appartiennent  à  un 
complexe  linéaire. 

Reprenant  les  notations  du  paragraphe  18  (Chap.  XII),  nous 
aurons,  pour  définir  une  droite,  les  six  coordonnées  homooènes 

L,     M,     N,     X,     Y,     Z         (LX  +  MY  +  NZ  =  o). 

Si  ces  six  coordonnées  sont  fonctions  d'un  paramètre  arbitraire, 
la  droite  engendrera  une  surface  réglée. 

Supposons  que  les  génératrices  de  cette  surface  appartiennent 
à  un  complexe  linéaire,  c'est-à-dire  qu'on  puisse  déterminer  six 
constantes  A,  B,  C,  D,  E,  F  telles  que  l'on  ait,  pour  toute  valeur 
du  paramètre  (Chap.  XII,  n°  18), 

AL  -f-  BM  -+-  CN  h-  DX  -4-  EY  -+-  FZ  =  o. 

Considérant  donc  une  telle  surface,  je  prends  sur  elle  une  géné- 
ratrice arbitraire  G.  Le  plan  tangent  à  la  surface  en  un  point  de  G 
ne  sera  pas,  en  général,  le  plan  correspondant  à  ce  point  dans  le 
complexe  ou  le  plan  polaire  du  point.  Sur  chaque  génératrice,  il 
y  a  seulement  deux  points  jouissant  de  cette  propriété.  Considé- 
rons, en  effet,  un  plan  variable  passant  par  G.  Le  pôle  de  ce  plan 
et  son  point  de  contact  forment  sur  cette  droite  une  division 
homographique  :  les  points  doubles  de  cette  homographie  sont 
les  points  pour  lesquels  le  plan  polaire  est  en  même  temps  le 
plan  tangent  à  la  surface.  Il  est  clair  que,  sur  chaque  généra- 
trice, ces  points  seront  donnés  par  une  équation  du  second  degré. 

Le  lieu  des  points  ainsi  obtenus  forme  sur  la  surface  une 
courbe  C.  Les  tangentes  de  C  font  partie  du  complexe  linéaire, 
car  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  cette  courbe  est  une 
droite  du  plan  tangent  passant  par  le  foyer  de  ce  plan. 

La  courbe  C  est  une  ligne  asymptotique  de  la  surface.  En 
effet,  les  tangentes  de  cette  courbe  faisant  partie  d'un  complexe 
linéaire,  le  plan  polaire  de  chaque  point  est  le  plan  oscillateur  de 
la  courbe  d'après  le  théorème  de  M.  Appell  (Chap.  XIII,  n°  26); 
le  plan  oscillateur  à  la  courbe  en  chaque  point  coïncide  donc  avec 
le  plan  tangent  à  la  surface,  ce  qui  est  la  définition  d'une  ligne 
asymptotique. 

Soit  un  plan  quelconque  P.  Si  A  est  un  point  où  P  rencontre  la 
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courbe  C,  le  plan  polaire  de  A  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  le 
plan  tangent  en  A  à  la  surface  devra  passer  par  le  foyer  F  du 
plan  P  :  donc  la  droite  FA  est  tangente  en  A  à  la  section  faite 
par  P  dans  la  surface. 

Réciproquement,  soit  A  le  point  de  contact  d'une  tangente 
menée  à  cette  courbe  par  le  foyer  F.  Le  plan  mené  par  AF  et  la 
génératrice  de  la  surface  passant  en  A  est  tangent  en  ce  point  à 
la  surface.  D'autre  part,  le  pôle  de  ce  plan  est  le  point  A,  puisque 
AF  et  la  génératrice  passant  en  A  sont  deux  droites  du  complexe; 
A  est  donc  un  point  de  la  courbe  G  que  nous  étudions.  Ainsi  les 
points  où  celle-ci  rencontre  le  plan  P  sont  les  points  de  contact 
des  tangentes  menées  par  le  foyer  F  du  plan  à  la  section  qu'il  fait 
dans  la  surface. 

Ce  résultat  est  particulièrement  intéressant  quand  la  surface  est 
algébrique.  La  ligne  C  est  alors  algébrique  et  l'on  peut  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

La  courbe  G  est  d' un  degré  égal  à  la  classe  d1  une  section 
plane  quelconque  de  la  surface. 

29.  Ainsi  sur  toute  surface  réglée,  dont  les  génératrices  appar- 
tiennent à  un  complexe  linéaire,  nous  pouvons  obtenir  immédia- 
tement, par  un  calcul  purement  algébrique,  une  ligne  asymp- 
totique;  de  plus,  et  c'est  là  un  point  important,  cette  ligne 
rencontrant  chaque  génératrice  en  deux  points,  nous  devons  la 
compter  pour  deux  (').  Par  conséquent,  la  recherche  des  lignes 
asymptotiques  de  toute  surface  réglée,  dont  les  génératrices  appar- 
tiennent à  un  complexe  linéaire,  dépend  d'une  seule  quadra- 
ture (n°27). 

Il  peut  arriver  que  les  génératrices  d'une  surface  réglée  appar- 
tiennent à  une  infinité  de  complexes  linéaires.  Une  ligne  asympto- 
tique  correspond  alors  sur  la  surface  à  chacun  de  ces  complexes  : 
on  a,  dans  ce  cas,  toutes  les  lignes  asymptotiques. 

Reprenons  les  surfaces  réglées  dont  les  génératrices  rencontrent 
deux  droites  fixes  D,  et  D2.  Nous  avons  déjà  trouvé  leurs  lignes 

(')  E.  Picard,  Mémoire  sur  une  application  de  la  théorie  des  complexes 
linéaires  à  l  étude  des  surfaces  et  des  courbes  gauches  {Annales  de  l' École 
Normale,  1877). 
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asjmptotiques,   en  les   transformant   homographiquement   en   un 
*  conoïde. 

La  remarque  précédente  permet  de  les  obtenir  sans  calcul.  En 
effet,  les  droites  rencontrant  deux  droites  fixes  D,  et  D2  font 
partie  d'une  infinité  de  complexes  linéaires;  on  le  voit  de  suite 
en  remarquant  que  la  condition  de  rencontre  de  deux  droites 
représentées  par  les  coordonnées 

L,      M,      N,      X,      Y,       Z, 

L,,     M,,     N„     Xl5     Y„     Zt 
se  réduit  à 

LXL+  F,iX-f-MYi-+-M1Y-f-iNZ,-+-N,Z  =  o, 

comme  on  s'en  assure  en  écrivant  simplement  que  les  deux  droites 
se  rencontrent.  En  désignant  donc  par  (L, ,  M, ,  . . .  ),  (L2,  M2,  . . .  ) 
les  coordonnées  de  D,  et  D2,  une  droite  quelconque  (L,  M,  ...) 
rencontrant  ces  deux  droites  vérifie  la  relation 

L(X1-H-XX2)-+-(L1-f-XL2)X-4-M(Y1-hXY2)  +  (M1-hXM2)Y 

+  N(Z1+XY2)h-(N14-XN2)Z  =  o, 

où  X  est  une  constante  arbitraire.  Or  cette  relation  représente 
l'équation  d'un  complexe  dépendant  de  l'arbitraire  X.  11  j  a  donc 
bien  une  infinité  de  complexes  linéaires  auxquels  appartiennent 
toutes  les  droites  rencontrant  les  deux  droites  fixes  D,  et  D2. 

En  particulier,  toute  surface  réglée  dont  les  génératrices  rencon- 
trent D,  et  D2  aura  ses  génératrices  appartenant  à  une  infinité  de 
complexes  linéaires  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire.  A  chacun 
de  ces  complexes  correspond  une  ligne  asjmptotique,  et  l'ensemble 
des  lignes  asjmptotiques  se  trouve  ainsi  obtenu;  nous  voyons,  de 
plus,  que  les  lignes  asjmptotiques  de  notre  surface  possèdent  la 
remarquable  propriété  d'avoir  pour  tangentes  des  droites  appar- 
tenant à  un  complexe  linéaire. 

Appliquons  ces  résultats  aux  surfaces  réglées  du  troisième 
ordre.  Nous  avons  déjà  étudié  (Chap.  XII,  n°  11)  quelques-unes  de 
leurs  propriétés.  Toutes  les  génératrices  rencontrent  deux  direc- 
trices D,  et  D2  ;  on  peut  donc  trouver  leurs  lignes  asjmptotiques. 
Celles-ci  seront  évidemment  algébriques,  et  nous  allons  avoir  leur 
degré  en  appliquant  le  théorème  du  paragraphe  précédent.  Il  est 
égal  à  la  classe  d'une  section  plane  quelconque  de  la  surface.  Or 

PICARD.    —   T.    I.  ;*•"> 
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une  telle  section  est  une  cubique  ayant  un  point  double,  puisque 
Ja  surface  a  une  courbe  double  rectiligne;  sa  classe  sera  donc  égale 
à  quatre.  Nous  voyons  donc  que  les  lignes  asymptotiques  d'une 
surface  réglée  du  troisième  ordre  sont  des  courbes  du  qua- 
trième degré,  et  les  tangentes  de  ces  courbes  appartiennent  à  un 
complexe  linéaire,  variable  d'ailleurs  d'une  courbe  à  l'autre.  Ces 
courbes  jouissent  donc  (Chap.  XIII,  n°  25)  de  la  propriété  remar- 
quable que,  par  un  point  A  quelconque  de  l'espace,  on  peut  leur 
mener  quatre  plans  oscillateurs,  et  les  quatre  points  de  contact 
sont  dans  un  plan  passant  par  A. 

30.  La  recherche  analytique  des  lignes  asymptotiques  d'une 
surface  réglée  du  troisième  ordre  n'offre  aucune  difficulté.  Nous 
avons  fait  ce  calcul  d'une  manière  générale  pour  les  conoïdes;  or, 
nous  avons  vu  que  l'équation  dvine  surface  du  troisième  degré 
peut,  par  une  transformation  homographique,  être  ramenée  à  la 

forme 

a  x-  -+-  ib  xy  -+-  cy1 


z  = 


a ' x%-+-  -ib'  xy  -+-  c'y'2 


En  restant  dans  le  cas  général,  une  nouvelle  transformation 
permet  de  supposer  que  le  dénominateur  se  réduit  à  xy;  nous 
avons  donc 

"V  X 

z  =  c  —  -h  'ib  ■+■  a  —  ; 
x  y 

le  second  membre  est  une  fonction  de  —  •  Appliquant  la  formule 

trouvée  par  les  conoïdes,  nous  aurons,  comme  projection  des 
lignes  asymptotiques  sur  le  plan  des  xy, 

x-y2  =  C(cy2 —  ax-), 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Il  est  aisé  de  vérifier  que  la 
courbe  dans  l'espace  est  du  quatrième  degré,  comme  nous  l'avons 
trouvé  plus  haut. 

Nous  pouvons,  de  plus,  indiquer  une  propriété  de  ces  lignes 
asymptotiques  que  nous  n'avons  pas  encore  signalée  :  elles  sont 
unicursales.  Soit,  en  effet,  y  =  tx;  nous  aurons 

.       a 

z  =  et  H-  ib  H 5 

^2=  Q(cr-—  a). 
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Or  on  peut  exprimer  t  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre 

de  manière  que  \/ct2  —  a  soit  aussi  une  fonction  rationnelle  de  ce 
nouveau  paramètre;  la  courbe  est  donc  unicursale. 

31.  Pour  donner  un  exemple  d'une  surface  réglée  dont  les 
génératrices  appartiennent  à  un  seul  complexe  linéaire,  considé- 
rons la  surface  définie  par  les  équations 


AtX  +  B!  A2X+B2  A3Xh-B 


(9)         X=-ÂXTTT'       ^=TxTTT'        *=AX  +  B' 

les  A  et  les  B  désignant  des  polynômes  arbitraires  du  second  degré 
par  rapport  à  un  paramètre  u.  Ces  expressions  de  a?,  y,  z  en  fonc- 
tion de  deux  paramètres  \  et  jjl  définissent  une  surface  réglée  :  les 
génératrices  correspondent  à  ja=  const.  Cette  surface  est  du 
quatrième  degré;  pour  le  voir,  il  suffit  de  chercher  l'intersection 
de  cette  surface  avec  une  droite  quelconque 

m  x  -h  n  y  -+-  p   z  -h  q   =  o, 
mx x  -+-  niy  +  p^  +  ^i  =  o; 

on  a  alors  les  deux  équations  en  X  et  l/.  : 

l{?n  Ai+ai  A2  +  /)  A3  -\-  q  À)  -H  m  Bi-h/i  B2-h/?  B34-  q  B  =  o, 
A(//ii  Ai-H  nx  As-H/>i  A3 4-  q{  A)  -t-  mt  Bi-+-  n1B2-f-/?iB3-i-  q^  B  —  o. 

L'élimination  de  Â  donne  une  équation  du  quatrième  degré  en  lu; 
nous  avons  donc  quatre  points  de  rencontre  de  la  surface  avec  une 
droite  quelconque. 

Les  équations  (9)  définissent  donc  une  surface  unicursale  du 
quatrième  degré.  Toute  section  plane  de  la  surface  est  une  courbe 
unicursale  du  quatrième  degré  et  a,  par  conséquent,  trois  points 
doubles;  la  surface  considérée  a  pour  courbe  double  une  cubique 
gauche. 

Il  est  d'ailleurs  bien  facile  de  voir  que,  réciproquement,  toute 
surface  du  quatrième  ordre  ayant  pour  courbe  double  une  cubique 
gauche  est  nécessairement  une  surface  réglée  unicursale.  Prenons, 
en  effet,  un  point  quelconque  sur  la  surface;  on  peut  par  ce  point 
faire  passer  une  sécante  double  de  la  cubique  gauche  :  cette  droite 
rencontrant  la  surface  en  cinq  points  est  tout  entière  sur  elle. 
D'autre  part,  chaque  génératrice  est  déterminée  individuellement, 
une  section  plane  quelconque.,  de  la  surface  étant  une  courbe  uni- 
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cursale.  On  peut  montrer,  de  plus,  qu'une  telle  surface  peut  être 
représentée  par  les  équations  (9)  (Clebsch,  Math,  uinnalen^ 
1870),  mais  c'est  un  point  sur  lequel  je  ne  m'arrête  pas. 

Considérant  donc  la  surface  réglée  représentée  par  les  équa- 
tions (g),  nous  allons  voir  que  ses  génératrices  appartiennent  à 
un  complexe  linéaire,  il  nous  faut,  pour  cela,  chercher  les  six 
coordonnées  (L,  M,  N,  X,  Y,  Z)  d'une  génératrice.  Celle-ci  passe 
par  les  deux  points 

A!     A2    A3\        /B,     B2    B3 

donc  on  peut  prendre 

X  =  AB,  —  A^,         Y  =  AB2— A»B,         Z  =  AB3  — A3B, 

et,  en  partant  de 

L=jZ—  *Y,         M  =  zX  —  xZ,         N=xY—  yX, 

on  pourra  prendre 

L  =  A2B3—  A3B2,  M  =  A3B!— A,B3,         N  =  A!B2  —  A2Bl 

On  voit  donc  que  L,  M,  N,  X,  Y,  Z  sont  des  polynômes  du 
quatrième  degré  en  pi;  de  là  nous  concluons  de  suite  qu'on  pourra 
déterminer  six  constantes  a,  (3,  y,  8,  s,  r\  telles  que  l'identité 

soit  vérifiée.  En  écrivant  cette  identité,  on  obtient  en  effet  cinq 
relations  homogènes  et  linéaires  entre  (a,  |3,  . .  ., •  t\).  Il  y  aura  donc 
toujours  un  complexe,  et,  en  général,  un  seul  auquel  appartien- 
dront les  génératrices  de  notre  surface. 

D'après  ce  qui  a  été  expliqué  plus  haut,  nous  pourrons  trouver 
sur  cette  surface  une  ligne  asymptotique  rencontrant  chaque  géné- 
ratrice en  deux  points.  Cette  courbe  est  algébrique,  et  son  degré 
est  égal  à  la  classe  d'une  section  plane  quelconque  de  la  surface; 
or  cette  section  plane,  étant  une  courbe  du  quatrième  degré  uni- 
cursale,  est  de  sixième  classe.  Notre  ligne  asjmptotique  est  donc 
une  courbe  gauche  du  sixième  degré.  Les  autres  lignes  asymp to- 
uques de  la  surface  s'obtiendront  par  une  seule  quadrature;  en 
général,  elles  ne  sont  pas  algébriques,  et  la  discussion  complète 
montre  que  leur  recherche  se  ramène  à  une  intégrale  elliptique. 


CHAPITRE   XVI. 

SURFACES  APPLICABLES.  —  REPRÉSENTATION  CONFORME. 
CARTES  GÉOGRAPHIQUES. 


I.  —  Expression  du  carré  de  l'élément  d'arc  sur  une  surface. 

1.    Soit  une  surface  définie  par  les  trois  équations 
x  =  f(u><>),         y=®(u,v),  z  =  ty(u,v). 

Le  carré  de  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins  cor- 
respondant aux  valeurs  (a,  v)  et  (u-\-du,  v -\- dv)  des  paramètres 
sera 

ds  =  dx*-  -4-  dy*  4-  dz* 

(dx   ,  àx,y      [dy  dy      \2       (  dz  dz   ,  \* 

=  (  —  du  -+-  —  dv  )   -+-    -T-  du  -+-  -~-  dv)   -h  (  — -  d  u  -h  — -  dv)   ; 

\C>W  0P         /  \du  dv         /  \0M  dv        ]    ' 

on  pourra  l'écrire 

ds'  =  E  <^u2  -h  .2  F  c/«  e/V  -+-  G  «r/^2, 

en  posant 

_    /^\2       /àyy    ,  /^ 


\du  J  \du )  \  du 

dx  dx        dy  ày        dz    dz 
du    dv         du    dv         du   dv 


sy+e 


^  /       \ dv  J 

La  forme  quadratique  binaire 

E  du0- -h  2F  du  dv  +  G  ^2 

joue,  depuis  Gauss,  un  rôle  fondamental  dans  la  théorie  des  sur- 
faces; on  a  évidemment  F2  —  EG  <<  o. 
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On  peut  considérer  sur  la  surface  les  deux  familles  de  courbe 
u  =  const.         et         v  =  const. 

Par  tout  point  (iz,  v)  passe,  en  général,  une  courbe  de  la  pre- 
mière famille  et  une  courbe  de  la  seconde  \  l'angle  9  de  ces  deux 
courbes  est  donné  par  la  formule 


cosO  = 


dx  àx 

du  <)v 


dy  dy 
du  dv 


dz    dz 
du  dv 


dx\ 

du) 


dy_y 

du 


Ï)V( 


dxy 

dv) 


dy 
dv 


l  ôz 
^\~v 


et,  par  conséquent, 


COSO  = 


/EG 


En  particulier,  les  lignes  u  =  const.  et  v  =  const.  seront  ortho- 
gonales si  F  =  o. 

2.  Considérons  maintenant  deux  surfaces  s  et  S;  on  suppose 
que  les  coordonnées  d'un  quelconque  de  leurs  points  sont  expri- 
mées à  l'aide  de  deux  mêmes  paramètres  u  et  p.  Une  correspon- 

Fig.  32. 


dance  se  trouve  ainsi  établie  entre  les  points  des  deux  surfaces. 
Cherchons  à  quelles  conditions  l'angle  de  deux  lignes  quelconques 
de  la  première  surface  sera  égal  à  l'angle  des  deux  lignes  corres- 
pondantes de  la  seconde.  Soient 


(S) 


ds-  =  e  du-  -+-  if  du  dv  -h  g  dv-, 
ds*  =  E  du"-  +2F  du  dv  -+-  G  dv*- 


les  carrés  des  éléments  d'arcs  sur  l'une  et  l'autre  surface. 
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Nous  prenons  sur  s  un  triangle  abc  et  son  correspondant  ABC 
sur  S  (  fig.  32).  Ces  deux  triangles  ont  des  angles  égaux  par 
hypothèse  :  supposons-les  infiniment  petits.  Les  deux  triangles 
rectilignes  abc  et  ABC  auront  leurs  angles  égaux  à  des  infini- 
ment petits  près.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  le  côté  bc  et, 
par  suite,  son  correspondant  BG  soient  seuls  mobiles,  se  rappro- 
chant indéfiniment  de  a  et  de  A;  on  aura 

..      ac        ..      ab 
limÂC  =  l'mÂB; 

en  d'autres  termes,  le  quotient 

e  du^^r-  if  du  dv  -h  g  dv- 
E  du-  -+-  2  F  du  dv  -+-  G  dv*- 

ne  dépendra  pas  de  du  et  <ie,  ce  qui  entraîne  les  relations 

£       /  =  £ 
E        F        G* 

Réciproquement,  quand  cette  condition  est  remplie,  les  angles 
sont  bien  conservés.  Reprenons,  en  effet,  les  deux  triangles  recti- 
lignes abc  et  ABC;  on  aura 


bc    =  ab    -+-  ac    — 2  ab  .ac  cos  \bac 
BG2  =  ÂB2-+-ÂC2  —  ^ÂB.ÂCcos(bAc). 

Or,  puisque,  d'après  les  hypothèses, 

..      ac         ,.      ab        ..      bc 
l'mAC  =  llmÂB=l"nBC' 
il  en  résulte  que 

lim  bac  =  li m  BAC, 

c'est-à-dire  que  les  courbes  correspondantes  se  coupent  en  a  et  A 
sous  le  même  angle. 

3.   Un  cas  très  remarquable  est  celui  où 

E  =  e,         F=J\         G  =  ff. 

Alors  les  distances  sont  aussi  conservées  sur  les  deux  surfaces. 
On  dit  quelles  sont  applicables  Vune  sur  Vautre,  Par  suite, 
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deux  surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre  sont  deux  surfaces 
entre  les  points  desquelles  on  peut  établir  une  correspondance 
telle  que  deux  arcs  correspondants  quelconques  aient  même  lon- 
gueur. 

Prenons  quelques  cas  particuliers.  Supposons  que  ds2  ait  la 
forme 

(i)  ds*=zEdu*-hGdv*, 

E  et  G  ne  dépendant  que  de  u.  Nous  allons  montrer  que,  dans 
ce  cas,  la  surface  est. applicable  sur  une  surface  de  révolution  con- 
venablement choisie.  En  prenant  pour  axe  des  z  l'axe  d'une  sur- 
face de  révolution,  ses  points  ont  pour  coordonnées 

x  =  p  cosô, 
Y  =  psinô, 
z  =<p(p).       ' 

Pour  une  telle  surface,  on  a 

( 2  )  ds*  =  dx*  ■+■  dy*  -h  dz*  =  [ i  +  çr2 (  p  ) ]  <:/p2  -h  p2  <:/62. 

Il  est  toujours  possible  de  choisir  o(p)  de  telle  sorte  que  les 

surfaces  correspondant  aux  éléments  (i)  et  (2)  soient  applicables 

l'une  sur  l'autre. 

Posons 

p  =  0         et         G(u)  =  p-s. 

Cette  dernière  relation  définit  u  en  fonction  de  p  et,  par  suite, 
E(u)  du2  prend  la  forme  d/(p)a?p2.  Pour  identifier  (1)  et  (2),  il 
n'y  a  qu'à  déterminer  ©(p)  par  la  relation 

I-+-<P'2<P)  =  <KP)         ou         <p(p)=    /  v/^(p)  — 1  d9. 

La  surface  correspondant  à  (1)  est  donc  applicable  sur  une  sur- 
face de  révolution. 

Comme  cas  particulier,  supposons  que  la  surface  donnée  soit 
un  hélicoïde  gauche  à  plan  directeur,  c'est-à-dire  la  surface  réglée 
lieu  des  normales  menées  à  un  cylindre  de  révolution  en  tous  les 
points  d'une  hélice  tracée  sur  ce  cylindre.    On  aura,   pour  celte 

surface, 

x  =  u  cos^,         y  =  u  sin  p,  z  =  av, 
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a  étant  une  constante.  Donc 

ds*  =  e?tt24-(a2-h  u*)dv*. 

Nous  sommes  donc  bien  dans  le  cas  étudié  plus  haut.   Posons, 
conformément  à  ce  qui  précède, 


il  vient 


v  =  0,         «2+w2=p2, 


ds' 


rfp2-+-  p2fl?62. 


p2  —  a2    l 
La  fonction  ®(p)  sera  déterminée  par  l'équation 


■  +  <?'2(p)  =  ;ï±^; 


donc 


?(p)  =  «log 


a 


ou 


P. 
a 


V 


cp  'P> 


1  =  e 


équation  d'où  l'on  conclut 


9'P) 

d  =  —  \e   "    -h  e 
i 


cp(p) 


(l 


-\ea-\-e     aJ  [puisque  z  =  ?(p)]- 


La  méridienne  de  la  surface  de  révolution  sera  donc  une  chaînette 
tournant  autour  de  sa  base.  Nous  avons  ainsi  cette  élégante  propo- 
sition, qui  n'est  d'ailleurs  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème 
plus  général  du  à  Bour  : 

V  hèlicoïde  gauche  à  plan  directeur  est  applicable  sur  la 
surface  de  révolution  engendrée  par  une  chaînette  tournant 
autour  de  sa  base. 


4.  Une  classe  très  intéressante  de  surfaces  est  formée  de  surfaces 
applicables  sur  un  plan.  Nous  allons  montrer  que  ces  surfaces  sont 
développables,  en  suivant  la  méthode  donnée  par  M.  O.  Bonnet. 
Prenons,  comme  paramètres,  les  deux  coordonnées  rectangulaires 
a  et  fj  dans  le  plan  sur  lequel  est  applicable  la  surface.  Les  coor- 
données x,  y,  z  d'un  point  quelconque  de  la  surface   sont  des 
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fonctions  de  a  et  (3,  et  l'on  a 

^2  -t-  rfj/2  4.  </**  =  rfas  +  ^pa  5 

ce  qui  entraîne  les  trois  identités 

fdx\2       /dy\*       /àz\* 
{■ai)     +{ia)    +  (e)    ='• 


0x\2       /ày-\*      (<)z\ 


2 


Ta        =h 


e).r  <9.r        dy  ôy        dz  dz 
d~a"d$^~  7h>    d~$  ~^~  dl.  d$  =  °' 

Or,  en  difFérentiant  ces  trois  identités  successivement  par  rap- 
port à  a  et  à  j3,  la  comparaison  des  équations  obtenues  donne  de 

suite 

d2x  à2  y  d2  z 

~dyJ  dô*  Ih2 

d2  x  d2 y  à2  z 


dy.d$  dy.d$  dxdfi 

ô2x  à2  y  d2z 

d5*         ^â7         ^«2 


d2x  à'2  y  d2  z 


dy.d$  <)v.d[i  dxàfi 

Des  deux  premières  égalités   on  conclut  que  les  trois  fonctions 

de  a  et  p 

àx        ùy        dz 
Ov.         dot.         ÔOL 

sont  fonctions  de  l'une  d'entre  elles;   de  même,   en  vertu  des  se- 
condes égalités, 

dx  ôy        dz 

âf*'  à$*      ô$ 

sont  aussi  fonctions  de  l'une  d'elles.  Par  suite,   en  vertu  de  la  re- 
lation 

dx  dx        dy  ôy        dz  dz 

d~y\   J(3  +  ^    dp  +  <ta  rTp  =  °' 

ces  six  dérivéss  partielles  sont  fonctions  d'un  même  paramètre. 

Or  on  a 

dz  dx  dy 

ôy.  dx         *  dy. 

dz  ■         dx  dy 

d$  ==PdJ  ^  q  ~d%' 
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p  et  q  étant,  comme  d'habitude,  les  dérivées  partielles  de  z  par 
rapport  à  X  et  à  y.  Il  en  résulte  que  p  et  q  sont  fonctions  d'un 
même  paramètre,  c'est-à-dire  que  p  est  fonction  de  q.  La  surface 
est  donc  développable  (  '  ). 

5.  Démontrons  que,  réciproquement,  toute  surface  dévelop- 
pable  est  applicable  sur  un  plan.  Nous  considérons  la  surface 
développable  comme  le  lieu  des  tangentes  à  une  courbe  gauche; 
x,  K,  z  désignant  un  point  arbitraire  P  de  cette  courbe  gauche,  et 
#,,y,,  z{  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  P,  de  la  géné- 
ratrice tangente  au  point  P  à  la  courbe,  on  a 

Xy  =  x  -+-  /a, 
Z\  =  Z  -+-  Ifi 

/représente  évidemment  la  distance  PP»,  et  nous  regardons  x, 
y,  z,  ainsi  que  les  trois  cosinus  a,  [i,  y,  comme  fonctions  de  l'arc  s 
de  l'arête  de  rebroussement.  On  a,  pour  le  carré  ds\  d'un  arc  de  la 

surface, 

ds\  =  dx\  -h  dy\  -+-  dz\, 

et,  en  se  rappelant  que 

i      _  da2-{-  d^k-dy* 

ÏP  ~"  d?  ' 

nous  avons 

ds* 
ds\  =(-<&-+-<#)«+**—-  • 

(l)  Bien  entendu,  nous  supposons  dans  l'analyse  précédente,  comme  dans  toute 
la  géométrie  infinitésimale  des  courbes  et  des  surfaces,  l'existence  des  dérivées 
dont  nous  avons  besoin  dans  les  calculs.  Il  peut  sembler  prématuré  de  penser  à 
une  théorie  des  surfaces  où  l'on  ne  ferait  pas  de  telles  hypothèses.  Un  résultat  cu- 
rieux a  été  cependant  indiqué  par  M.  Lebesgue  [Comptes  rendus,  1898,  et  Thèse); 
on  peut,  à  l'aide  de  fonctions  continues,  obtenir  des  surfaces  correspondant  à  un 
plan,  de  telle  sorte  que  toute  ligne  rectifiable  du  plan  ait  pour  correspondante 
une  ligne  rectifiable  de  même  longueur  de  la  surface,  et  les  surfaces  obtenues  ne 
sont  cependant  pas  réglées.  Si  l'on  prend  une  feuille  de  papier  qu'on  froisse  dans 
la  main,  on  obtient  une  surface  applicable  sur  le  plan  et  formée  d'un  nombre  fini 
de  morceaux  de  surface  développable  se  joignant  deux  à  deux  suivant  des  lignss, 
le  long  desquelles  ils  forment  un  certain  angle.  Si  l'on  imagine  que  les  morceaux 
deviennent  infiniment  petits,  le  froissement  étant  poussé  au  delà  de  toute  limite, 
on  pourra  arriver  à  concevoir  des  surfaces  applicables  sur  le  plan  et  cependant 
non  dcveloppables  et  non  réglées. 
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Le  rayon  de  courbure  R  est  une  fonction  de  s.  Il  faut  montrer 
que  ds\  peut  se  mettre  sous  la  forme  du  carré  de  l'élément  d'arc 
dans  un  plan.  Ecrivons,  à  cet  effet, 

ds'j  =  (  ds  ■+-  dl  -h  i  — — -  \  (ds  -+-  dl  —  i  ——  \  , 

où  i  est  le  symbole  ordinaire  des  imaginaires. 

Aucun  de  ces  deux  facteurs  n'est  une  différentielle  totale  exacte 
par  rapport  à  s  et  /.Mais 

jfrU+di  +  iig- 

est  la  différentielle  totale  de 

V/.v 


leJ  *  +      e'J  » 


ds. 


Désignons  cette  fonction  de  /  et  de  s  par  A  -h  ;B,  A  et  B  étant 
des  fonctions  réelles  de  /  et  s.  On  aura 

<r/A  -+-  i  dB  =  e    J  R  (ds  -+-  dl  -+-  i  — — 

dk  -  i  dB  =  e'J  *  (ds  -+-  dl  —  i  ^ 

et,  par  conséquent, 

ds\  =  cLV'-i-dBz, 

ce  qui  démontre  bien  que  la  surface  est  applicable  sur  un  plan. 
Le  développement  du  calcul  va  nous  conduire  à  un  résultat  inté- 
ressant. Posons 

ds 


s. 


on  aura  alors  pour  A  et  B 

A  ==  /  cos  a  H-   /     cos  z  ds, 

B  =  l  sin  a  -h    /     sin  a  ds  ; 
«A 

A  et  B  représentent  les  coordonnées   rectangulaires  dans  le  plan 
sur  lequel  on  applique  la  surface,  et  les  formules  précédentes  ré- 
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solvent  complètement  le  problème  de  l'application  de  la  surface  sur 
le  plan.  Or  considérons  la  courbe  C,  obtenue  en  faisant /  =  o; 
elle  correspond  à  l'arête  de  rebrousseraient  C  de  la  surface  déve- 
loppable.  Cette  courbe  C,  est  donnée  par  les  équations 

A  !  =    I     cosa  ds, 
J  o 

B|  =    /      sin  a  ds. 

L'arc  élémentaire  ds\  de  Ci  est  égal  à  l'arc  ds  de  C,  puisque 

ds\  =d\]  -h^Bf  =  dsz. 

Nous  avons  déjà  rencontré  ces  expressions  de  A,  et  B,,  lorsque 
nous  avons  calculé  les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  plane 
dont  le  rayon  de  courbure  est  donné  en  fonction  de  l'arc 
(Chap.  XIII,  §11). 

Nous  en  pouvons  conclure  que  les  rayons  de  courbure  de  la 
courbe  plane  G,  et  de  la  courbe  gauche  C  aux  points  correspon- 
dants sont  les  mêmes.  Ainsi,  quand  on  applique  une  surface  déve- 
loppable  sur  un  plan,  son  arête  de  rebroussement  se  transforme 
en  une  courbe  plane  et  les  rayons  de   courbure   sont  conservés. 

Enfin,  comme  on  a 

i/A,  .  dB, 

COS<T=    — ; >  S1I1<7=    — —  y 

ds\  dst 

les  génératrices  de  la  surface  deviennent  les  tangentes  à  la  courbe 
G,  dans  le  plan.  Ces  divers  résultats  sont  à  peu  près  évidents  géo- 
métriquement. 

6.  Etant  donnée  la  forme  quadratique 

ds2  ==  E  du"-  -+-  2  F  du  dv  +  G^2, 

où  E,  F,  G  sont  des  fonctions  de  u  et  e,  proposons-nous  de  recon- 
naître si  elle  correspond  à  une  surface  développable,  c'est-à-dire 
si  elle  peut  être  ramenée  à  la  forme 

dX^^dXK 
En  décomposant  ds-  en  un  produit  de  deux  facteurs,  qui  seront 
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d'ailleurs  nécessairement  imaginaires  conjugués,  on  peut  écrire 

ds*  =  (a  du  -f-  b  dv )  (  a'  du  -+-  b'  dv )  =  ( dX  -+-  i  dX )  ( dX  —  i  dX  ). 

Il  devra  donc  exister  un  facteur  |a,  fonction  de   u  et  v,    tel  que 

u.(a  du  H-  b  dv)     et     —  (a  'du  -+-  b'  dv >) 

soient  des  différentielles  totales  exactes.  Posons  pt,  =  e/;  les  équa- 
tions 

à  (  ;jl  tt  )     _  <){{xb) 
dv  Ou 

[l'ai]        àflb' 

u.      /  \  ix 


deviennent 


dv  au 

ôf        7  df        ôb         da 

a  A      ~  b    -f   =  A Â~9 

dv  ou        Ou         dv 

,àf_b,àf_    _daJ_        dV_ 
dv  au         <)v         au 

Elles  donnent  les  expressions  de 

àl     et     àl 

du  ôv 

en  fonctions  connues  de  u  et  v  :  soit  -~  ==  P«  4-  =0-   Nous  n'au- 

du  7  ov  ^~ 

dP         dQ 
rons  plus  qu'à  vérifier  si-r-  =  -?-=. 
11  dv  du 


II.  —  Représentation  conforme  d'un  plan  sur  un  plan. 

7.  Considérons  deux  plans  rapportés  aux  coordonnées  rectangu- 
laires (#,  y)  et  (X,  Y);  on  établit  une  correspondance  entre  les 
points  de  ces  plans,  soit 

D'après  ce  qui  a  été  vu  au  paragraphe  2,  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  cette  transformation  conserve  les  angles  est  que 

dX*  h-  rfY*  =  X  (  dx"-  +  dy* ), 
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X  étant  indépendant  des  différentielles,   c'est-à-dire  ne  dépendant 
que  de  x  et  y. 

Ecrivons  plus  explicitement  cette  condition;  elle  revient  aux 
deux  relations 

(ÎHSHÎH?)*- 

àP  dP        dQ  dQ 
dx  ôy        dx  ôy 

Telles  sont  les  deux  équations  que  doivent  vérifier  les  fonctions 
P  et  Q.  On  peut  les  simplifier,  car  la  seconde  donne 

dP_  dQ 

Ox  dx 


dQ  oP_' 

dy  ôy 

la  valeur  commune  de  ces  rapports  est 


/(àP_y      (àQy 

/m  y    (àQy 

\ày)  +  W/ 

et  est  égale,  en  vertu  de  la  première  équation,  à  zh  i . 

On  a  donc,  soit 

dP  dQ  ô_P_  dQ 

dx  dy  dy  dx 
soit 

dP            dQ  dP            dQ 

dx             dy  ■     dy             dx 

et,  pour  passer  du  second  système  au  premier,  il  suffit  de  changer 
Q  en  —  Q.  Nous  pouvons  donc  nous  borner  au  premier  système 


dP 

dx 

dQ 
dy 

dP  _ 

dy  " 

_^2 
dx 

Nous  retrouverons  bientôt  ce  système  qui  joue,   en  Analyse,  un 
rôle  considérable  (*).  Si  P  et  Q  satisfont  à   ces  deux   relations,  la 

(')   Voir  dans  le  Tome  II  du  présent  Traité  d'Analyse  la  théorie  des  Jonctions 
analytiques  d'une  variable  complexe. 
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transformation 

X=P(*,r)l         Y  =  Q(x,y) 

conserve  les  angles;  on  donne  souvent  le  nom  de  représentation 
conforme  d'un  plan  sur  un  plan  aux  transformations  du  type  pré- 
cédent. 

Nous  avons  laissé  de  côté  le  second  système  que  nous  avions 
rencontré.  Géométriquement,  on  passe  du  second  système  au  pre- 
mier, en  prenant  la  symétrique  de  la  figure  transformée  par  rap- 
port à  Taxe  OX. 

8.  La  remarque  suivante  nous  sera,  plus  tard,  très  utile.  Soit 
une  fonction  V(#,  y),  satisfaisant  à  l'équation 

d*-  V    _  d*  V 

dx*  +  ly*  ~  °* 

On  fait  la  transformation  conforme 

a?-=P(X,Y)î        ^  =  Q(X,  Y), 

V  devient  une  fonction  de  X  et  Y;  elle  satisfait  à  V équation 

-1 =  o. 

dX^  dY2 

Pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  vérifier  la  relation 

dXs         dY*  "  [\à\l        \d\J    \  \àx*-         dy*  ) 

en  calculant,  d'après  les  règles  élémentaires,  les  dérivées  d'une 
fonction  composée.  On  vérifiera  aussi  que 


âXj   +WY 


„pv    /jç.^]  ^*vV+^.Y 


<>\y      \<jy/     L\<W      \<W 


9.  Un  exemple  intéressant  de  transformation  conservant  les 
angles  nous  sera  donné  par  la  considération  du  système  d'ellipses 
et  d'hyperboles  homofocales 


Xï  yï 


X2  X2—  C2 

Si   X2  ]>  c2,    on    a    une    ellipse,   et  si   A2  <[  c2  une  hyperbole. 
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Faisons  c  =  i,  et  considérons  les  courbes 

YT>  -+- Ti =I  avec  A2  >  [  (ellipses), 

À  -        À  -  —  i 

x-  V2 

— r  H r =i         (o<w2<i)         (hyperboles). 

\i.1        \x-—\  l  /         \    jr  / 

Si  l'on  suppose  que  x  et  y  sont  positifs,  à  toute  valeur  de  X2  et  [a2 
correspond  un  point  (#,  y).  On  a  d'ailleurs,  en  résolvant, 

X*-=  X*{i.2, 

J2  =  (À2_l)(l_iU2)> 

et  de  là  résulte 

Or,  si  l'on  pose, 

dl  d\x 

=  dx,  —====  =  dp, 


/X2— I  \/  I  fJL2 

on  aura 

dx*  -+-  d>2  =  m  (  ^a2  +  ^2  )  ; 

donc  la  correspondance  entre  (x,  y)  et  (a,  j3)  conserve  les  angles. 
On  a,  d'ailleurs, 

a  =  log(X-+-  y/X2— î), 
(î  =  arc  sin  a, 


et  3 


cl,   par  conséquent,   en   remplaçant  \  et  jj.  par  leurs  valeurs  en  a 

P> 

i  .    .    .. 

x  =  -  (ea-h  e_a)  sin  p, 

2 

j^  =  -(ea  —  e-a)cosi6. 

On  vérifiera  que  cette  transformation  rentre  dans  le  second  type. 
Quand  le  point  (a,  (3)  décrit  dans  sou  plan  une  parallèle  à  un  des 
axes,  le  point  (#,  y)  décrit  une  ellipse  ou  une  hyperbole;  toutes 
ces  ellipses  et  hyperboles  sont  homofocales.  Nous  allons  en  dé- 
duire facilement  une  propriété  remarquable  de  ce  système,  mais 
commençons  par  définir  ce  que  Lamé  entend  par  courbes  iso- 
thermes. 

10.  On  démontre,  dans  la  Théorie  mathématique  de  la  chaleur, 

PICARD.    —    T.    I.  36 
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que,  si  les  points  d'un  plan  sont  en  équilibre  de  température, 
c'est-à-dire  si  la  température  V  en  chaque  point  est  simplement 
fonction  des  coordonnées  x  ety  de  ce  point,  et  non  du  temps,  cette 
fonction  V(#,  y)  satisfait  à  l'équation 

Pour  un  certain  étal  d'équilibre  de  température,  une  famille  de 

courbes 

?(^5  Y)  —  const. 

est  dite  isotherme,  si  pour  tous  les  points  de  chacune  de  ces 
courbes  la  température  est  la  même;  celle-ci  variera  d'ailleurs 
d'une  courbe  à  l'autre.  Pour  que  les  courbes  b  =  G  soient  iso- 
thermes, il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  une  fonction  de  o  satisfai- 
sant à  l'équation  (4),  puisque  V(#,  y)  doit  être  une  fonction  de  o. 
Cherchons  la  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi;  soit 

V  =  V(o). 
En  substituant  dans  l'équation  (4),  on  a 


<y  l[da.)  ^\dy) 
ce  que  nous  écrirons 


—  o, 


2 

-4-  '. 

d®  \  dx'1        dy1 


d*  V  d2  ©        d2  » 

d^ï  âw*  +  dp 


dX  f^lV      (àV 

c/cp  \dx  )        \  ôy 

Le  premier  membre  ne  dépend  que  de  ©;  il  doit  en  être  de  même 
du  second.  Or,  o  étant  donné,  on  peut  former  ce  second  membre; 
la  condition  nécessaire  pour  que  la  famille  ©  =  G  soit  isotherme 
est  que  ce  second  membre  se  réduise  à  une  fonction  de  o.  Cette 
condition  est  aussi  suffisante,  car,  si  elle  est  remplie,  la  relation 
précédente  permet  de  trouver  la  fonction  V  (cp)  par  une  quadra- 
ture. 

Montrons  qu'une  transformation  conservant  les  angles  trans- 
forme une  famille  de  courbes  isothermes  en  mie  autre  famille 
de  courbes  isothermes. 
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Ainsi  nous  effectuons  sur  x  et  y  une  transformation  de  la  nature 
de  celles  que  nous  avons  considérées  plus  haut 

*=P(X,Y), 

r=Q(X,  Y); 

on  a  une  famille  de  courbes  isothermes 

elle  se  transforme  en  la  famille 

*(X,  Y)  =  C: 

il  faut  montrer  que  la  famille  <ï>  =  G  est  aussi  isotherme. 
Nous  avons  vu  en  effet  (§8)  que 


=  [{ôx)  ^{ôy)  \{à£ 


et  que 


dX.*        d\*        l\àXJ        \0Y  J    J  \dr2        ôy 


(S),*(S)'-[(5),*(S),][(S),-(S),]« 


ar  suite,  en  divisant, 

dX*  +  ôY* 

d2  Cp             ^  cp 

âx2        dy* 

Si  donc  le  second  membre  est  une  fonction  de  cp,  nous  sommes 
assurés  que  le  premier  sera  une  fonction  de  cp  et,  par  conséquent, 
de  <I>.  Les  courbes  4>  —  C  sont  donc  isothermes. 

11.  Revenons  aux  ellipses  et  aux  hyperboles  homofocales  étu- 
diées au  paragraphe  9.  La  transformation  (3),  qui  conserve  les 
angles,  transforme  ces  ellipses  et  ces  hyperboles  en  deux  systèmes 

de  droites 

a  =  const.,  (3  =  const. 

Or  ces  systèmes  de  droites  forment  évidemment  des  systèmes  iso- 
thermes. Nous  avons  donc,  par  suite,  ce  théorème  de  Lamé  : 

Les  ellipses  et  les  hyperboles  homofocales  forment  an  système 
de  courbes  orthogonales  et  isothermes. 
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III.  —  Quelques  exemples  de  représentation  conforme. 
Sur  les  substitutions  linéaires. 


12.  La  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe  nous 
donnera  des  systèmes  de  fonctions  P(#,  y)  et  Q  (#,  y)  permettant 
de  réaliser  une  représentation  conforme.  Sans  anticiper  sur  des 
généralités  qui  auront  leur  place  au  commencement  du  Tome  II, 
bornons-nous  à  prendre  une  fraction  rationnelle  de  z,  F  (s),  les 
coefficients  dans  cette  fonction  rationnelle  étant  des  quantités 
réelles  ou  imaginaires.  Posant  alors 

z  =  x  -}-  iy         (i  =  sj—  i  )  ; 

nous  pouvons  mettre  F  (  z)  sous  la  forme 

pO>  .t)h-*QO,  y), 

lJ  et  Q  étant  des  fonctions  rationnelles  réelles  de  x  et  y.  Or,  en 
dérivant  successivement  les  deux  membres  de  l'identité 

V(z)**P(x,y)  +  iQ(x,y) 

par  rapport  à  x  et  i\ y\  on  a 


On  conclut  de  là 
et,  par  suite, 


F 

\z)  = 

dP 
dx 

<)x 

i¥ 

\z)  = 

ÔP 

ôy 

ôy' 

./dP 

dx 

')■ 

OP 

ày 

.dQ 

dP 

dx 

'  ày 

<)P 
à  y  ~ 

-  — 

*2. 

dx 

La  transformation 

X=P(x,y),         Y  =  Q(x,y) 

conservera    donc   les    angles.     Cette    transformation,     en    posant 
X  -+-  t'Y  =£=  Z,  peut  s'exprimer  par  l'unique  égalité  Z  —f(z). 
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13.  Nous  allons  étudier  le  cas  particulièrement  simple  où 


_.  az  -h  b 

Wz)  = -,         (ad—bc^o) 


a,  b,  c,  d  étant  quatre  constantes  réelles  ou  imaginaires.  Nous 
avons  alors  la  substitution  linéaire  exprimée  par  l'égalité 

az  -+-  b 

(  ^  )  Z  =  , 

cz  ■+■  d 

faisant  correspondre  le  point  (X,  Y)  au  point  (#,  y).  Montrons 
que  cette  transformation  est  susceptible  d'une  interprétation  géo- 
métrique. 

Soit  d'abord  considérée  la  substitution 

Z  =  az. 

En  posant 

Z  =  R  e'Q,         z  =  re'w,         a  =  Ae'a, 

on  aura 

R  =  Ar,         Q  =  u>  -+-  a. 

Pour  avoir  le  transformé  d'un  point  ou  plus  généralement  d'une 
ligure,  il  suffira  donc  de  prendre  son  homothétique  par  rapport  à 
l'origine  avec  k  pour  rapport  d'homothétie  et  de  faire  tourner  d'un 
angle  a  autour  de  l'origine. 

Un  second  cas  particulier  encore  plus  simple  est  celui  où  l'on  a 

Z=z  +  b; 

la  transformation  équivaut  manifestement  à  une  translation  égale 
et  parallèle  à  la  droite  joignant  l'origine  au  peint  représentant  la 
quantité  imaginaire  b. 

Arrêtons-nous  encore  sur  le  cas  particulier  où 


On  a  alors 


z  =  i. 


R=  -,  Û 


Le  point  (X,   Y)  est  donc  le  symétrique  par  rapport  à  Ox  du 
point    transformé    de    (#,  y)    par    rayons    vecteurs    réciproques 

(Rr=i). 
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On  voit  aisément  que  la  transformation  générale 

a  z  -t-  {> 


Z  = 


<( 


peut  être  obtenue  en  combinant  les  transformations  précédentes; 
on  peut,  en  effet,  écrire 

Z--P  +  -J-.. 

r        c  z  ■+■  d 

Si  donc  on  fait  successivement  les  transformations  successives 

z'  =  es, 
z"  =  *'•+■  cL 


Z=p  +  z>", 

on  réalisera  la  transformation  cherchée,   en  employant  seulement 
les  cas  particuliers  indiqués. 

14.  La  transformation  (5)  transforme  une  circonférence 
en  une  autre  circonférence.  La  démonstration  est  immédiate, 
puisque  chacune  des  transformations  partielles  transforme  un 
cercle  en  un  cercle;  le  fait  est  évident  pour  lhomothétie  et  la 
translation,  et,  pour  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, c'est  un  théorème  bien  connu.  Il  est  d'ailleurs  facile  de 
démontrer  directement  cette  proposition.  Partons,  à  cet  effet, 
d'une  forme  souvent  utile,  de  l'équation  du  cercle.  On  va  désigner 
dans  la  suite,  d'une  manière  générale,  la  quantité  imaginaire  con- 
juguée d'une  grandeur  par  la  même  lettre  affectée  de  l'indice  zéro; 

ainsi 

A  =  a  -+-  i [3,         A0  =  a  —  îp. 

Ceci  posé,  l'équation  de  tout  cercle  peut  s'écrire 

(6)  zz0-+-  As  -+-  A0s0+  B  =  o         (js.=  x-+-ijr), 

A  étant  une  quantité  complexe  et  B  étant  réel.  Cette  équation  re- 
vient en  effet  à 

^2  H-  JK2  -+-  iolx  —  2  $y  -t-  B  =  o. 

Si  donc  nous  voulons  chercher  le  transformé  du  cercle  (6)  par 
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la  substitution  (5),  nous  n'avons  qu'à  remplacer  z  par  sa  valeur 

en  fonction  de    Z;    or   on  a  pour  z  une  expression  de  la  même 

forme 

a'Z-h-b' 

c  L  H-  ci 

et,  en  substituant  dans  (2),  la  relation  devient 

ZZ0-+-  A'Z  ■+■  A'0  Zo+B'  =  o, 

B'  étant  réel,  ce  sera  donc  encore  l'équation  d'un  cercle. 

15.  Nous  allons  maintenant  particulariser  encore  davantage,  en 
supposant  que  a1  fr,  c,  cl  sont  réels,  et  que,  de  plus, 

ad  —  bc  =  1. 

Des    substitutions   de   cette  forme  se    présentent    dans   plusieurs 
théories  importantes.  Nous  représenterons  la  substitution 

,      az  -+-  b 

z  — -3 

cz  -\-  a 

par  la  notation 

az  -+-  b\ 

cz  -+-  ci J 

u                                         az  -h  b 
qui  exprime  que  1  on  remplace  z  par  — • 

Cette  substitution  transforme  en  lui-même  le  demi-plan  situé 
au-dessus  de  l'axe  Ox  des  quantités  réelles,  c'est-à-dire  qu'à  tout 
point  de  ce  demi-plan  correspond  un  point  du  même  demi-plan. 
En  effet,  de  l'égalité 

a{x  -4-  iy)  -+-  b 


X  -+- 1 'Y  = 

c(x  -h  iv )  -t-  a 


on  tire  de  suite 


Y=  y 


(CX  -h  d)'2->r  C'1} 


•1  y 


Y  est  donc  de  même  signe  quejK.  A  un  point  de  l'axe  Ox  corres- 
pond un  point  de  la  même  droite.  La  substitution  transformera 
évidemment  aussi  en  lui-même  le  demi-plan  situé  au-dessous  de 
Ox',  nous  ne  considérons  dans  la  suite  que  le  demi-plan  supérieur, 
c'est-à-dire  les  points  correspondant  à  y  ^>  o. 

Considérons  un  cercle  ayant  son  centre  sur  Ox  et  par  consé- 
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quent  orthogonal  à  cette  droite;  la  substitution  le  transformera  m 
un  autre  cercle  qui  devra  être  orthogonal  à  la  transformée  de  0.r, 
c'est-à-dire  à  Ox.  Par  suite,  le  cercle  transformé  aura  encore  son 
centre  sur  l'axe  des  x.  En  particulier,  toute  droite  perpendiculaire 
à  Ox  se  transformera  en  un  tel  cercle. 

16.  Soit  une  suite  indéfinie  de  substitutions,  toutes  de  la  forme 

flS  +  6 


z, 


cz  -h  cl 


■(«,  by  c,  cl  réels  et  ad —  bc  =  1).  On  dit  cruelles  forment  un 
groupe,  quand,  deux  substitutions  quelconques  étant  prises  dans 
cette  suite  et  effectuées  successivement,  on  retombe  sur  une  substi- 
tution faisant  partie  de  la  suite.  On  a  surtout  étudié  le  cas  où 
toutes  ces  substitutions  peuvent  être  obtenues  en  composant  un 
nombre  fini  d'entre  elles,  c'est-à-dire  en  faisant  le  produit  d'un 
nombre  quelconque  de  puissances  positives  ou  négatives  de  cer- 
taines substitutions  en  nombre  fini.  Par  puissance  positive  d'une 
substitution,  on  entend  cette  substitution  répétée  successivement 
un  certain  nombre  de  fois.  Pour  définir  les  puissances  négatives, 
il  faut  seulement  définir  la  puissance  —  i  d'une  substitution  :  S  dé- 
signant une  substitution,  on  désigne  par  S~'  la  substitution  in- 
verse donnant  z  en  fonction  de  z  par  la  relation 

a  z'  -4-  b 


c  z'  h-  d 

de  sorte  qu'en  faisant  successivement  la  substitution  S  et  la  substi- 
tution S"1,  on  retombe  sur  la  substitution  identique  (z,  z). 

Le  groupe  ainsi  formé  est  dit  discontinu  dans  le  demi-plan, 
quand,  A  étant  un  point  arbitraire  de  ce  demi-plan  en  dehors  de 
l'axe  réel,  il  n'existe  pas,  dans  le  groupe,  de  substitution  transfor- 
mant A  en  un  point  différent  de  A  et  dont  la  distance  à  celui-ci 
soit  moindre  qu'une  quantité  donnée  à  l'avance,  si  petite  quelle 
soit.  Poincaré  a  fait  la  théorie  de  ces  groupes,  qu'il  a  appelés 
groupes  fuchsiens  ('),  et  il  a  donné  la  loi  générale  de  leur  for- 
mation. 

(')  H.  Poincauk,  Théorie  des  groupes  fuchsiens  (Acta  mathematica,  t.  I). 
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C'est   dans  la   théorie  des  fonctions   elliptiques  que  s'est  ren- 
contré autrefois  le  premier  groupe  fuchsien.  Ce  groupe,  formé  de 

substitutions 

az  -+-  b  \ 
cz  -+-  d)' 

où  a,  b,  c,  cl  sont  entiers,  a  fait  l'objet  des  recherches  de 
Ilermite  [Mémoire  sur  la  théorie  des  équations  modulaires). 
L'étude  complète  des  groupes  linéaires  à  coefficients  entiers  a  été 
faite  par  M.  Klein  dans  ses  mémorables  études  sur  les  fonctions 
modulaires;  elle  est  du  plus  grand  intérêt  pour  la  théorie  de  la 
transformation  des  fonctions  elliptiques  ('). 

17.   Nous  allons  nous  borner  à  quelques  remarques  essentielles 
sur  le  groupe  formé  par  les  substitutions 

az-hb\ 

'  cz  +  rf/' 

où  a,  6,  c,  d  sont  quatre  entiers  réels  quelconques  satisfaisant  à 
la  relation  ad  —  bc  =  i . 

Tout  d'abord  il  faut  montrer  que  ce  groupe  est  bien  discontinu. 

La  relation 

az  -h-  b 


Y 


C  z  H-  d 

y 

{ex 

■+-d)*-i-czy* 

i*- 

-y\<^ 

(ex  -f 

-  d)0-  -f-  c«  j2 

donnant 

on  voit  que,  si 
le  dénominateur 


est  inférieur  à    — — ;    les  entiers  c   et  d  ne  peuvent  donc  avoir 

qu'un  nombre  limité  de  valeurs.  D'autre  part,  si 

az  -^  b 
cz-\-  d 

|y,|   étant,  comme  e,  inférieur  à  un  nombre  déterminé  très  petit, 

moil  {az  -f-  b) 

(l)  F.   Klein,    Vo  rie s un  g en  liber  die  Théorie  der  elliptischen  Modulfunc- 
tionen. 
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ne  dépassera  pas  une  limite  facile  à  calculer;  a  et  b  ne  pourront 
donc  aussi  avoir  qu'un  nombre  limité  de  valeurs.  Les  substitu- 
tions à  considérer  étant  en  nombre  fini,  il  ne  pourra  y  avoir  de 
substitution  transformant  z  en  une  valeur  qui  en  diffère  d'aussi 
peu  qu'on  veut.  Le  groupe  est  donc  discontinu. 

Le  raisonnement  précédent  suppose  essentiellement  que  y  est 
différent  de  zéro,  c'est-à-dire  que  le  point  z  n'est  pas  sur  l'axe 
réel. 

Pour  les  points  de  l'axe  réel,  au  contraire,  le  groupe  n'est  pas 
discontinu.  C'est  ce  dont  on  peut  facilement  se  rendre  compte  en 
considérant  la  substitution  du  groupe 

(i  -+-  ac)  z  —  a'2 
c2  z  h-  i  —  ac 

a  et  c    désignant   deux   entiers   quelconques.   Cette  substitution 

peut  s'écrire 

i  i 

-s = \~c, 

cL  —  a        es  —  et 

Si  donc,  partant  d'un  point  ^arbitraire,  on  répète  cette  substitu- 
tion un  nombre  infini  de  fois,  on  aura  un  nombre  infini  de  points 
tendant  vers  le  point 

C 

Or,  si  ^  est  réel,  tous  les  points  ainsi  obtenus  sont  réels.  On  a 
par  suite,  dans  le  voisinage  de  —  >  un  nombre  infini  de  points  cor- 
respondants, ce  qui  est  en  opposition  avec  l'hypothèse  que  le 
groupe  serait  discontinu  sur  l'axe  réel. 

18.  Le  groupe  discontinu  qui  précède  conduit  à  partager  le 
demi-plan  en  un  nombre  infini  de  triangles  :  c'est  cet  intéres- 
sant résultat  que  je  voudrais  indiquer.  Je  le  rattacherai  à  la  théorie 
arithmétique  de  la  réduction  des  formes  quadratiques  définies;  il 
nous  faut  donc  d'abord  ouvrir  une  parenthèse  pour  établir,  avec 
Lagrange,  la  notion  de  forme  quadratique  réduite. 

Soit  une  forme  quadratique 
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où  <7,  bj  c  sont  des  quantités  réelles  quelconques  satisfaisant  aux 
a  >  o,         c  >  o,         l)-  —  ac  <  o, 


inégalités 


ce  qu'on  exprime  en  disant  que  la  forme  est  définie  et  positive. 
Concevons  qu'on  effectue  sur  x  et  y  toutes  les  substitutions  à 
coefficients  entiers  positifs  ou  négatifs 

on  aura  ainsi  une  infinité  de  formes  quadratiques  qu'on  dit  équi- 
valentes a  la  première,  dans  lesquelles  les  coefficients  de  x-  et  y2 
sont  évidemment  positifs  et  dont  le  discriminant  est  le  même. 
Nous  voulons,  parmi  toutes  ces  formes  équivalentes,  en  rechercher 
une  ou  plusieurs  jouissant  de  propriétés  spéciales. 

A  cet  effet,  prenons  d'abord,  dans  l'ensemble  des  formes  équi- 
valentes, celles  où  le  coefficient  de  x'2  est  le  plus  petit  possible; 
dans  les  formes  ainsi  mises  à  part,  prenons  la  forme  ou  les  formes 
où  le  coefficient  de  y'2  est  lui-même  le  plus  petit  possible.  Nous 
allons  montrer  qu'en  appelant 

F  =  àj2  -+-  2  B  xy  -\-  G j2 
une  telle  forme,  on  a  nécessairement 

(7)  A1G,         2|B|^A. 

La  première  inégalité  est  évidente,  puisque,  si  elle  n'était  pas 
vérifiée,  on  n'aurait  qu'à  faire  la  substitution 

oc=—  y',       y  —  x' 

pour  avoir  une  forme  dans  laquelle  le  coefficient  de  x'2  serait 
plus  petit  que  celui  de  x-  dans  F,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 
Pour  établir  la  seconde  inégalité,  faisons  la  substitution 

,  >  (  u  entier  quelconque), 

r=y  \ 

la  forme  deviendra 

a(#'2—  2jxy<r'-t-  \&y*)  -h  >vy  <>'—  py)  -+-  c7'2; 

donc  on  a 

C  — 2B;jh- Ajjl^G, 
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ce  qui  entraîne 

9.  |B|^A. 

Les  coefficients  des  formes  F  satisferont  donc  aux  deux  inéga- 
lités indiquées  (7);  on  donne  le  nom  de  formes  réduites  aux 
formes  satisfaisant  à  ces  conditions. 

Si  l'on  pose 

B2_AG=— D        (D>o), 

on  a,  pour  une  forme  réduite, 

A2<AC,         4B2<A2iAC; 
3B2<AG  —  B2=  D. 


donc 
Ainsi 


donc 


1/! 


B    <i/-         et        A2<  AG  =  AG  — B2+B2 


A< 


i/lD- 


Les  coefficients  A  et  B  sont  donc  limités  en  fonction  du  discri- 
minant D  qui  est  le  même  pour  toutes  les  formes  équivalentes. 

Nous  allons  établir  qu'en  général  il  n'existe,  dans  un  système 
de  formes  quadratiques  équivalentes,  qu'une  seule  forme  satisfai- 
sant aux  conditions  (7).  Supposons,  en  effet,  qu'il  existe  deux 
formes  équivalentes  satisfaisant  à  ces  conditions 

A^r2-+-  iRxy-^  Cjk2     et     À'^+îB'^+G'/2, 

telles  qu'on  ait  à  la  fois 

A  <G,  «|B  |S.Ar 

A'^C',         a|B'|£A'. 

Soit  A'  la  plus  petite  des  quantités  A  et  A'.  Ecrivons  donc 

A'<A, 


d'où  nous  concluons 


AA'<^D. 


Je  suppose  que  la  substitution  à  coefficients  entiers 
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transforme  la  première  forme  en  la  seconde.  On  a 


Or 

et,  puisque 

il  en  résulte 


A'  =  A  a2  -t-aBaY-hOf2, 

B'  =  Aap  +  B(aô  +  fa)  -+-  G^S. 

AA'=(Aa-f-BY)2-+-DT% 


AÀ'^|d, 
o 


soit     y  =  o,         soit     y—  —  l- 
i°  Prenons  d'abord  l'hypothèse  y  ==  o,  alors  a  =  0  =  ±  i  ;  donc 
A  =  A',         B'  =  ±Ap+B. 


,'    A'       A 

■  ^  ,  ^  A. 

'    < 

et 

B    <-• 

1  -    2             2 

1     'a 

Or 


Pour  qu'on  ait  B'  —  B  =  zhA(3,  la  valeur  de  [i  ne  peut  être 
que  o,  ±  i . 

Si  p  =  o,  on  a  B'  =  B,  et  les  formes  coïncident. 

Si  S  =  ±i,  onaB'=  —  B  =  ±  —  3  d'où  les  deux  formes 

2) 

Aar2dz  kxy-ir  Cj2,         A^2qz  A^k  h-  C  y2. 

2°  Supposons  maintenant  que  y  =  ±  i .  Dans  les  calculs  qui 
suivent,  les  signes  supérieurs  correspondront  à  l'hypothèse 
^r  =  — j —  i ,  les  signes  inférieurs  à  y  =  —  i .  On  aura 

A'  =Aa2±2Ba  +  C; 
or 

A'^A^C, 
donc 

Aa2±2B.a|o, 
et  comme 

2|B|<A, 
ce  qui  entraîne 

Aa2±2Ba^o, 
il  en  résulte 

Aa2±2Ba  =  o, 

par  suite 

A'=C,         donc         A  =  A'=C. 

La   relation   Aa2dz2Ba  =  o   entraîne   soit  a  =  o,   soîta2— ï, 

puisque  2|B|^ A. 
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Si  a  est  nul,  on  aura,  en  se  reportant  à  la  valeur  de  B', 

B'  +  B=±Ào, 
et  comme 

|B'|<->  I  13  |  ^  —  , 

il  en  résulte  que  l'on  a 

soit     o2  ==  o,  soit     o2=i. 

Dans  le  premier  cas,  la  forme  (A',  B',  G')  ne  diffère  de  la  forme 
(A,  B,  G)  que  par  le  signe  du  second  coefficient. 
Dans  le  second  cas,  la  relation 

B'*—  A'C'  =  B2—  AG 
donne 

(— B±  A  S)2-  AC'=B2—  AG; 
d'où  l'on  déduit 

G'=2A  +  2BS  =-2(Aq=BS). 
Or 

B'=  —  B±  Ao 
et,  par  suite, 

C'  =  ±2B'8         (puisque  82=  i). 

Mais,  comme  la  forme  (A',  B',  C')  est  réduite,  on  a 

C'^A' 
et,  par  suite, 

dzsB'^A'. 

Cette  inégalité    est   impossible,   puisque   2|B'|5A/.   On  a   donc, 
dans  la  forme  (A',  B',  C), 

a  [  B'    =  A'. 

Si  a2  est  égal  à  un,  on  a 

iB  =zp  Aa. 

En  se  reportant  à  la  valeur  de  B',  il  vient 

B-+-B  =  Aa(3, 
et  comme 

|B|s|,       »B'|i£, 

on  ne  peut  avoir  que  (3  =  o  ou  [32  =  i . 

Dans  le  premier  cas,  la  forme  (A',  B',  G') ne  diffère  de  (A,  B,  C) 
que  par  le  changement  de  signe  du  terme  moyen. 
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Dans  le  second  cas,  puisque  ici  |B|'=  —  »  on  aura 

2 1 B'  [  =  v. 

C'est  la  même  conclusion  que  plus  haut. 

De  cette  discussion  résulte  la  conclusion  suivante  :    Dans  un 
système  déformes  définies  positives  équivalentes,  il  n'existe 

qu\ine  réduite 

A  x2  -+■  2  B  xy  4-  Gj2, 

sauf  dans  le  cas  oit  Von  a 

soit     À  =  C,         soit     2  [  B|  =  A. 

Le  calcul  ci-dessus  enseigne,  dans  ces  cas,  à  former  les  réduites 
-équivalentes. 

19.  Revenons  maintenant  au  groupe  de  substitutions  linéaires 

a,  &,  c,  d  étant  des  entiers.  Je  rattacherai  de  la  manière  suivante 
l'étude  de  ce  groupe  à  la  théorie  de  la  réduction  des  formes  qua- 
dratiques exposée  dans  le  paragraphe  précédent.  En  posant 

s  —  x  -+-  iyy 

î  »•       -  n    j     °*  -*-  * 

la  partie  réelle  de  ,  sera 

1  w  +  a 

ac(.r2-f-jK2)  H-  (ad  -+-  bc)x  -+•  bd 

C2  (X*  -t~ya) -h  2C  cfo?  4-  û£â 

et  le  carré  de  son  module  est  égal  à 

«.2(a?2-hjK2)  -H  labx  4-  b2 
c2  (  3?2  -+-  j'2  )  -+-  2 c dx  4-  d2 

J'envisage  la  forme  quadratique  aux  indéterminées  X  et  Y 

(F)  X24-2^XY4-(^24-JK2)Y2; 

x,y  ayant  des  valeurs  déterminées  (y^>o).  Si  l'on  effectue  sur 
cette  forme  la  substitution 

(X,  Y,  dX  +  bY,  cX  +  «Y), 
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elle  devient 

\c2(x2^-  y2)  -+-  ic  dx-^  c?2]X24-  -i[(x2  -hy2)ac  +  (ad -h  bc)x  h-  bd]XY 

■+■  [a*.(a?*  +  j>*)  _l.  2aè.r  +  62]Y2. 

Or  on  peut  choisir  les  entiers  a,  6,  c,  d  (ad  — •  bc  =  i  )  de  ma- 
nière que  cette  forme  soit  réduite;  on  aura  alors 

c2(.r2-f-^ï  )-+-  2c  û?j?  -4-  d2  <  a'2(x-^r y2)  -+-  labx  -+■  b-, 

i         (x2-{-  y2)ac  -+-  (ad  -+-  bc)x  -h  bd        i 
2  c2  (  a:2  -h  y'2  )  -+-  i  c  dx  -+-  d2  a 


Donc,  en  choisissant  convenablement  les  entiers  a,  &,  c,  <i,  le 
az  -h  b 
cz  -\-  d 


module  de  -.  sera  plus  grand  que  l'unité,  et  sa  partie  réelle 


sera  comprise  entre et  H 

r  2  2 

On  peut  encore  dire  qu'à  tout  point  z  du  demi-plan  corres- 
pond, par  une  substitution  convenable  du  groupe,  un  point 
dans    le    triangle  formé  dans  le  demi-plan   par    les    droites 

sc  =  —)  x  = et  la  circonférence  x'2^+-y2=i.   Le  troisième 

2  2  J  J 

sommet  de  ce  triangle  curviligne  est  à  l'infini  dans  la  direction 
de  Oy.  Ce  triangle  est  dit  le  polygone  fondamental  du  groupe. 

Au  point  z  ne  correspond  d'ailleurs,  en  général,  qu'un  point 
dans  le  triangle  précédent.  En  effet,  si  le  point  (oc,  y)  est  à  l'in- 
térieur du  triangle  (et  non  sur  son  périmètre),  la  forme  quadra- 
tique F  est  une  forme  réduite,  et  toute  autre  forme  équivalente 
n'est  pas  une  réduite,  d'après  le  théorème  du  paragraphe  précé- 
dent. 

Les  points  du  périmètre  du  triangle  se  correspondent  deux  à  deux 
par  une  substitution  du  groupe. 

La  substitution 

(z,  ï  +  l) 

transforme  le  côté  BB'  dans  le  côté  CC;  la  substitution 

i 

*, 

z  t 

transforme  l'arc  AB  en  l'arc  AG  (fi g-  33). 

Si  l'on  fait  des  représentations  conformes  du  triangle  fonda- 
mental  qui    précède,   en  employant  toutes  les  substitutions  du 
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groupe,  on  obtiendra  une  infinité  de  triangles  curvilignes  dont  les 
côtés  seront  des  arcs  de  cercle  normaux  à  0./\  Deux  quelconques 
de  ces  triangles  ne  pourront  avoir  d'autres  points  communs  que 
des  points  de  leur  périmètre;  en  effet,  s'il  en  était  autrement,  un 
tel  point  commun,  considéré  comme  appartenant  à  l'un  ou  l'autre 

Fis-.  33. 


de  ces  triangles,  correspondrait  à  deux  points  de  X intérieur  du 
triangle  fondamental,  ce  qui  est  impossible  puisque  deux  points 
de  l'intérieur  de  ce  dernier  triangle  ne  peuvent  se  correspondre 
par  une  substitution  du  groupe.  Le  demi-plan  se  trouve  ainsi 
partagé  en  une  infinité  de  triangles  curvilignes,  et  deux  quel- 
conques de  ces  triangles  sont  la  représentation  conforme  l'un  de 
l'autre  ('). 

20.   Le  point  de  vue  auquel  je  me  suis  placé  plus  haut  pour  rat- 
tacher la  théorie  de  la  substitution 


s, 


a 


cz 


d 


à  la  théorie  de  formes  quadratiques  peut  être  étendu  pour  obtenir 


(l)  Outre  l'Ouvrage  déjà  cité  de  M.  Klein,  on  pourra  consulter  sur  ce  sujet  le 
Mémoire  de  Dedekind  :  Ueber  die  elliptischen  Modul-Finictionen  (Journal 
de  d'elle,  t.  83),  et  un  Travail  de  llurwitz  {Math.  An/ialen,  t.  XIV). 


PICARD.    —    T.     I. 


:î7 
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les  substitutions  d' un  demi-espace ,  qui  sont  les  analogues  des  sub- 
stitutions précédentes  ('). 

Il  nous  faut  auparavant  indiquer  la  façon  dont  H  ermite  a  géné- 
ralisé la  notion  de  forme  quadratique,  en  considérant  des  formes 
quadratiques  à  indéterminées  conjuguées.  Hermite  donne  ce  nom 
aux  formés  telles  que 


AXX04-BXY0+B0X0Y-+-  G  YY 


05 


dans  laquelle  X  et  X0  ainsi  que  Y  et  Y0  sont  deux  variables  com- 
plexes conjuguées.  Les  coefficients  A  et  G  sont  réels  et  B0  est  la 
conjuguée  de  B.  Si  l'on  effectue  sur  X  et  Y  une  substitution 

X  =  dX.'+bY', 

Y  =  cX'+«Y', 

a,  &,  c,  d  étant  des  quantités  complexes,  et  si  l'on  a  soin  d'effec- 
tuer sur  X0  et  Y0  la  substitution  conjuguée 

X0  =  di)  X'0  -1-  b0  Y q  , 
Y0  =  c0X0  -h  a0  Y0, 

la  forme  donnée  se  transforme  en  une  autre  de  même  nature.  Il  y 

a  «encore  in  invariant  analogue  à  celui  des  formes  réelles  :  c'est 

l'expression 

BB0  —  AC. 

Quand  celle-ci  est  négative  et  quand  A  >>  o,  C  ^>  o,  la  forme  est 
encore  dite  définie  et  positive. 

Ces  remarques  faites,  j'envisage  la  forme  suivante,  qui  va  rem- 
placer la  forme  F  du  paragraphe  19, 

XX0-h^XY0-+  x0X0Y  h-  (V;To4-jk2)YY0, 

où  x  désigne  une  quantité  complexe  arbitraire  et  y  une  quantité 
réelle  positive. 

La  substitution  à  coefficients  complexes  quelconques 

(X,  Y;  dX  +  bY,  cX  +  aY)        (ad—  bc  =  i) 


(')  E.  Picard,  Sur   un   groupe  de  transformations  des  points  de  V espace 
situés  du  même  côté  d'un  plan  {Bulletin  de  la  Société  mathématique,  1884  ). 


SURFACES   APPLICABLES.    —    REPRÉSENTATION   CONFORME.  J79 

la  transforme  en 

A'XXoH-B'XYo-HB'oXoY-ï-e'YYo, 
en  posant 

À'  =  cc0  (  xx 0  -h  y2  )  -+-  cIcq  x  -+-  d0  cx0  -+-  dd0 , 

LV  =  c«0  (^-^o+^2)  -+-  aodx-^r-  cb^Xo  -h  rf&o, 
C  =  aa0(xx0-Jr jk2)  -H  ^>«o^  •+-  ^o«-ro+  ^o- 

On  est  ainsi  conduit  à  une  transformation  relative  à  la  variable 
complexe  x  et  à  la  somme  xx0-+- y2 ,  substitution  qui  peut  s'écrire 

I, ca0  (  xx0  -h  ^k2  )  -+-  «0  dfo?  H-  c60  Xq  -+-  c?è0 
cc0  (  2*.r0  H-  jk2  )  -+-  dc0  x  -+-  d0  c  Xq  -+-  dd$  ' 
,    ,          ,.       aa,,(^j0+  K2)  -4-  ba0x  -+-  bQaxQ-\-  bb0 
0  cc0 (xx0  h-  j'2 )  -+-  dc0x  -h  û?0ca7o'+  <^o 

A  un  système  de  valeurs  de  la  quantité  complexe  x  et  de  la  quan- 
tité positive  y  correspond  par  ces  formules  un  système  parfaitement 
déterminé  de  x1  et  y  (yr  étant  positif  comme  y).  D'après  la  manière 
même  dont  cette  substitution  a  été  obtenue,  il  est  manifeste  que  le 
produit  de  deux  de  ces  substitutions,  correspondant  aux  valeurs 
a,  b,  c,  cl  et  a,  b\  c',  cl' {ad  —  bc  =  a'  d' —  b' c  =  i),  sera  encore 
une  substitution  de  même  nature. 

On  peut  donner  une  forme  géométrique  au  résultat  précédent. 
Soient  0£,  Oy),  OÇ  un  système  d'axes  rectangulaires  et  considérons 
le  demi-espace  situé  au-dessus  du  plan  des  £y)(Ç~>  o).  A  chaque 
point  (!j,7),Ç)  correspond  un  système  de  valeurs  de  la  quantité 
complexe  x  et  de  la  quantité  positive  y,  si  l'on  pose 

x  =  ^iri,         7  =  Ç, 
et  réciproquement. 

La  substitution  (S)  donne  donc  une  transformation  du  demi- 
espace  en  lui-même  ;  elle  est  tout  à  fait  l'analogue  de  la  transforma- 
tion du  demi-plan  en  lui-même  fournie  par  la  substitution  linéaire 
à  coefficients  réels. 

C'est  Poincaré  qui  a,  le  premier,  étudié  cette  transformation 
de  l'espace;  il  l'a  obtenue  par  des  considérations  géométriques 
entièrement  différentes  des  considérations  algébriques  que  nous 
venons  de  développer.  Elle  joue  un  rôle  essentiel  dans  la  théorie  des 
groupes  kleinéens  (  '  ). 

(l)  H.  PoiNCAfti,  Mémoire  sur  les  groupes  kleinéens  (Acla  niathemadca, 
t.  III). 


580  APPLICATIONS   GÉOMÉTRIQUES    DU    CALCUL   INFINITÉSIMAL. 

La  méthode  que  nous  avons  suivie  pour  obtenir  (S)  rend  facile 
l'étude  du  cas  où  a,  b,  c,  d  sont  quatre  entiers  complexes,  c'est- 
à-dire  de  la  forme  m  -f-  ni  (m  et  n  entiers),  satisfaisant  à  la  rela- 
tion 

ad  —  bc  =  i. 

Les  substitutions  S  forment  alors  un  groupe  discontinu.  On 
trouve,  pour  ce  groupe,  un  polyèdre  fondamental  limité  par  les 
quatre  plans 


et  la  sphère 


2  2  2 


^2-h-/;2-f-^=I  : 


ce  polyèdre  est  tout  à  fait  analogue  au  triangle  fondamental  ren- 
contré plus  haut.  Mais  le  développement  de  ce  point  m'entraînerait 
trop  loin,  et  je  me  borne  à  renvoyer  à  mon  Mémoire  cité  plus  haut 
et  aux  études  ultérieures  de  MM.  Fricke  et  Klein  (  '  ). 


IV.  —  Cartes  géographiques  dune  surface. 

21 .  On  appelle  carte  géographique  d'une  surface  la  représenta- 
tion d'une  surface  sur  un  plan,  de  telle  sorte  qu'à  chaque  point  du 
plan  corresponde  un  point  de  la  surface.  Les  cartes  les  plus  inté- 
ressantes sont  celles  dans  lesquelles  les  angles  sont  conservés,  c'est- 
à-dire  dans  lesquelles  l'angle  de  deux  lignes  quelconques  dans  le 
plan  est  égal  à  l'angle  des  lignes  qui  leur  correspondent  sur  la  sur- 
face :  dans  ces  conditions,  les  parties  infiniment  petites  sur  la  sur- 
face et  sur  la  carte  sont  semblables. 

Soit 

ds-  =  E  du-  -t-  2  F  du  dv  -+-  G  dv* 

le  carré  de  l'élément  d'arc  sur  la  surface.  Si  l'on  exprime  u  et  v  en 
fonction  des  coordonnées  rectangulaires  X  et  Y  sur  le  plan  de  la 
carte,  on  doit  avoir  (§  2) 

Erfw2  +  2F^«^  +  G  dv*=  l(dX.*-+-dY*), 


(*)  Fricke  et  Klein,  Vortesungen  iiber  die  Théorie  der  automorphen  Funo- 
tionen,  Erster  Band,  1897. 
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égalité  qui  exprime  que  les  carrés  des  éléments  linéaires  sur  le  plan 
et  sur  la  surface  sont  proportionnels.  Le  problème  des  cartes  géogra- 
phiques revient  donc  à  exprimer  a  et  v  en  fonction  de  X  et  Y,  de 
telle  sorte  qu'à  un  facteur  près  la  forme  qui  représente  ds-  se  réduise 

àâJx'  +  dY2. 

Cette  réduction,  comme  La«;ran<ie  l'a  montré  dans  ses  deux 
célèbres  Mémoires  sur  la  construction  des  Cartes  géogra- 
phiques, peut  être  faite  d'une  infinité  de  manières.  Il  est  évident, 
a  priori,  que  d'une  carte  on  déduira  toutes  les  autres,  en  effec- 
tuant sur  cette  carte  une  transformation  quelconque  conservant  les 
angles,  transformation  étudiée  dans  la  Section  II.  Pour  démontrer 
la  possibilité  de  la  réduction  annoncée,  il  faut  nous  appuyer  sur  le 
résultat  suivant,  que  nous  aurons  à  reprendre  avec  plus  de  détail 
dans  la  théorie  des  équations  du  premier  ordre  : 

Etant  donnée  une  expression 

P  dx  -+-  Q  dy, 

où  P  et  Q  sont  des  fonctions  quelconques  de  x  et  y,  il  existe  une 
fonction  p.  de  x  et  y,  telle  que 

\x{ P  dx  -h  Q  dy) 
soit  une  différentielle  totale.  11  faut  et  il  suffit  pour  cela  que 

dy  dx  \  <)y       dx  J 

On  n'aura  aucune  difficulté  à  admettre  pour  le  moment  qu'il  existe 
une  fonction  u.  de  x  et  y  (et  même  une  infinité)  satisfaisant  à  cette 
unique  équation.  On  appellera  u  un  facteur  intégrant  de  l'expres- 
sion P  dx  -\-  Q  dy. 
Ceci  posé,  reprenons 

ds'-  =  E^2+2F^^  +  G  dv*         (  EG  —  F^  >  o). 

Nous  pouvons  décomposer  cette  forme  quadratique  en  du  et  dv 

en  un  produit  de  deux  facteurs  qui  seront  imaginaires  conjugués. 

Soit 

ds"2  =  {a  du-\-  b  dv )  (a'  du  -t-  b'  dv)\ 

a  et  a,  b  et  b'  sont  des  fonctions  imaginaires  conjuguées  des  deux 
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variables  réelles  u  et  c.  L'expression 

a  du  -+-  b  dv 

admettra  un  facteur  intégrant  que  nous  écrirons  sous  la  forme 
m  -f-  /il,  en  mettant  en  évidence  la  partie  réelle  et  la  partie  ima- 
ginaire. On  a  donc 

( m  -+-  ni)  (a  du  -+-  b  dv)  =  dX.  -+-  i  ûfY, 

X  et  Y  étant  deux  certaines  fonctions  de  u  et  r. 
Pareillement, 

(m  —  ni)  ( a'  du  -+•  b'  dv )  ==  dX  —  i  d\  ; 

par  suite, 

ds'-im*-)-  »*)  =dX*-±-  d\K 

Les  deux  fonctions  X,  Y  de  a,  v  établissent  donc  la  correspon- 
dance cherchée  entre  les  points  de  la  surface  et  les  points  du  plan 
(X,Y). 

La  recherche  du  facteur  intégrant  exigeant,  en  général,  l'in- 
tégration d'une  équation  du  premier  ordre,  le  calcul  précédent 
donne  seulement  la  démonstration  de  la  possibilité  théorique  de 
la  réduction. 

22.  Prenons  quelques  exemples  simples.  Proposons-nous  de 
faire  la  carte  d'une  sphère;  en  la  rapportant  à  son  centre  et  dési- 
gnant par  <];  et  9  la  longitude  et  le  complément  de  la  latitude  d'un 
point  (#,  y,  z))  nous  avons 

a-  =  R  sin 6  cos^, 
y  —  R  sin6  sin  <|», 
z  =  R  cosO, 

R  étant  le  rayon  de  la  sphère.  On  a  de  suite 

d&  =  R2(f/62 4-  sin-'O  éfy*). 

Pour  ramener  ds-  à  la  forme  u.(«?X2-f-  oTY2-),  nous  pouvons 
écrire 

ds*  =   R2sin26/_f^   +  dÙ*). 

\sin2t)  / 
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11  suffit  alors  de  poser 

</X  =  —. — r  >  dX  =  d<b, 

sinB  T 

ce  qui  donne 

X  =  log  tang-j         Y  =  ty. 

On  a  alors  une  carte  dans  laquelle  les  parallèles  et  les  méridiens 
sont  représentés  par  des  parallèles  aux  axes  de  coordonnées.  C'est 
la  Carte  de  Mercator. 

Une  autre  carte  de  la  sphère  peut  être  obtenue  de  la  manière 
suivante  :  Ecrivons  ds2  sous  la  forme 

ds*  =  4  cos4  -  /   — -  —  R2  tang2  -  dW 

4  cos4  - 

2 

A 

Si  l'on  pose  p  =  R  tang  -,  on  aura  alors 

ds'-  =  4cos4-[</p2+p2^2J. 

La  quantité  entre  crochets  représente  le  carré  de  l'élément  linéaire 
dans  un  plan,  rapporté  aux  coordonnées  polaires  (p  et  <!;).  Par 
conséquent,  si  l'on  pose 

X  =  pcos4s         Y  =  psin^, 
on  aura 

ds*=  4cos4-(dX2+dY2), 

forme  correspondant  à  une  carte  géographique.  Il  est  facile  d'in- 
terpréter géométriquement  le  résultat  qui  précède.  Prenons  la 
projection  stéréographique  sur  le  plan  de  l'équateur,  le  point  de 
vue  étant  au  pôle  austral  sur  la  sphère.  Si  a  est  la  projection  sté- 
réographique du  point  A (8,  <]>),  on  aura  évidemment 

A 

O  a  =  R  tang  -  • 


Les  coordonnées  polaires  du  point  a  dans  le  plan  sont  donc 
R  tang  -  et  'l.  La  carte  que  nous  avons  obtenue  n'est  donc  autre 
que  la  carte  par  projection  stéréographique  :  le  calcul  précédent 
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conduit  à  ce  résultat  bien  connu  que  cette  transformation  conserve 
les  angles. 

23.   Terminons  en  faisant  la  carte  de  l'ellipsoïde 

x1        y*       *-  , 

Tfi  +  jr+T***1  {a>b>c). 

Nous  prendrons  les  coordonnées  elliptiques  À  et  u  sur  cette  surface. 
Le  paramètre  X,  supposé  compris  entre  —  a2  et  —  62,  correspond 
à  l'hyperboloïde  à  deux  nappes 


x~  y 


«2-+- A        62-f-X        c2-+-A 

[a,  compris  entre  —  b2  et  —  c2,  correspond  à  l'hyperboloïde  à  une 

nappe 

a?2  v2  zi 

-  i. 


a--\- \l        b%-\-\x        c2  -h  ;j. 
Les  trois  équations  précédentes  donnent 


2_  a2(«2-f-  X)(a2-+-  \x) 
°°  ~    (a2—  62)(«2  —  c2)  ' 

2_  62(fr2  +  X)(&2+jjQ 
J     ~  (62— c2)(62  — a2)' 

2  __  c2  (  c2 -1- X  )  Q2 -i-  ;jl) 
*    "~  (c2—  a2)(c2  —  62)  ' 

^2  =  ote2  4-  </j2  -h  rfs2  ; 


Calculons 


on  a 


dx  d\  d\x 


x         a2 -h  X        a2  -h  \x 
dy  _        cCk  d\x 

y 


~~    ^2+X    "^    62  +    u' 


<2?3  <^X  rffJl 


-s  c2-f-  X          c2-4-  p. 

et,  par  conséquent, 

4^2=  M,  dX2-+-  M2  <fy2; 

en  posant 

X1  yï  zt 


M, 


(«2-f-X)2       (62+X)2        (c2  +  X)2 


..  .-r2  r2  *! 

M2=  - 


(<22-f-{Jl)2  (fc2+|JL)2  (C2+|Jl)2 
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Pour  calculer  rapidement    M,   et  M2,   opérons   comme   le  fait 
Jacobi  (Vorlesungen  iïber  Dynamik).  Soit 

.  x"-  y*  s2 

u  (  t)  —  1 — - — , 

«2  _i-  *  6«  -f-  *  C2  4-  / 

on  a 

<hA  a?2  jr2  -s2 


<fc/*=X  («2+X)2  (^+À)'!  (C2H-X)2 


Mt. 


Mais  d'autre  part,  u(t)  s' annulant  pour  t  =  o,  £  =  à,  £  =  u,   on 
peut  écrire 

v  ;       (a2H-^)(62-+-  0(c24-  0' 
donc 

dw.  \  X(X  —  jjl ) 


dtjt=l       («2+X)(624-X)(c2-f-X) 
Ainsi 


(aM-X)(6â-hX)(c2-+-X)  '    '       («2-h  [jl)(62+ [jL)(c2+[a) 

Nous  avons  donc 

4  *'  =  (  (i  -  X)  [(a,  +  X)  (  "A)  (c'  +  X)  ^  +  (a'  +  ,,)  (6«  +  ,x)  ^  +  H)  H  ' 

Cette  formule  permet  d'obtenir  immédiatement  une  carte  géo- 
graphique de  l'ellipsoïde.  11  suffit  de  poser 


*  -yvWi 


H^2-+-   A)(c2-h  X) 


<A. 


Les  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  de  la  surface  correspon- 
dant à  X  =  const.  et  jjl  =  const.  seront  représentés  sur  la  carte 
par  des  parallèles  aux  axes  de  coordonnées. 

24.  Les  cartes  géographiques  où  les  angles  sont  conservés  ne 
sont  pas  les  seules  qui  sont  employées.  11  y  a,  dans  certains  cas, 
intérêt  à  avoir  des  cartes  géographiques  oà  les  aires  soient  con- 
servées ;  c'est  dans  ces  conditions  qu'est  construite  la  Carte  de 
France  dite  Carte  de  V Etat- Major . 

Reprenons  le  ds2  d'une  surface 

ds*  =  E  du*  -+-  i  F  du  dv  n~  G  dv*. 
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D'après  ce  que  nous  avons  vu  (Chap.  IV,  §  14),  Y  sort  est  repré- 
sentée par  l'intégrale  double 

Ç  r^/EG  —  F2  du  ch. 

Or  supposons  qu'il  y  ait  une  correspondance  entre  la  surface  et  un 
plan  (X,  Y).  Les  coordonnées  X  et  Y  d'un  point  de  ce  plan  seront 
fonctions  de  u  et  v  ;  l'aire  dans  le  plan  est  représentée  par 

ffdxdy  ou  LfW^dudv- 

Pour  qu'il  y  ait  conservation  des  aires,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  ait 


D(X,  Y) 
D(w,  v) 


=  v/EG  —  F2. 


Ainsi,  il  n'y  a  qu'a  prendre  deux  fonctions  X  et  Y  de  u  et  v7 
telles  que 

«£_££  =  /EG=FT 

dw     W  OV    OU 

pour  avoir  une  carte  géographique  avec  conservation  des  aires. 
L'indétermination  du  problème  est  donc  ici  bien  plus  grande  que 
pour  les  cartes  avec  conservation  des  angles. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  d'une  surface  de  révolu- 
tion ;  on  pourra  prendre 

x  =  cp(w).  co-s*>,         y  =  <f(u).s'inv,         z  =  u. 

On  aura 

E  =  i+ç's(k),         F  =  o,         G  =  ^(u). 

On  a  alors 

v/EG  — F*=Q(m), 

et  si  l'on  prend  une  nouvelle  variable  U  telle  que 

U  =  jQ(u)du, 

l'équation  à  laquelle  devront  satisfaire  les  fonctions  X  et  \  de  U 

et  v  se  réduira  à 

^X  g>Y       ^X  dY 

dû   dv  ~~  d7  ÔÛ  ~  l  ' 

qui  est  indépendante  de  la  surface  de  révolution  considérée. 
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V.  —  Quelques  remarques  sur  la  géométrie  non  euclidienne. 

2o.  Indiquons  comment  on  peut  avoir  une  image  de  la  géométrie 
de  Lobatschewskj  en  considérant  les  points  d'un  demi-plan,  par 
exemple  du  demi-plan  situé  au-dessus  de  Taxe  des  x.  Reprenons  à 

cet  effet  la  transformation 

az  -+-  b 
L  =  -•> 

c  z  -+-  a 

a,  6,  c,  d  étant  réels,  avec 

ad  —  bc  =  i. 

Si  l'on  pose 

m  =  x  +  iy, 

Z  =  X  h-jjY, 

et  si  Fon  désigne,  comme  plus  haut,  par  z0  le  conjugué  de  z,  on  a 

de  suite 

doc1  -+-  <?/k2  =  tffc .  ds% 


et 


<*ZtfZ0  = 


(es  -+-  d)2  (czq-\-  d)- 


^omme 


Y  = l , 

(cz  H-  d)  (cz0-+-  d) 
on  obtient  immédiatement 

dX*-hdYz  __  dxt-i-dy* 

*»         ■  r-  "  ' 

On  peut  donc  dire  que 

y 

est  un  invariant  pour  une  transformation  linéaire. 

26.   Ceci  posé,  considérons  les  circonférences  normales  à  Taxe 

des  x.  Par  deux  points  a  et  fi  du  demi-plan  supérieur  passe  une 

circonférence  orthogonale  à  Ox.  Soient  h  le  point  de  rencontre 

avec  cet  axe  tel  que  fi  soit  entre  a  et  h,  et  k  le  point  de  rencontre 

tel  que  a  soit  entre  fi  et  A .  Formons  le  rapport  anharmonique  des 

quatre  points  a,  p,  A,  Â  : 

a  -  6  ,  [3  -  h 
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où  a,  jj,  h  et  k  sont  les  affixes  des  points  représentés  par  les  mêmes 
lettres.  La  fonction  p,  on  le  voit  de  suite,  est  une  quantité  positive 
et  supérieure  à  l'unité.  Désignons  par  D(a,  p)  l'expression 

logp(a3  P), 
où  il  s'agit  du  logarithme  népérien.  Nous  donnerons  à  D(a,  [3)  le 

Fig.  34. 


y 


o 


OL 


p 


A 


^3C 


nom  de  distance  des  deux  points  a  et  p,  et  nous  allons  avoir  faci- 
lement une  propriété  de  cette  distance. 

A  cet  effet,  faisons  une  inversion  avec  h  comme  centre.   On 


Fis.  35. 


obtiendra  une  droite  IH  normale  à  Ox.  Le  rapport  anharmonique 
restant  invariant  par  l'inversion,  on  a  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  I,  A,  B,  H  sur  la  droite  IH,  ce  qui  donne 


IB 
ÏÂ 


On  conclut  de  là  que,  si  l'on  a  dans  le  demi-plan  trois  points 
a,  p,  y  sur  une  même  circonférence  normale  à  0#,  on  a 


p(«,P).p(M) 


IB    IC       IC  , 

ÏÂÎB  =  ÏÂ='o(a'^- 
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Si  donc  nous  appelons  po in ts  en  ligne  droite  trois  points  situés 
comme  l'indique  la  figure,  on  a 

D(a,T)  =  D(a,P)4-D(p}ï). 

Fig.  3G. 
(1 


C'est  la  propriété  additive  des  longueurs  pour  trois  points  en 
ligne  droite. 

27.   Cherchons  maintenant  la  distance  élémentaire  entre  deux 
points  £,  z-\-dz.  Partons  de 

,  ,  .        IB  AB 

A  cause  de  l'invariance  de  — >  on  a 

y 

ds        AB 
7  "AT' 

puisque,  sur  LAB,  AB  est  l'accroissement  de  LA.  Donc 
\ogp(z,  z  -+-  dz)  =  log  lu ) 

et  ce  logarithme  est  égal  à  —  ,   aux  infiniment  petits   près    d'ordre 
supérieur.  Nous  avons  ainsi  finalement 

D(z.  z  -f-  dz)  =  —  • 

y 

28.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  donner  sur  le  demi- 
plan  une  image  de  la  géométrie  non  euclidienne  de  Lobatschewsky 
du  plan  entier.  Appelons  droites  les  demi-circonférences  normales 
à  l'axe  Ox.  La  distance  entre  deux  points  a  et  (3  est  l'expression 
D(a,  [3)  définie  plus  haut,  et  nous  avons  vu  la  propriété  additive 
des  distances  pour  de»  points  situés  en  ligne  droite  non  eucli- 
dienne. 

C'est  un  point  fondamental  que  Ton  peut  poser  le  principe 
de  superposition  de  deux  segments  de  droites  égaux  afj  et  a'  p'. 
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Ils  sont  susceptibles  de  coïncider  par  un  déplacement  correspon- 
dant à  une  substitution  du  type  envisagé  plus  haut 


(( 


c  z  -+-  d 


Les  déplacements  précédents  sont  des  déplacements  à  trois  para- 
mètres. 

D'après  la  définition  même  de  la  distance  non  euclidienne,  une 
droite  (dans  l'image  une  circonférence  normale  à  O x)  a  deux 
points  à  l'infini,  qui  sont  dans  les  figures  ci-dessus  les  points  h 
et  k.  On  voit  bien  alors  que,  une  droite  D  étant  donnée,  on  peut 
mener  par  un  point  A  du  plan  deux  parallèles  à  cette  droite,  c'est- 
à-dire  deux  droites  rencontrant  celle-ci  à  l'infini.  Parmi  les  droites 
passant  par  A,  les  unes  rencontrent  D,  les  autres  ne  la  rencontrent 
pas  :  il  y  a  donc  des  sécantes  et  des  non-sécantes  séparées  par  les 
deux  parallèles.  Quant  aux  angles,  les  angles  non  euclidiens  sont 
identiques  aux  angles  de  l'image  sur  le  demi-plan. 

29.  Diverses  remarques  résultent  immédiatement  de  l'image  qui 
vient  d'être  donnée  de  la  géométrie  non  euclidienne.  Ainsi  il  est 
évident  qu'il  y  a  des  triangles  dont  les  trois  angles  sont  nuls. 
Remarquons  aussi  que  pour  deux  droites  non  sécantes  ni  paral- 
lèles, il  y  a  une  perpendiculaire  commune;  il  y  a,  en  effet,  dans  le 
demi-plan,  une  circonférence  orthogonale  aux  deux  circonférences 
représentant  les  droites,  qui  a  pour  centre  le  point  où  l'axe  radical 
de  ces  deux  circonférences  rencontre  l'axe  Ox. 

Un  point  un  peu  moins  immédiat  est  celui  des  circonférences 
non  euclidiennes.  Menons  par  un  point  A  des  droites  (non  eucli- 
diennes) de  même  longueur*,  on  demande  le  lieu  de  leurs  extré- 
mités. Si  a  est  l'affîxe  de  A,  les  substitutions  linéaires  du  type 
envisagé  dans  toute  cette  théorie  sont 

Z  —  a  .a  z  —  a 


(d- 


Elles  correspondent  à  une  rotation  d'un  angle  h.  Soit  donné  un 
point  B  répondant  à  l'affixe  b,  quel  va  être  sur  le  demi-plan  le  lieu 
des  points  B'  tels  que  la  distance  ABr  égale  la  distance  AB  (circon- 
férence non  euclidienne  de  centre  A).  Ce  lieu  est  donné  parl'équa- 
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tion 

Z  —  a  r,  b  —  a 


Z  —  «0  b  —  rt0 

quand  9  varie,  en  représentant  par  Z  l'aflixe  de  B'.  Comme  e'° 
décrit  une  circonférence,  Z  décrira  une  circonférence.  Donc  la 
circonférence  non  euclidienne  a  pour  image  une  circonférence 


o  H|  œ 

i 
i 
|A0 

du  demi-plan.  Il  est  aisé  de  voir  que  cette  dernière  circonférence 
coupe  la  perpendiculaire  menée  par  A  à  Ox  en  deux  points  Cet  G' 
conjugués  harmoniques  par  rapport  à  À  et  à  A0  (symétrique  de  A 
par  rapport  à  Ox))  d'ailleurs,  GO  est  un  diamètre  de  la  circonfé- 
rence. On  voit  également  qu'une  circonférence  non  euclidienne 
est  perpendiculaire  à  ses  rayons,  c'est-à-dire  aux  droites  non  eucli- 
diennes passant  par  son  centre. 

30.  Nous  venons  de  voir  qu'une  circonférence  du  demi-plan  ne 
coupant  pas  l'axe  des  x  représente  une  circonférence  non  eucli- 
dienne. Le  centre  de  celle-ci  correspond  au  point  A  sur  le  dia- 
mètre perpendiculaire  k  Ox,  tel  que  A  et  A0  soient  conjugués  par 
rapport  à  la  circonférence. 

Considérons  le  cas  particulier  d'une  circonférence  du  demi- 
plan  tangente  à  l'axe  Ox  en  un  point  IL  Elle  représente  une  courbe 
qui  est  normale  à  une  infinité  de  droites  parallèles  (les  circonfé- 
rences orthogonales  en  II  à  Ox).  On  a  donc  une  courbe  dans  le 
plan  non  euclidien,  dont  toutes  les  normales  sont  des  droites 
parallèles  ;  c'est  ce  que  Lobalschewsky  appelait  un  horicycle.  On 
peut  la  regarder  comme  la  limite  d'une  circonférence  dont  le  centre 
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s'éloigne  indéfiniment  (dans  la  figure  ci-dessus,  on  avait 

HÂ*  =  îiG.ÏÏG-, 

ici  HC  =  o,  donc  HA  =  o;  le  centre  non  euclidien  correspondant 
à  A  s'éloigne  par  suite  indéfiniment). 

Je  dirai  un  mot  des  équidis tantes  à  une  droite.  Dans  la  géomé- 
trie non  euclidienne,  une  droite  étant  donnée,  le  lieu  des  points 
éqnidistants  d'une  droite  n'est  pas  une  droite.  On  démontre  faci- 
lement que  les  équidistantes  d'une  droite  sont  représentées  par  des 
circonférences  coupant  l'axe  des  x  aux  deux  points  de  rencontre 
de  cet  axe  avec  la  demi-circonférence  représentant  la  droite.  Ces 
courbes  sont  les  hypercycles  de  Lobatschewsky.  Un  hypereyele 
est  en  somme  un  cercle  dont  tous  les  rayons  sont  perpendiculaire* 
à  une  même  droite. 

31.  On  peut  avoir  une  autre  image  de  la  géométrie  non  eucli- 
dienne en  envisageant,  au  lieu  d'un  demi-plan,  l'intérieur  d'une 
circonférence.  Il  suffit  en  effet  de  transformer  le  demi-plan  en  un 
cercle,  ce  qui  peut  se  faire  par  inversion.  Les  droites  corres- 
pondent alors  à  des  circonférences  orthogonales  à  C.  Deux 
points  a,  (3  déterminent  une  droite,  et  le   logarithme  du  rapport 

Fig.  38. 


anharmonique,  pris  comme  plus  haut,  des  points  a,  j3,  /*,  Â-,  est  la 
distance  des  points  a,  (3. 

En  supposant  que  le  demi-plan  soit  transformé  dans  le  cercle 
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un  calcul  facile  donne  comme  carré  de  l'élément  linéaire 


[_,  _  X*  —  Y*]* 


32.  Une  image  des  géométries  non  euclidiennes  a  été  donnée 
d'abord  par  Cajlej  dans  des  Mémoires  classiques  et  ensuite  par 
Klein;  Beltrami  a  établi  de  son  côté  des  rapprochements  très  inté- 
ressants avec  la  théorie  des  surfaces  à  courbure  constante.  Dans 
son  Livre  Sur  une  classe  de  surfaces  algébriques  (i8-3), 
Darboux  a  considéré,  pour  la  première  fois  semble-t-il,  une  image 
des  géométries  non  euclidiennes  dans  laquelle  les  droites  étaient 
représentées  par  des  circonférences  normales  à  une  sphère  (  ou  à 
une  circonférence  dans  le  plan).  Cette  dernière  représentation  a 
été  aussi  utilisée  postérieurement  par  Poincaré  dans  ses  célèbres 
Mémoires  sur  les  groupes  fuchsiens  ( 1 88 1 ).  Les  quelques  pages 
qui  précèdent,  se  rapportant  à  la  géométrie  de  Lobatschewsky,  suf- 
fisent peut-être  à  montrer  comment  ces  images,  ces  dictionnaires 
comme  disait  Poincaré,  rendent  presque  immédiates  certaines 
propositions  de  la  géométrie  non  euclidienne,  sur  lesquelles  notre 
intuition  habituelle  des  choses  de  l'espace  manque  de  prise. 


FIN     DU     TOME    I. 


t 

SCWMf 

PïCAKD.   —   T.    i.  M 


PARIS.  —  IMPRIMERIE    GAUTHIER- VILLA  RS    ET  O, 

Quai  des  Grands-Augustins,  55. 
66549-22 


Lia    uiuuuiucifuc 

Faculté  des  Sciences 

Université  d'Ottawa 

Echéance 


i  ne    Liiuiaijr 
Faculty  of  Science 

University  of  Ottawa 

due 


Celufifri 

deini&e  date  ti 
p&petwne/uneajté 
sorf  poffrïliïrçde  jour 


— 


~ 


MAY  1* 


SEt>  2  6  1983 


1966 


JAN.  198' 

i  7  m. 


■j. 


1984 


CE 


^cai\t 


H  QA 

^3Q0         "^    W&l 
•p522S   ?f.0., 


se. 


an 


*%-, 


p?> 

lj^  il 

*Kw^' 

•  Toi"  *  1 
"-  $J»  <■■■--  Bit   ï À 

\  ^  JPffr 

v 

•*     9 

•lie 

«3    6 

■F'^V'  m? 

U* 

-  J 

»  *  '•■«.    fW'l 

!*■'■ 

TÉL.'  ^fa-Jrl     fif  * 

* 


N*fi  S 


3 


